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Abstract

The description of correlation effects beyond simple mean field approx-
imations is of great importance for the simulation of many-body systems.
A simple approach is the stochastic mean field approximation, which is a
combination of the mean field approach with stochastic methods. In this
thesis, improvements of this approach are proposed and possible general-
izations for complementary application for the description of three-particle
correlation effects are presented, which are usually neglected due to the enor-
mous computational effort. In particular, the formalism of non-equilibrium
Green functions is addressed, thus providing the basis for the description of

many-particle effects using stochastic methods in this framework.



Zusammenfassung

Die Beschreibung von Korrelationseffekten jenseits einfacher Mean-Field-
Naherungen ist von grofler Bedeutung fiir die Simulation von Vielteilchensys-
temen. Einen einfachen Ansatz stellt hier die Stochastic-Mean-Field-Naherung
dar, die eine Kombination des Mean-Field-Ansatzes mit stochastischen Me-
thoden ist. In dieser Arbeit werden Verbesserungen dieses Ansatzes vorge-
schlagen und mogliche Verallgemeinerungen zur komplementiaren Anwendung
fiir die Beschreibung von Dreiteilchenkorrelationseffekten prasentiert, welche
in der Regel aufgrund des enormen Rechenaufwandes vernachléssigt wer-
den. Insbesondere wird dabei auf den Formalismus der Nichtgleichgewichts-
Green-Funktionen eingegangen und so die Grundlage zur Beschreibung von
Vielteilcheneffekten mithilfe stochastischer Methoden geschaffen.
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1 Einleitung

Ziel der Vielteilchentheorie ist die quantenmechanische Beschreibung von
Systemen wechselwirkender Teilchen. Bereits einfache Systeme wie ein Heliu-
matom lassen eine analytische Losung der Schrodinger-Gleichung nicht mehr
zu. Mit zunehmender Systemgrofie werden jedoch numerische Losungen des
exakten Problems aufgrund der exponentiellen Skalierung des Rechenaufwan-
des unmoglich. Es ist darum notwendig, physikalisch sinnvolle Naherungen
zur Losung des Vielteilchenproblems zu finden. Mean-Field-Theorien, wie bei-
spielsweise die Hartree-Fock-Naherung (TDHF), sind die einfachsten Ansitze
zur Losung dieses Problems. In ihnen wird die Wechselwirkung von Teilchen
durch ein mittleres Potential approximiert. Diese Naherungen scheitern jedoch
mit zunehmender Verschrankung der Teilchen aufgrund der fehlenden Bertick-
sichtigung von Korrelationseffekten. Um diese Effekte zusatzlich approximativ
zu beriicksichtigen, werden haufig Ansatze wie die zeitabhangige Dichtefunktio-
naltheorie (TDDFT) oder die Nichtgleichgewichts-Green-Funktionen (NEGF)
angewendet. Diese zur Schrodinger-Gleichung dquivalenten Formulierungen
der Quantenmechanik beinhalten nun Groflien wie das Austausch-Korrelations-
Potential v,. (TDDFT) bzw. die Selbstenergie > (NEGF), die physikalisch
sinnvoll genahert werden. Obwohl die Beschreibung von Vielteilchensystemen
im Rahmen dieser Ndherungen einen deutlichen Fortschritt gegeniiber Ansét-
zen wie TDHF bietet, ist der Preis ein signifikanter Anstieg der notwendigen
Rechenleistung. Fine Alternative stellt deswegen die Stochastic-Mean-Field-
Néherung (SMF) dar. In ihr wird ein Ansatz wie TDHF durch Anwendung
stochastischer Methoden erweitert, um so Korrelationseffekte zu berticksichti-
gen. Trotz der Reduktion auf die durch Anfangsfluktuationen hervorgerufenen
Korrelationen zeigen Rechnungen deutliche Verbesserungen gegeniiber TDHF-
und sogar NEGF-Propagationen. [1]

In dieser Arbeit soll ein Schema zur Beschreibung von zusétzlichen Kor-
relationseffekten vorgestellt werden. Hierzu wird eine Bewegungsgleichung

flir Zweiteilchendichtefluktuationen hergeleitet und die in ihr auftretenden



Dreiteilchendichtefluktuationen mithilfe der SMF-Naherung beschrieben. Ein
solcher Ansatz ermoglicht es, Dreiteilchenbeitrige, die tiblicherweise in Ansét-
zen wie den NEGF vernachlassigt werden, auf einfache Weise zu berticksichti-
gen, ohne den damit typischerweise einhergehenden signifikanten Anstieg an
notwendiger Rechenleistung hinnehmen zu miissen.

In dieser Arbeit wird zunédchst eine kurze Einfithrung in die notwendige
Theorie gegeben. Diese umfasst die erste Quantisierung mit einem Uberblick
iiber das Schrédinger- und Heisenberg-Bild sowie die zweite Quantisierung,
in welcher auf die Notwendigkeit der Spin-Statistik und die daraus folgende
Besetzungszahldarstellung eingegangen wird. Des Weiteren behandelt dieser
Abschnitt die fermionischen und bosonischen Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren sowie die Dynamik des aus ihnen folgenden Dichtematrixoperators
n;;. AnschlieBend wird eine kurze Einfithrung in die Grundlagen der Stochastic-
Mean-Field-Naherung gegeben und diese am Hubbard-Modell demonstriert.
Den Hauptteil dieser Arbeit bildet das Kapitel "Verbesserung der SMEF-
Néaherung". Hier wird eine Bewegungsgleichung fiir Zweiteilchenfluktuationen
entwickelt und die hier auftretenden Dreiteilchenfluktuationen mithilfe der
SMF-Naherung beschrieben. Abschliefend wird im Ausblick gezeigt, welche
Moglichkeiten fiir Anwendungen und Erweiterungen dieses Ansatzes in der
Zukunft bestehen. Im Appendix wird hierzu die Verbindung zu den Green-
Funktionen und der BBGKY-Hierarchie der reduzierten Dichteoperatoren
dargestellt.



2 Erste Quantisierung

Es existieren mehrere dquivalente Beschreibungen der Quantenmechanik, von
denen hier die zwei, die fiir diese Arbeit am wichtigsten sind, vorgestellt
werden sollen. Fiir einen genaueren Uberblick iiber die Formulierung der

ersten Quantisierung siehe Refs. [2] und [3].

2.1 Schrodinger-Bild

In der Quantenmechanik wird der Zustand eines Systems durch seinen Zu-
standsvektor |¢(t)) charakterisiert, welcher Element eines Hilbert-Raums
‘H ist. Im Schrodinger-Bild sind die Zustandsvektoren zeitabhéngig, d.h.
%W(t)) +£ 0, wihrend die Operatoren Ag in der Regel keine explizite Zeit-
abhéngigkeit aufweisen, d.h. %fls = 0. Die Dynamik von [|¢(t)) wird im
Schrodinger-Bild mithilfe der zeitabhangigen Schrodinger-Gleichung beschrie-

ben:

0 A
it (8)) = sl ®), (21)

wobei Hg der Hamilton-Operator des Systems ist. Die Losung dieser Gleichung
kann fir einen gegebenen Anfangswert [¢)(o)) mithilfe des Zeitentwicklungs-
operators U (t,to) angegeben werden, welcher die folgende Bewegungsgleichung
erfiillt:

0

z‘haﬁ(t,to) = HsU(t, ), Ut,t) =1. (2.2)

Die Losung von U (t, ty) hat die Form:

Otte) =T [exp(—; /tt dTﬁS(T))} | (2.3)

Hier ist T der Zeitordnungsoperator mit der folgenden Wirkung:

(2.4)
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Eine Zeitabhéngigkeit von Hg tritt auf, sollte ein zeitabhéangiges Potential
vorliegen, in diesem Fall gilt: %f] 5(t) # 0. Der Zeitentwicklungsoperator hat

nun die Eigenschaft, dass er den Zustandsvektor in der Zeit propagiert:
[ (1)) = U(t, to) [ (t0))- (25)

2.2 Heisenberg-Bild

Die zu betrachtenden Groflien der Quantenmechanik sind Erwartungswerte

von Operatoren, welche wie folgt berechnet werden:

(A(t)) = ()| Aslo(t). (2.6)

Im Heisenberg-Bild wird nun die Zeitabhéngigkeit der Zustandsvektoren
auf die Operatoren tibertragen, wobei man sich zunutze macht, dass man
einen zeitabhéngigen Zustandsvektor durch seinen Anfangswert und den
Zeitentwicklungsoperator ausdriicken kann. Gleichung (2.6) bekommt damit

die Form:

(A1) = ((t0) U (t, 1) AsU (¢, 1) [ (t0)) (2.7)
= ((to)| An (1)1 (t0)). (2.8)

Hier wurde der Heisenberg-Operator Ay (t) eingefiihrt, der definiert ist als:

A

Ay (t) = Ut t)AgU(t, to). (2.9)

Die Dynamik der Heisenberg-Operatoren wird mithilfe der Heisenberg-Gleichung

beschrieben:

i A dAg
() = 2 Hu(t), Au(t)] + <8t>H (2.10)

Hier bezeichnet H r(t) den Hamilton-Operator im Heisenberg-Bild. Diese Glei-

chung vereinfacht sich fiir nicht explizit zeitabhangige Schrodinger-Operatoren,



da hier %‘% = 0 gilt:

S An(t) = L [Hu (), Au(0)]. (211)

3 Zweite Quantisierung

Der Formalismus der zweiten Quantisierung stellt eine zur ersten Quanti-
sierung aquivalente Formulierung der Quantenmechanik dar, welche unter
anderem zur Beschreibung von Vielteilchensystemen benutzt wird. Siehe fiir

eine genauere Betrachtung der Herleitungen Refs. [4],[5] und [6].

3.1 Spin-Statistik

Ein System von N Teilchen wird durch einen Zustandsvektor |W;, j, ), wo-
bei die Quantenzahl j; den Zustand des i-ten Teilchens beschreibt, und den
dazugehorigen Hamilton-Operator H charakterisiert. Wendet man den Per-

mutationsoperator ]—é’ij auf diesen Zustand an, so folgt:

Pi'|\11j1,j2 ----- jzv---jj,---> = |\Ilj17j2 ----- jjv---jh---)‘ (3'1>

Da ]5ij mit dem Hamilton-Operator H, der das N-Teilchen-System beschreibt,
kommutiert !, miissen beide gemeinsame Eigenzustinde haben. Gesucht
sind also Zustéande, die das Eigenwertproblem von ]32-]- l6sen. Die zweifache
Anwendung von ISZ-]» iiberfithrt das System in den urspriinglichen Zustand, es
folgt also fiir die Eigenzusténde:

D \2 (£ 2 1\t
(Pij) |\Iljl,jg,...,ji,...jj,...> = >‘:t|\Iljl,jg,“.,ji,...jj,.‘)

= |vE Y. (3.2)

J1J25003J4502Jj 00

l[ﬁ , 15”] = 0 muss gelten, da sich die Physik eines Systems ununterscheidbarer Teilchen
bei Vertauschung nicht dndern darf.



Die Eigenwerte sind also A+ = +1 2. Man kann nun aus |V, ;, ) einen
(anti-)symmetrischen Zustand durch Anwendung eines (Anti-) Symmetrisie-

rungsoperators Af y konstruieren, welcher definiert ist als:

~ 1 N
Af v =——= > sign(P)P, (3.3)
N! PeSN
wobei iiber alle moglichen Permutationen, die Teil der Permutationsgruppe
Sy sind, summiert wird und sign(P) = (+1)V7 ist. Np gibt dabei an, in wie

viele Paarpermutationen P aufgeteilt werden kann.

3.2 Besetzungszahldarstellung

Durch die Konstruktion von (anti-)symmetrischen Zustdnden wird dem Um-
stand Geniige getan, dass es sich um ununterscheidbare Teilchen handelt,
es ist also nicht mehr moglich, einem Teilchen eine Quantenzahl eindeutig
zuzuweisen. Vielmehr ist nun lediglich die Anzahl an gemeinsamen Quanten-
zahlen ausschlaggebend. Der (anti-)symmetrische Zustand kann also wie folgt
charakterisiert werden:

W )= |ngng, ). (3.4)
Hier gibt die Quantenzahl n; an, wie viele Teilchen den ¢-ten Zustand besetzen.
Man spricht von der Besetzungszahl n; des Zustandes i (auch genannt i-
tes Orbital). Fir antisymmetrische Wellenfunktionen, also fir Fermionen,
konnen die Besetzungszahlen nur Werte von 0 und 1 annehmen, da die
antisymmetrische Wellenfunktion sonst identisch Null wére (Pauli-Prinzip).
Dies ergibt sich beispielsweise unmittelbar aus der Betrachtung eines nicht

wechselwirkenden Systems, da hier die Gesamtwellenfunktion |¥;, ;, ) in ein

2Die Unterscheidung (+/-) entspricht den Féllen von Bosonen/Fermionen.



Produkt von Ein-Teilchen-Wellenfunktionen faktorisiert:

W), o) = |10 1l52)2-- (3.5)

Die Anwendung des Antisymmetrisierungsoperators /A\l_ ~ auf diesen Zustand

fithrt zu einer sogenannten Slater-Determinante:

g )2 e D
_ 1 g2 ld2)e o 2w
’\Djl’jQ"”>_\/N! T (3:6)
Nt linde e lin)w

Setzt man hier nun j; = ji, so wird die Determinante Null. Fiir Bosonen ergibt

sich eine Permanente. Jedoch gilt in diesem Fall eine andere Normierung:

|7’Ll, No, > =

1
Tt e W) (3.7)

Es ergibt sich, dass die Summe der Besetzungszahlen der Gesamtteilchenzahl

entspricht:
N = Z n;. (3.8)
i=1

AuBlerdem gilt, dass diese Zustidnde orthonormiert sind:

> na,ng, Y 0y, | =1, (3.9)

ni ng

(n,nh, .1, N2, ..) = Ony it Ong ot (3.10)

Diese Zustande sind Element eines (anti-)symmetrischen N-Teilchen-Hilbert-
Raums Hy. Es ist sinnvoll, den (anti-)symmetrischen Fock-Raum F* zu
definieren:

FE=HoUHTUHFU .., (3.11)



wobei Hy den Vakuumzustand definiert, in dem keine Teilchen sind. Jeder
(anti-)symmetrische N-Teilchen-Zustand ist auch Element des dazugehorigen
Fock-Raums. Diese Beschreibung von Zustanden als Teil eines Fock-Raums
ist sinnvoll, da sie die Moglichkeit liefert, Erzeugung und Vernichtung von
Teilchen zu beschreiben; eine Moglichkeit, die die Beschreibung der Quanten-

mechanik in erster Quantisierung nicht liefert.

3.3 Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

Uberginge von Zustinden bedeuten in der Besetzungszahldarstellung die
Anderung der Besetzungszahlen der beteiligten Orbitale. Prozesse, die Teilchen
vernichten bzw. erzeugen, fithren ebenfalls zu Anderungen dieser Art. Es ist

darum sinnvoll, Operatoren zu definieren, die diese Anforderungen erfiillen:

. (—=1)*01,, fiir Fermionen
ai|n1,n2, ey Ty > = wni|n1,n2, ey Ny — ]., > : y
1 fiir Bosonen

(3.12)

N (—1)*0p,, fiir Fermionen
a”nl,nz,...,m,..) =vn; + 1ny, ng, ...,n +1,..0) - 1 " o
tir Bosonen

(3.13)

o = Yi_! ny sorgt fiir die Beriicksichtigung des (anti-)symmetrischen Cha-
rakters des N-Teilchen Zustandes. Die Fallunterscheidung beziiglich der letz-
ten Faktoren fithrt dazu, dass die Besetzungszahl fiir Fermionen nur die
Werte 0 und 1 annehmen kann. Eine solche Einschrankung kommt nicht
fiir den bosonischen Fall vor. Hier diirfen lediglich keine negativen Beset-
zungszahlen auftreten. Diese Definition der Operatoren ist analog zu den

Leiteroperatoren des harmonischen Oszillators. Ebenfalls gelten auch hier



(Anti-) Kommutatorrelationen:

a3, ]+ = 035, (3.14)
[, a;]5 = 0, (3.15)
[af,all+ = 0. (3.16)

Die Unterscheidung = fiir Bosonen/Fermionen spiegelt auch hier den (anti-)
symmetrischen Charakter der Zustiande wider. Mithilfe des Erzeugungsopera-
tors &ZT ist es moglich, einen beliebigen N-Teilchen-Zustand aus dem Vakuum-

zustand [0, 0, ...) = |0) zu erzeugen:

1 AT\n1 AT\
m%mw)zvﬁﬁfqﬂwmbzqw (3.17)

Es ergibt sich des Weiteren aus der Definition der Erzeugungs- und Vernich-

tungsoperatoren folgender Zusammenhang;:
e} [e.e]
Zﬁi|n1, No, > = Zni|n1, N, > = N\nl, Noy, >, (318)
i=1 =

wobei hier folgende Definition verwendet wurde: dIdi = 7,. Es handelt sich
bei 7n; also um den Besetzungszahloperator. Der Gesamt-Teilchenzahloperator
hat damit die folgende Gestalt:

Z n; = Z (3.19)
i=1 i=1

Allgemein lasst sich definieren:
fij = ala;. (3.20)

Dieser Operator stellt ein Matrixelement des Dichtematrixoperators n dar.
Durch die Definition der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ist es mog-

lich, beliebige Operatoren im Fock-Raum zu definieren. Allgemeine Einteilchen-

9



und Zweiteilchenoperatoren haben folgende Form:

tj
By = 5 by il 3.22
2 = 5% ikl 0y A5 Q1A (3.22)
ij

Hier sind b;; und b; ;5 die Matrixelemente beziiglich einer Basis |i) sowie deren
Produktzustéanden |kl) = |k)|l)und sind definiert als:

bij = <i‘31’j>7 (3-23>
bijrt = (17| Balkl). (3.24)

Erwartungswerte von Einteilchenoperatoren lassen sich also in der zweiten
Quantisierung immer mithilfe des Erwartungswertes des Dichtematrixopera-
torelements (f;;) = (a}d;) ausdriicken.

Damit erhélt ein allgemeiner Hamilton-Operator folgende Form:

N N ~ R 1 ot
H=T+V+W= Z(tij + vy)ala; + 5 Zk:lwz‘jlcla;[a;[alakz» (3.25)
i i
wobei 7'+ V die kinetische Energie sowie ein externes Potential und W die

Wechselwirkung zwischen den Teilchen beschreibt.

3.4 Dynamik des Dichtematrixoperators

Da die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren die zentralen Groéflen der
zweiten Quantisierung darstellen, ist es sinnvoll, ihre Dynamik zu bestimmen.
Ausgangspunkt hierfiir ist die Heisenberg-Gleichung fiir nicht explizit zeitab-
hingige Schrodinger-Operatoren (2.11).% Unter Benutzung der Eigenschaft der

3Im Allgemeinen ist eine Anwendung des Zeitentwicklungsoperators U (¢, to) im Rahmen
der zweiten Quantisierung nicht beliebig moglich. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass der
Zeitentwicklungsoperator beziiglich einer konstanten Teilchenzahl auf einem N-Teilchen-

10



Unitaritét des Zeitentwicklungsoperators U (t,to) folgt der Hamilton-Operator

in zweiter Quantisierung im Heisenberg-Bild:

A

Hpy(t) :TH(t> + VH(t) + Wx(t)
. . 1 . . . .
=>"(tij +vi)al g (t)asm(t) + B > wigiad] g (0@ g () g (¢)au(t),
ij ijkl

(3.26)

Im Weiteren soll jedoch aufgrund der Anschaulichkeit auf den Index H und
die explizite Zeitabhangigkeit verzichtet werden und diese immer implizit
angenommen werden. Entsprechend der Heisenberg-Gleichung folgt somit fiir
(TR

ihdfi; = [, H). (3.27)
Diese Gleichung kann unter Verwendung folgender Kommutatorrelationen

umgeformt werden:

[AB,C) = A[B,C) + [A, C)B, (3.28)
[AB,C) = A[B,C)+ £ [A, )+ B. (3.29)

Hilbert-Raum #H y und nicht auf den Fock-Raum F definiert wird, weshalb eine Verdnderung
der Gesamtteilchenzahl im Rahmen dieses Formalismus nicht ohne Weiteres moglich ist.
Da die Gesamtteilchenzahl jedoch in den hier vorliegenden Gleichungen erhalten bleibt, ist
eine genauere Behandlung dieses Problems hier vorerst nicht notwendig. [6]

11



Es folgt:

[y, T+ V] = [&Idja > hkzéldz] (3.30)
kl
=" hw [alay, aa]
kl
=" hw {allay, ala) + [af, afaa; |
kl
= =Y hw{allafa, ;) + [afar,ala, |
kl
= = hwa {al(£lo] ajlz) + af a, 6])0,
kl
= =" hw {afa;0u — alad )
kl
=" hjpalay, — hyala; (3.31)
k
= [fi,h"],;. (3.32)

Hierbei wurde verwendet: t;; + v;; = h;; und hy; = hjl Fuar den Wechselwir-

kungsanteil ergibt sich analog:

2y, W] = lajaj, 3 wklmnaza}anam] (3.33)

=2 {wjnndlalain — winaalola, . (3.34)

12



Es wurden hier Indizes vertauscht und die Symmetrie des Matrixelements
ausgenutzt: Wyymn = Wiknm- Ziel ist es nun, diesen Kommutator in Abhangig-

keit vom Dichtematrixoperator auszudriicken, um geschlossene Gleichungen

zu erhalten. Hierfiir benutzt man folgende Relation: [fi,y, dx] = —a;0,,. Damit
folgt nun:
alal, iy = fifin — b (3.35)

= £ { NNk — Nikdni }

1 . “
{nzknnl + Nygfing } — {nzl5nk + NigOni } - (3.36)

Die Umformung in Gleichung (3.36) wurde gewéhlt, um das Ergebnis (anti-)
symmetrisiert darzustellen.?

Fiir den ersten Term aus Gleichung (3.34) ergibt sich somit:

At A Win, ~ ~
> Winwd Tl aay, = > ]2 B (it £ PigPinge) — (Pdur, + Airdnt)} (3.37)
kin kin

YT P L o e L
k nl 2 l nk 2

.mezﬁﬂﬂﬂ%

= ik Z t {fo F Ot} (3.38)

k
= Zﬁikﬁé'}- (3.39)
k

Hier wurden zwei Definitionen eingesetzt:

Wipg = Winkt £ Winik, (3.40)
ik
U= ”2"“ (i F St} (3.41)
nl

4Diese Darstellung ist unkonventionell und fithrt zu modifizierten Bewegungsgleichungen
fiir n;;. Beide Darstellungsweisen sind jedoch vollsténdig dquivalent.

13



Die Rechnung fiir den zweiten Term von Gleichung (3.34) ist analog und es
folgt zusammenfassend:
Lafaa; b =" waUg — Ui (3.42)

At at A A .
>~ {wjnwid afadr, — winad ;

kin

k
= [n, U%);; (3.43)

Fasst man die Gleichungen (3.32) und (3.43) zusammen, so folgt fiir den

Dichtematrixoperator n:
ihof = [, {h* + OF}] = [4,h*]. (3.44)

Hier kann h* = h*+ 0% als Operator eines effektiven Potentials (Hartree-Fock-
Potential®) gesehen werden. Es ist also moglich, mithilfe dieses Potentials
eine geschlossene Gleichung fiir den Dichtematrixoperator zu formulieren.
Da es sich hier allerdings um einen Operator handelt, ist es notwendig, den
Erwartungswert dieser Gleichung zu bestimmen, da lediglich dieser eine genaue
Charakterisierung des Systems ermdéglicht. Problematisch ist jedoch, dass der
Dichtematrixoperator nicht linear in diesen Gleichungen auftritt. Ein moglicher

Ansatz besteht deswegen darin, Fluktuationsoperatoren einzufiihren:

Fiir beliebige Operatoren bzw. Zufallsvariablen gilt: (AB) = AB + (§ASB),
womit fur Gleichung (3.44) folgt:

ihdm — [n, hﬂ = <[5n 5fji]> =TI+ (3.47)

5Es handelt sich hier um ein modifiziertes HF-Potential aufgrund der zuvor erwihnten
unkonventionellen Umformung. Der konventionelle HF-Hamilton-Operator hat die Form:
iyt = hijg + X wz‘injlﬁnl'

14



Die linke Seite dieser Gleichung entspricht somit einer gewohnlichen zeit-
abhingigen Hartree-Fock-Gleichung fiir die Dichtematrix®, die nichtlinear
in der Dichte ist. Berechnungen fiir Gleichungen dieser Art lassen sich nu-
merisch mit wenig Rechenaufwand realisieren. Problematisch ist jedoch die
Inhomogenitéat auf der rechten Seite der Gleichung, die Korrelationseffekte
des Vielteilchenproblems beschreibt. Nun wére es moglich, eine Bewegungs-
gleichung fiir 07;; zu bestimmen. Diese Bewegungsgleichung wiirde allerdings
Fluktuationen hoherer Ordnung enthalten. Es ergibt sich somit eine Hierarchie
von unendlich vielen Gleichungen, deren Losung der exakten Losung des Viel-
teilchenproblems entspricht. Ein moglicher Ansatz, diese Korrelationseffekte
zu beschreiben, stellt die Stochastic-Mean-Field-Naherung (SMF-Néaherung)

dar.

4 Stochastic Mean Field

Die Grundlage dieses Kapitels stellen die Arbeiten von Ayik, Lacroix und
anderen dar. Fir eine genauere Betrachtung dieses Ansatzes wird auf Refs.

[1], [6] und [7] verwiesen.

4.1 Grundlagen der SMF-Niherung

Das wesentliche Ziel der SMF-Néherung ist die Reduktion von Korrelationen
auf die Korrelationen, die durch Anfangsfluktuationen hervorgerufen werden.
Diese werden mithilfe von normalverteilten Dichtefluktuationen beschrieben.

Zusatzlich ersetzt man den quantenmechanischen Erwartungswert durch einen

6Hier wird (&T&j) = ny; als Dichtematrix bezeichnet; tiblicherweise wird jedoch

i

<&;di> = py; als Dichtematrix definiert. Die Adjungierung der Gleichung fiihrt also zu

der konventionellen Form (Von-Neumann-Gleichung).
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statistischen. Formal entspricht dies folgendem Ubergang:

(Sﬁij — Angja), (41)

ﬁz’j — ngl) (42)
Statt wie in Gleichung (3.44) eine Operator-Gleichung zu haben, erhalt

man eine Bewegungsgleichung fiir ngf), aus der sich die Gesamtlosung durch

statistische Erwartungswertbildung ergibt:

ihom'®) = [n@©, U], (4.3)

n=n0 = [ p.nda. (4.4)

Es handelt sich somit um Hartree-Fock-Propagationen, welche durch ihre
zufallsverteilten Anfangswerte n® (¢) = n{® = ng + An{” charakterisiert
werden. p,, ist hier die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten der Realisierung

n®. Analog zu Gleichung (3.47) ergibt sich somit:

ihom — [n,U%| = [An@), AUH®)| =I5, (4.5)

Betrachtet man die Gleichungen (4.3) und (4.4) so fillt auf, dass man zunéchst
beliebig viele unabhédngige Hartree-Fock-Propagationen durchfithren kann,
die anschlielend gemittelt werden. Da jedoch nur eine endliche Anzahl an
Propagationen durchgefiihrt werden kann, nimmt Gleichung (4.4) folgende
Gestalt an:

1 % (0
n=—>y n", (4.6)
Mi:l

welche im Grenziibergang M — oo in den Ausdruck von Gleichung (4.4)
iibergeht. In dieser semiklassischen Naherung sind die zufalligen Anfangs-
werte fir ¢t = ¢y so verteilt, dass ihr Mittelwert ng ergibt. Als Varianz kann

beispielsweise die Varianz des freien Elektronengases [1] angenommen werden,
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sodass sich fiir die Matrixelemente von n‘® folgende Bedingungen ergeben:

n'Eja) (to) = dini(to), (4.7)
6% le% ]_

Hohere Momente der Wahrscheinlichkeitsverteilung werden hier zunéchst
vernachlissigt.” Observablen werden in der SMF-Néherung nach dem selben

Prinzip berechnet:

(Bi(1)) = Y biyn(3 (1), (4.9)

(Bo(t) = 3 b (0 O) (1) + AnT (AR (1) (4.10)

ijkl

Durch den Ubergang von Operatoren zu Zufallsvariablen kommt es zu einer
Néaherung der hoheren Hierarchiestufen. Da in der SMF-Néaherung der Aufbau
von Korrelationen durch Kollisionen und der Verfall der Anfangskorrelationen
vernachlassigt werden, sollte diese Naherung lediglich fiir Systeme anwendbar
sein, in denen Kollisionen keinen signifikanten Effekt haben, bzw. nur fiir
Zeiten t < 7,,,..5 Zu beachten ist bei dieser Niherung, dass keine Beschrin-
kung der normalverteilten Dichtefluktuationen vorliegt, d.h. fiir den Fall von
Fermionen, fiir die n;; € [0, 1] gelten muss, werden beliebige Dichten zuge-
lassen (n;; € R). Potentiell kann also unphysikalisches Verhalten auftreten,
da n;; < 0 bzw. n;; > 1 moglich sind.” Eine Beschrankung der Anfangsfluk-
tuationen, die zu grofle Abweichungen verhindern soll, wire also der erste
Ansatz, die SMF-Naherung zu verbessern. Jedoch zeigen Rechnungen, dass

solche Einschrénkungen zu schlechteren Ergebnissen fiihren. Aufgrund der

"Beriicksichtigung hoherer Momente kann potentiell zu mehr Variabilitit fiihren.

8 Teor bezeichnet hier die Korrelationszeit, also die Zeit, nach der Anfangskorrelationen
durch Kollisionen vollstindig aufgehoben werden [8].

9 Auch fiir Bosonen kann so also unphysikalisches Verhalten auftreten, wobei hier nur
der Fall n;; < 0 relevant ist.
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Simplizitat der Propagationen, welche optimal fiir parallele Berechnungen
geeignet sind, ist eine nahere Untersuchung dieses Ansatzes sinnvoll, da die-
ser eine Verbesserung zu einfachen Hartree-Fock-Propagationen verspricht

aufgrund der Beriticksichtigung von Korrelationseffekten.

4.2 Anwendung der SMF-Niherung am Hubbard-Modell

Das System, an dem die Anwendbarkeit der SMF-Naherung demonstriert
werden soll, ist ein fermionischer Hubbard-Cluster. In diesem Fall soll speziell
eine eindimensionale Kette betrachtet werden. Im Hubbard-Modell wird das
Verhalten von Elektronen in einem starren Gitter beschrieben. Elektronen
konnen dabei nur miteinander wechselwirken, wenn sie am selben Gitterplatz
sind. An jedem kann allerdings nur ein Paar von Elektronen sein.'® In einfachs-
ter Naherung ist auflerdem nur ein Springen zwischen benachbarten Pliatzen
moglich. Das Hubbard-Modell stellt somit eines der einfachsten Modelle dar,
in dem das Verhalten von Elektronen in Festkorpern ndherungsweise beschrie-
ben werden kann.

Der Hubbard-Hamilton-Operator [9] hat die Form:

a

—J % > 0l plije + U i UNGRTONTAE (4.11)
ij=1 o i=1

Hier werden folgende Groen und Definitionen verwendet: d(; jy = 0 j11+0; -1,
was zu einer Summation benachbarter Gitterplatze fithrt, N, bezeichnet die
Anzahl an Gitterplatzen, o beschreibt den Spin der Elektronen (o =| (1)), U
ist die Wechselwirkungsstarke zwischen den Elektronen und J charakterisiert
den kinetischen Anteil des Hamilton-Operators.

Die zu diesem Hamilton-Operator dazugehorige Matrix erhélt in der Mean-

Ogiehe Pauli-Prinzip
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Field-Nédherung folgende Gestalt:
h(n)ijo = —J045 + Ubijniiz, (4.12)
wobei @ =1 (]) bezeichnet. Fiir den Fall der SMF-Néaherung ergibt sich:

h(l’l(a))ijﬂ = —J5<i7j) + Uéwngf% (413)
Die SMF-Néherung wird hier an einer eindimensionalen Hubbard-Kette mit
acht Gitterplatzen demonstriert, von denen die linken vier vollstandig gefiillt
sein sollen. Gezeigt wird hier die Dichte am ersten Gitterplatz im Vergleich

zu exakten und Hartree-Fock-Rechnungen.!!

2.00
1.75 1

1.50
1.25 - ﬁ
1.00 1

0.75

0.50 W U

Dichte

0.25 1 — SMF — HF
—— exakt

0.00

0 20 40 60 80 100
Zeit in 1/)

Abbildung 1: Zeitentwicklung der Dichte des ersten Gitterplatzes fiir
Ny =N =8 und U/J = 0.1 fiir exakte, HF- und SMF-Rechnungen.

"Exakte Rechnungen werden dabei mit der Configuration Interaction (CI) durchgefiihrt,
welche jedoch aufgrund des exponentiellen Rechenaufwandes fiir zu grofie Systeme nicht
anwendbar ist. Auflerdem wird hier in Einheiten von J gerechnet und i = 1 gesetzt.
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Man sieht in Abbildung 1 deutlich, dass die SMF-Rechnung eine Verbes-
serung gegeniiber der HF-Rechnung darstellt. Bis zu einer Zeit von ¢ ~ 30J !
reproduziert die SMF-Naherung das exakte Ergebnis und gibt die Trends
im weiteren Verlauf korrekt wieder. Die fehlende Berticksichtigung von Kor-
relationseffekten durch Kollisionen und des Verfalls der Fluktuationen des
Anfangszustandes wird mit zunehmender Zeit deutlich, da hier fir die exakte
Rechnung eine Vergroflerung der Amplitude der Dichteoszillationen zu beob-
achten ist, wahrend das SMF-Modell diese zu stark ddmpft. Dieses Verhalten

wird auffalliger fiir groBere Wechselwirkungsstéarken.

2.00

1.75 1
1.50 1

0.50 A U L\}
0.25 A

0.00

—— SMF —— HF
—— exakt

0 20 40 60 80 100
Zeitin 1/)

Abbildung 2: Zeitentwicklung der Dichte des ersten Gitterplatzes fiir
Ny =N =8 und U/J = 0.25 fiir exakte, HF- und SMF-Rechnungen.

In Abbildung 2 wird die angesprochene Problematik deutlicher. Bereits
fiir Zeiten ¢ ~ 15J 7! beginnen exakte und SMF-Rechnungen Abweichungen
zu zeigen. Zudem wird in diesen Rechnungen offensichtlich, dass die Dich-

teoszillationen zu stark gedampft werden und es zu keiner Vergrofierung der
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Amplitude kommt wie bei den exakten Rechnungen.
2.00

1.75 A

1.50 1 ﬂ

1.25- /\ ” W

X 171 [ T |
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—

0.25 A

0.00

0 20 40 60 80 100
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Abbildung 3: Zeitentwicklung der Dichte des ersten Gitterplatzes fiir
Ny =N =8 und U/J =1 fiir exakte, HF- und SMF-Rechnungen.

Abbildung 3 zeigt nun eindeutig den erwarteten Giiltigkeitsbereich der
SMF-Naherung. Fiir zu groe Wechselwirkungen und die daraus folgenden
Korrelationen jenseits der Anfangsfluktuationen kommt es zu signifikanten
Abweichungen vom tatsichlichen Verhalten der Propagation.

Nun soll eine Betrachtung der Energien vorgenommen werden. Diese werden
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wie folgt berechnet:

N,
Bun=—J Y dap((alaze) + (@l a5,)),

ij=1
N
Eyr = U > (al ai1) (@l ay),
=1
U Y

Beor = 5 > (@] 40} i ydig) — Eur.
=1

Und fiir die SMF-Naherung;:

N,
Ent =—J > Sy (Mg + Mijy),
i,j=1

N
BT = U (7ii7) (Miiy)
=1

N,
ESMF = UZ Anii,TAniM.

cor
=1

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

Hier bezeichnet Ey;, die kinetische Energie, Fyr die Hartree-Fock-Energie

und FE., die Korrelationsenergie der Elektronen.
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time [J 1]

Abbildung 4: Zeitentwicklung der kinetischen, HF- und Korrelationsenergie
fir Ny = N =8 und U/J = 0.1. Hierbei handelt es sich um Rechnungen fir
CI (schwarz), SMF (rot) und NEGF (griin) in zweiter Bornscher Nédherung
(SOA). (Abbildung aus Ref. [1])

Wie man auch hier in Abbildung 4 sieht, tiberschatzt die SMF-Néherung
die Dampfung der Oszillationen, gibt jedoch die Trends korrekt wieder. Auf-
fallig ist die HF-Energie, die lediglich minimale Abweichungen vom exakten
Ergebnis aufweist. Des Weiteren ist es moglich, mithilfe dieser Rechnung
die Korrelationszeit 7., abzuschitzen. Sie markiert das Ende einer Phase,
in der sich die Korrelationsenergie aufbaut und die HF-Energie verringert
bis zu einem Punkt, an dem diese saturiert ist [10]. Diese Kriterien werden
erfiillt fiir t ~ 30J . Betrachtet man Abbildung 1, so fillt auf, dass Abwei-
chungen zwischen exakter und SMF-Rechnung sichtbar werden und somit

der angesprochene Giiltigkeitsbereich der SMF-Néaherung gezeigt werden kann.
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Unphysikalische Dichten, welche die SMF-Naherung prinzipiell zulésst,
treten fiir ausreichend grofle Zahlen von Anfangszustanden nicht auf. Eben-
falls bleiben die Gesamtteilchenzahl und -energie erhalten. Es tritt keine
signifikante Verbesserung fiir mehr als 10* Anfangszustéinde auf. Wihlt man

allerdings zu wenig, so treten unphysikalische Ergebnisse auf.!?

5 Verbesserung der SMF-Naherung

Da der SMF-Ansatz trotz seiner Einfachheit bereits gute Resultate geliefert
hat, stellt sich die Frage, inwieweit es moglich ist, diesen Ansatz zu verbes-
sern. Der Ansatz, der hier prasentiert werden soll, ist die Anwendung des
SMF-Schemas fiir die ndchsthohere Hierarchiestufe. Anstatt also Zweiteilchen-
fluktuationen mithilfe der SMF-Naherung zu beschreiben, soll zunéchst eine
Losung fiir die Inhomogenitit IF gefunden werden. Dazu ist es notwendig,

die Struktur von I* niher zu betrachten:
I = (o8, 60%)) ) <Z U — 6U; 5nk3> (5.1)
Auflerdem soll der Operator 5(7,;? betrachtet werden:
30 =% ;wj.;k,mnl = U, (69). (5.2)

Analog soll definiert werden:

1
Ui =>_ §wjinkz(nnl F 0nt) = Ugj(n), (5.3)
nl
. 1 A
Ué - Qw]nkl<nnl T 6n) = Ugj(n). (5.4)

12Fiir die untersuchten Systeme zeigte sich, dass unphysikalische Ergebnisse auftreten,
sollte man weniger als 100 Anfangszustinde betrachten.
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Es ergibt sich damit folgende Eigenschaft:
Ukj(ﬁ) = Ukj(l’l + (SIAI) = Ukj(l’l> + Uky<(5ﬁ) (55)

Aus Gleichung (5.1) folgt somit sofort, fur welche Gréfle eine Bewegungsglei-
chung gesucht ist:

[s :Z<5ﬁkukJ((5ﬁ)> — <U (5 5nkj ZZU}J”M 5n1k5nnl>
k

— w,fml<5ﬁnl(5ﬁk]> (56)

Gesucht ist also eine Bewegungsgleichung fiir 67,,;071;. Man definiere hierzu

zunachst einen Operator und den dazugehorigen Erwartungswert:
Nijkl = 0T00T 0, (5.7)

Gleichung (5.6) erhélt damit folgende Form:

Z w]nkl%knl wlzctnilf)/nlkj (5.9)
knl

Um eine Bewegungsgleichung fiir 4,1 bzw. i, zu finden, ist es sinnvoll,
diese zunachst fiir 07;; zu konstruieren. Diese ergibt sich tiber Subtraktion

der Bewegungsgleichung von n und n:

A,

ihd,(f —n) = [i, 0] — [0, Y] + [0, U] = [n, U] — (68,60°]),  (5.10)
womit folgt:
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Hiermit lasst sich eine Bewegungsgleichung fiir 4;;,; bestimmen:

= ([6n, h*];; + [0, U(n)];; — [0, U(n)];; — If;)éﬁkl + ... (5.12)
Die Terme, welche nicht explizit aufgefiihrt wurden, ergeben sich durch

einfache Vertauschung von (ij) <> (kl) und Multiplikation von links mit 67,

statt rechts. Nun sollen die Terme jeweils separat betrachtet werden:

(013, h™];;00, = Z(éﬁimhi:nj — R 0T ) 0Tug (5.13)
= Z P Nimkt — i Ymiki - (5.14)

Mit dem dazugehorigen Erwartungswert ergibt sich:
<[5ﬁ> h*]ij5ﬁkl> = Z h;knj%'mkz - hrm’ijkl- (5-15>

Da im néchsten Term n auftritt, ist es sinnvoll, diesen Operator durch n und

on auszudriicken:

= ([nv U<n)]zj + [n7 U<5ﬁ)}w + [6ﬁ7 U(n)]zj
o+ [, U(5R)];;) 0. (5.17)
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Der erste Term von Gleichung (5.17) féllt weg, da er dem dritten Term der
Gleichung (5.12) entspricht. Es folgt somit aus Gleichung (5.17):

(Im, U(0n)};; + [60, U(n)};; + [60, U(6R)];;) 6k
—Z{nlm U(01),; — U(00) 130

.+ 57’leU(1'l)mj — U(l’l)lm5’ﬁ,m]

o+ 0N, U (01) 1 — U(00) 11,0705 }0T01 (5.18)
— Z Z{ nlmw]nmo — wimonmj)(mm...

o+ (wjinmoénim — wmmo5ﬁm]~)(nno F Ono)---

+ ~ ~
e WO i O — mmo(Snnoénm]}(Snkl

+ ~
5 Z nlmwjnmo - wmnionmj)’%wkl'“
mno

-t (wj:lizma’?imkl - w;‘:@mo’?mjkl)(nno + 6710)-'-

.+ w;‘;moéﬁimé’flnoéﬁkl — mmodnnodnm]énkl, (519)

womit fiir den Erwartungswert von (5.19) folgt:

o Z nlmwjnmo - w’rjr:mionmj)’ynom‘“
ot (wjj;mo%‘mkl - wqﬁq:mz'o'ijkl)(nno F Ono)--
ot wﬁlmowﬁiméﬁno(mm — wmnw(cSnnoénmJénkl) (5.20)

Terme, die lediglich linear in 07;; sind, fallen bei der Erwartungswertbildung

weg, da (07;;) = 0 gilt. Somit entfallt (If;5ﬁkz>. Fiir die Bewegungsgleichung
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von 7, folgt damit:

. 1 * *
1RO Yijki =3 > 2R Nimkt — D Ymikt)---

+ +
-t (nimwjnmo - wmnionmj>fyn0kl"‘

-t (w;":nmo,%mkl - wim‘o?/mjkl)(”no F Ono)---
L+ wjﬂ;m(ammmmmkl) — w570 0T ) ..

o 20 Yigkm — P Yigmi) -+

+ +
-t (nkmwlnmo - wmnkonml>7ijn0"'

o A (WimoVigkm — WhnpioYigmt) (Tno T Ono)-.
Wi (70 OTino) — WE o (5750 0Ty ) (5.21)

Gleichung (5.21) kann in einer kompakteren Form geschrieben werden:
ihOyYijr = [, h(2)’i]ijkz + ﬁz’jkl + Cijpi- (5.22)

Hier wurden folgende Definitionen verwendet:

s K2 0 =3 Yamwahity; + Vigembity — B Vmirt — R Yigmi, (5.23)
~ 1
Hijkl = 5 Z (nimwﬁzmo - wimonmj)’}/nokl---
S (nkmwlj’r:zmo - winkonml)’%jno’ (524>

1
Cijk;l = 5 Z wﬁm0<5ﬁim(sﬁno(5ﬁkl> — wim0<6ﬁn05ﬁmj5ﬁkl>'--

mno

oo Wi (00T OT o) — Wik (00T 00Tt} (5.25)

Dabei entspricht [y, h?*] einem Kommutator von vy und einem Zweiteilchen-
Hartree-Fock-Hamiltonoperator A®* und II einem Polarisationsterm &hnlich
der GW-Néherung der Green-Funktionen, welche eine abgeschirmte Wechsel-

wirkung beschreibt [11]. Man erkennt hier, dass zur Losung dieser gekoppelten
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Gleichungen fiir «;;; die Berechnung des Erwartungswertes eines Produktes
von drei Dichtefluktuationsoperatoren (d7;;07,,07,,;) notwendig ist. Wollte
man die Bewegungsgleichung dieses Produktes bestimmen, so wiirde man
Anteile eines Produktes von vier Dichtefluktuationsoperatoren erhalten. Die
Losung des exakten Problems ist also nur iiber die Losung einer Hierarchie
von unendlich vielen gekoppelten Gleichungen moglich. Der einfachste Ansatz,
um die Bewegungsgleichung von +;;x; zu losen, ist das Vernachléassigen von
Korrelationseffekten hoherer Ordnung. Jedoch bietet die SMF-Néherung einen
anderen Zugang zu Korrelationseffekten, der hier angewendet werden soll.
Hierzu wird der Ubergang 7 — 75?,3, gemacht, wobei sich die Losung
durch folgenden Ausdruck ergibt:

1 &
Yijkl = /paf)/z] do ~ M Z f)/z(]k):l (526>

k=1

Die Bewegungsgleichung lautet somit:

Zhat’}/z(]ak)l Z 2 ]ﬁylmkl hzmﬁym]kl)

mno

+ + ()
-t (nlmw]an - wmnionmj)/ynokl"'

-t (w;tnmo’yi(m)kl - wrjr:anﬁ)/T(n])kl)(nHO + 5710)"'
-t Q(h‘* l’yl]km - hkaz]ml)
-t (nkmwimo - wrinnkonml)f)/i(erO'“

A (W Ve = WE oV ) (Mo T G- (5.27)

Aufgrund der Komplexitidt der Gleichungen sollte sich jedoch ein solcher
Ansatz als auBerst aufwendig erweisen. Wiirde man wie im urspriinglichen
SMF-Ansatz die Bewegungsgleichung fiir 10* Anfangsbedingungen l6sen, wiir-
de der Rechenaufwand sehr grofl werden, ohne signifikante Verbesserungen
zu liefern, die solch einen Aufwand rechtfertigen wiirden. Dieser Ansatz wird

deswegen im Folgenden nicht weiter verfolgt.
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Ein anderer Ansatz ist es, auf Basis der SMF-Né&herung (5707007,

durch An 'AnlY) Anl®) zu ersetzen. Dies fithrt zu Cyjy —> Ccor:
ihOYigr = [, ' Fij + Wygra + CopTF (5.28)

Mit folgender Definition:

C’Zsjl\,le =_ Z wjnmoAnm An) Ank mmoAn(a)An%An;ﬁ)...
-t wlnmoAn(a)Ank )Anno - wmnkoAn(a)Anno)An . (529)

Wie im urspriinglichen SMF-Ansatz wird der quantenmechanische Erwar—

tungswert durch den statistischen ersetzt, womit fiir An N An folgt

AnE?)An%%)An,(SZ) = /paAngf)An%)An%)da, (5.30)

bzw. fiir eine endliche Anzahl von Propagationen:

2

An Anno
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Z An; k)An(k An (5.31)

i

Die Bewegungsgleichung fiir Anl(-?) ergibt sich dabei aus der Ersetzung von
on; — Ang-x). Damit folgt aus Gleichung (5.11):

ihd,An? =[An® h7];; + [0, U(An <a>>]-- [An(®) U(n)];;...

+ [An(a)7 U(An Z w;nm%knl wlfmﬂnmj (5.32)
knl
:[An(a), hi]” + [Il, U(An(a))]w + [An(a), U(An(a))]”
=1 (5.33)

Wie beim SMF-Ansatz sollen auch hier die Anfangszustdnde normalverteilt
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sein. Eine mogliche Verallgemeinerung besteht darin, andere Verteilungsfunk-

tionen anzunehmen.

Dieses Erweiterte Stochastic-Mean-Field-Schema (ESMF) lasst sich fol-

gendermaflen zusammenfassen:

ihdmi; =, h*y; + 15,

ihOy ik =7, h(2)’i]ijkl + ﬁijkl + 31261:7

@hatAnz(;‘) :[An(a), hi]ij + [1’1, U(An(a))]zj + [An(a), U(Al’l(a))]ij — Iz:;:

Die Verbesserung von ESMF im Vergleich zum bisherigen SMF-Ansatz
stellt dabei der Ausdruck I f; dar, welcher zu einer Kopplung an die Bewegungs-
gleichung von ~;jy; fihrt. Im urspriinglichen SMF-Ansatz tritt hier IiSMF auf
(vgl. Gleichung (4.5)). Es gelingt mit diesem Ansatz also, Dreiteilchenkorrela-
tionseffekte zu beriicksichtigen, welche aufgrund ihres enormen Aufwandes
an Rechenleistung bisher iiblicherweise vernachlassigt worden waren. Die
Propagationen von verschiedenen Anl(?) und die Mittelung dieser sind von der
selben Groflenordnung wie die Propagationen von +;j5;, was einen deutlichen

Gewinn gegeniiber der Propagation von (0707 07,,,) darstellt.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine Bewegungsgleichung fiir Zweiteilchenkor-
relationen (07;;07;) hergeleitet und Ansétze prasentiert zur Approximation
von Dreiteilchenkorrelationen unter Verwendung der SMF-N&aherung. Be-
sonders hervorzuheben ist der Ansatz zur Naherung von Cj;p;, da die hier
entwickelte Verbesserung des SMF-Ansatzes eine einfache Moglichkeit liefert,
Dreiteilchenkorrelationen zu beschreiben. Aufgrund der vorteilhaften Skalie-
rung des Rechenaufwandes des ESMF-Ansatzes gegentiber einer Propagation
von Dreiteilchengrofien bietet eine Verallgemeinerung somit eine mogliche
Verbesserung anderer Methoden wie beispielsweise der Green-Funktionen.
Wie im Appendix "Zusammenhang zwischen v und Green-Funktionen" ge-
zeigt, lassen sich aus v Zweiteilchen-Green-Funktionen ableiten, womit die
Ubertragung auf diesen Ansatz gezeigt werden kann. Ein Ausblick fiir diese
Arbeit stellt somit eine Anwendung auf den Green-Funktionsformalismus
dar. Insbesondere eine Verallgemeinerung auf mehrzeitige Groflen, wie sie
im Falle der Green-Funktionen auftreten, erweist sich als interessant. Des
Weiteren sollte eine Erweiterung des G1-G2 Schemas [12] durch den hier ge-
fundenen Ansatz moglich sein. Um also die Validitat des Ansatzes zu priifen,
ist der naheliegendste Schritt, numerische Berechnungen durchzufithren, um
so zu zeigen, dass es sich tatsdchlich um eine Verbesserung bereits bekannter
Verfahren handelt.
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7 Appendix

7.1 Zusammenhang zwischen v und Green-Funktionen

Betrachtet man die Definition der Green-Funktion, so fallt auf, dass 7;;u
eine dhnliche Struktur wie die korrelierte Zweiteilchen-Green-Funktion hat.
Aus diesem Grund ist es interessant, den Formalismus der Green-Funktionen
néher zu betrachten. Grundlage hierzu bilden Refs. [6],[13] und [14]. Folgende

Definitionen stellen den Ausgangspunkt fiir weitere Betrachtungen dar:

7

G (0, 1) = — (T{ai(t)aj (1)), (7.1)
Gij(tth) = —,i(éi(tl)&}(t’l)) (tr > 1)), (7.2)
Gij(tith) = ¢,i<&}(t’1)&i(t1)> (t) > t1), (7.3)
Gt 1o, 8, 15) = — o (T (a0, (1)) (L)) (74)

Auflerdem gilt folgende Relation:

1
Go(t,t) = G5(t,t) = —7—151-]-. (7.5)
Da es sich bei 7;;1(t) um eine Gréfe handelt, die lediglich von einer Zeit
abhangt, sollen die folgenden Betrachtungen fiir Green-Funktionen fiir den Fall
t1 = t) =ty = t}, vorgenommen werden. Hier gilt dann GE;)(tl, th) = G7(t1, th).

Es ergibt sich fiir v;;1(¢):

Yijui(t) = (0755000) = ((Mij — niz) (P — 1par)) 7.6
= (Rgipg) — (Pig) () 7.7
= (alaaka) — (alag)(ala) 7.8
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Interessant ist das Produkt von vier Operatoren, da dieses zu einer Zweiteilchen-
Green-Funktion fiihrt:

taala, = (T0;; + a;a0) (Tow £ aa)) (7.9)
= 0;j0 — alazéij — ajaiékl + ajdzdldlt
= 80k — Ga}0;; — ;0108 + a;(F0y + aia))al,
= 00k — &la,iaw a;a, 5kl F ajak&l +a,q

.|.
= (52-]-(5“ — CALZ(AIL(;Z] a]alékl + a]akézl + aJ(AllCALLAI. (710)
Damit folgt nun:

1 1
— 73kl = 3 51]5kl + hG w03 + hGﬁfslk + ﬁGj>k5il + G;?z)k — G5Gy;
(7.11)

— iy (— 00— G7) + 1 Goon % ﬁijéu + Gﬁgk e

1 1 1

= Gi (30 = G3) + GH0n+ 558 + Gl

h

= GG+ hG;élkihG]kaﬁGﬁgk

1
e (h(s”“ _a ) LG+ G,

- _G>le j: G 5Zl + G]llk‘

h
~G5Gh F G(Gr - G + G,
~G5Gh F GG + G565 + G4, (7.12)

womit fiir Gﬁi)k folgt:

1
Gjlzk G>le + G i ¥ Gj>k i ﬁ%’jkl- (7.13)
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Die ersten beiden Terme sind jeweils Produkte von Einteilchen-Green-Funktionen

fur t; = t}. Teilt man die Zweiteilchen-Green-Funktion Gg,ll in einen Hartree-

Fock- und einen Korrelationsanteil auf, so erhélt man folgende Form:

Gt to, 1) = GIE (81, 1,1, 85) + G (t1, 1o, 81, 1)) (7.14)
= G (11, 1) G (ta, 1h) £ G (11, 15) G (B2, 1) ..
.+ icjolz,’qf(tlat%t/l? tl2> (715)

Man kann somit sofort die korrelierte Zweiteilchen-Green-Funktion identifi-

zieren:
corr > < 1
ik = TG5.GyE — 72 ikl (7.16)
1 1
= FGj; (Gfk - ﬁaj > — 72 Vigki: (7.17)

Zu bedenken ist, dass hier alle Groflen lediglich eine t-Abhéngigkeit haben und
nicht wie fiir allgemeine Green-Funktionen eine Abhangigkeit von mehreren
Zeiten. Zusammenfassend kann somit gezeigt werden, dass eine Ubertragung
des erweiterten SMF-Ansatzes auf den Green-Funktionsformalismus moglich

ist.

7.2 Zusammenhang mit der BBGKY-Hierarchie

Ein anderer Formalismus zur Losung von Vielteilchenproblemen ist die
BBGKY-Hierarchie der reduzierten Dichteoperatoren.'® Hier bezeichnen
Iy, Fis, ..., F1. s Einteilchen-, Zweiteilchen- und s-Teilchendichten. Im Rahmen
der Cluster-Entwicklung fiir die reduzierten Dichteoperatoren lassen sich Viel-
teilchendichteoperatoren durch Korrelationsoperatoren und Einteilchendich-

teoperatoren darstellen. Fiir Zweiteilchen- und Dreiteilchendichteoperatoren

13Gjehe fiir eine genaue Herleitung und Diskussion der BBGKY-Hierarchie die Referenzen
[6] und [8].
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folgt somit:

F12 = F1F2 + 9127 (718)
Fioz = F1FoF3 + Figos + Fogiz + F3g12 + gi23. (7.19)

g12 bezeichnet hier den Zweiteilchen- und ¢03 den Dreiteilchenkorrelations-
operator. Durch Beriicksichtigung der Spin-Statistik und unter Verwendung
der Cluster-Entwicklung bekommt die BBGKY-Hierarchie folgende Form:

ih@tFl — [Fl, Fl} = TI'Q[‘/f‘Q:,ng], (720)
ih0sg12 — [H?Q,gm] — (Viagia — gi12Vih) = (Via F1 Fy — Fy V).
R Hg? + Hg22) + Trg[‘/lg + ‘/23, g123](1 + EP13 + €P23). (721)

Hier werden folgende Definitionen verwendet:

HfIF = TrQVfZEFQ, ( )
Vfg = VI2AE: ( )
Vio = (1 + €Fy + eFy) Vi, (7.24)
Hyy = Hy + Hy + H™ + H]", (7.25)
I3 = Trs[Vis, Filgas A% (7.26)

Hg) ergibt sich durch Ersetzung von 1 <— 2 und ¢ = +1 entspricht der
Unterscheidung zwischen Bosonen und Fermionen. Des Weiteren bezeichnen
H, und H, den zum jeweiligen Einteilchendichteoperator gehorigen Hamilton-
Operator und Vi3 den Operator, der die Wechselwirkung der beiden Dichten
beschreibt.

Aufgrund der Struktur der Gleichungen kann man nun Gréfen vergleichen

und die Aquivalenz beider Ansitze zeigen. Dabei gilt fiir die reduzierten

Dichteoperatoren folgender Zusammenhang mit den Erzeugungs- und Ver-
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nichtungsoperatoren der zweiten Quantisierung;:
(i 0| |y k) = (af ..al ag,...an,). (7.27)

Unterschiede treten auf, da in beiden Anséatzen die Reihenfolge der Erzeugungs-

und Vernichtungsoperatoren differieren. So gilt fiir den Fall von ;4
(ala;ala) = (ala)(ata) + viju. (7.28)

Um also Groflen identifizieren zu kénnen, muss zunéchst Gleichung (7.28)

umgeformt werden:

(alajaia;) = (ala;alar) — o (alar) (7.29)
= NNk — OkyNit + Vijkl- (7.31)

D.h. vijm — djxny — g12. Um nun Groflen zu identifizieren, muss von der
Bewegungsgleichung von «;;,; die Bewegungsgleichung von n; abgezogen

werden.
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Es folgt damit:

ihOy{Vijki — Onjmi} =5 D 2R Yimkt — i Ymgkt) -

mno
.+ (nimwﬁmO — W oM ) Yokl
o (W Yimit = Wi Yght) (o F G-
.+ wﬁm(;(éﬁiméﬁnoéﬁkl) - U}i <5ﬁn05ﬁmj5ﬁkl>m

mnio

w200 Yiskm — R Yijmi) -

o (Wit — WE Tt ) Vi

o+ A (Wino Vighm = WinnnoVigmt) (Mno F Ono)-

o Wik (R 0P o) — Wik oo (7O FoO P ) ...
o= O {nim[2h5 + Wi (Mo F Ono)]---

= 2R+ wE (Mo TF Ono)| T

o + (wlj?:LmonZmno - winm’)/noml)}' (7'32>

Definiere die Grofle, welche es zu identifizieren gilt:

Xijki = Vijkl — Okjil- (7.33)
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Nun soll in Gleichung (7.32) zuerst der Einteilchenbeitrag identifiziert werden:

Z h:nj’ﬂmk:l - h:mf)/mjkl + hjnl%jkm - th’yijml hmlék]nlm + h 6k]nml
(7.34)

= By Yitem = OkNim } — Wi d Ymgit = Ok} + T Vit — Py Vi

(7.35)
= Z P Xijkm — P Xkt + P i {Vimkt — OmkTit + Opmgmit .
= i {Vigmt = Omgna + Omjna} (7.36)
= Z i Xigrem — Wi Xomgkt + P i Ximbt — R Xigmi + P Omais — P, O
§ (7.37)
= I Xigtem — M Xomgkt + Py Xkt — P Xjmi- (7.38)

Dieser Ausdruck entspricht [H; + Hj, g12]. Analog ergibt sich die Rech-
nung beziiglich des Wechselwirkungsanteils, der durch Berticksichtigung von
ih0y(6kjny) auftritt. Um die anderen Terme zuweisen zu kénnen, ist es aller-
dings notwendig, die Dreiteilchenfluktuationen néher zu betrachten, da auch

hier gio3 nur indirekt enthalten ist.

alatalanama, = £alalala,ana (7.39)

= (A» »{qiékn + &nak}&mal)

= —aTaTamal&m + a; AT&H&L&mQZ

= —G] a0k + A{F 00 £ @nd]H{FOm £ amal }a

= —G] a0k + 401000k — @)U a}010 5, — a)0,01 00k, + alanalanala.
(7.40)

Den Erwartungswert dieses Ausdrucks kann man mithilfe folgender Formel

berechnen:
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(ABC) = ABC + A(6BSC) + B(6ASC) + C(5ASB) + (§AGBSC). (7.41)
Damit folgt nun:

atatalana .

< akalaman> - _nilnjmékn - ’yiljmékn + niméjlékn + nzléjn(skm
. nimnkz5jn - %’mkz5jn - nmnﬂ5km - %’nﬂ5km-~-
o+ NinMim Mkl + NinYimki + TjmYinkl + Tkl Yingm---

mit der Definition &;jmkn = (07107107, In diesem Ausdruck gilt es nun

g123 zu identifizieren:

<ATAT&L€Ll&m@n> Nin M jm Mkl + Tin X jmkl + Mjm Xinkl + Tkt Xinjm.---
- 5kamjl - 5aniljm - 5animkl - 5jn5mknil-~-

Man kann hier die Grofle bestimmen, die g123 entspricht:
Ningmkl = Eingmkl — OkmXinjl — OknXitjm — OjnXimki — 0jnOmkil- (7.44)

Des Weiteren ist es notwendig, in den restlichen Termen aus Gleichung (7.32)

Xijrt £ 7555 einzusetzen.
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1

ihOyXijk = 5

Z 2<h:;1]szkl - h;kmxmjkl)
mno

-+ (nimwjinmo - wrinmonmj)<Xnokl + 5ol~cnnl)-'-

-t (wjinmoXimkl — WhnpioXmjkt) (Mno F Ono) .

o A W (NMimnokt + OokXimnt + Omn Xiokt + OmkXitno + OmnokMir)-
o = WE o (Mnomit + 8k Xnomt + omXnjkl + Ook Xnimj + SomOjkTnt)--
o 2( g Xighm = P Xigmt)---

A (Mo Wimo — WinioTmt) (Xijno + GjuTio) -
o+ 4 (WinmoXijhm = Wik Xijmt) (Mno F o).
o Wik o (Mijrmno + SmnXijko + OkjXimno + OjnXiokm + OkjOmnTio).--
- winko(nijnoml + OomXijnt + OjnXiomt + jmXitno + OomOjnMit). ..

T 6kj{wl:imo<Ximno + 6mnnio) - wimo(Xnoml + 5omnnl)}- (745)

AuBerdem féllt auf, dass alle Terme wegfallen, die lediglich linear in der Dichte

sind.
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Es folgt somit:

ihO Xijkl =5 > 2Py Ximkt — P Xomijkt) -+

ot (nimwjinmo — wimonmj)(xmkl + OokTnl) -

-t (wjinmon‘mkl — WhpnioXmikt) (Mo T Ono)---

o W (Mimmokt + GokXimnt + Omn Xiokt + Ok Xitno)---
T winio(nnom]‘kl + 0k Xnomi + OomXnjkt + OokXnimy)---
e+ 2000 Xijkem — N Xijmi)---

o (e Wiy — W M) (Xijno + OjnTio)--

+ F (WinmoXighm — WinnkoXigmt) (Tno F Ono)-

o Wi (Mijmno + OmnXijho + Ok Ximno + Ojn Xiokm)---
- winko(nz’jnoml + OomXijnl + OjnXiomi + OjmXilno)---

T 5kj{wl:|7:1moXimno - w;t@moXnoml}' (746)

£ _,f 4ok _ 4ot . .
Unter Verwendung von w;;, = wjy, = Twj;, = £w,;,, erhalt man:

PhOy X ijki =3 > 2(hs i Ximkt — N Xmjit) -

-t (nimw;&zmo - w’r:i:mionmj)(Xnokl + 50knnl)"‘

-t (wjinmoXimkl - wimoijkl)”no---

..+ wjinmonimnokl---

T winio(ﬁnOmjkl + 5oanlmj>~--

.+ 2<h:nlxljkm — thX”LJml)

A (M Wimo = WinieoTmt) (Xijno + OjnTio) -
o+ (WinmoXighm = Wik Xijmi)Mno---

-t wl:::zmo(nijkmno + 5aniokm)---

- wfmkonijnoml- (747)
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An diesem Punkt ist es nun moglich, eine Identifikation der einzelnen
Terme durchzuftihren. Alle Terme, in denen 7;jxmy, auftritt, lassen sich als
Tr3[Vig + Vag, g123](1 + €Pi3 + €Py3) identifizieren. Terme, die quadratisch
in n,; sind, sollten Termen wie VlgFng — F1F2\71T2 entsprechen. Des Wei-
teren stimmen Terme, in welchen Ausdriicke wie d;;Xgimn auftreten, mit
‘712g12 - g12\71T2 iberein. Aulerdem ist eine Identifikation der Hartree-Fock-
Beitrige [HIY + HIY | g5] mit Termen der Form (wﬁmokal — W o Xmijk) oo
moglich. Abschlielend entsprechen die Polarisationsbeitréage Hﬁ? und Hg)

Termen der folgenden Struktur: (n,w,  — wimonmj) Xnokl-

jnmo
Es fillt also auf, dass obwohl Fi, F;, etc. problemlos mit n;; in Verbindung
gebracht werden konnen, die Korrelationsoperatoren gis, g103 etc. nur indirekt
in Groflen wie (07;;07) ete. enthalten sind. HilfsgroBen wie X und & jkimn
miissen definiert werden, um die Aquivalenz der KorrelationsgroBen zu zeigen

und diese ineinander zu lUberfithren.

Hier muss jedoch hervorgehoben werden, dass eine eindeutige Identifikation
der einzelnen Terme an diesem Punkt noch nicht vorliegt. Vlg enthélt bei-
spielsweise Einteilchendichten F; und F5, sodass ein quadratisches Auftreten
von n;; nicht ausreicht, um eine vollstindige Aquivalenz zu zeigen. Zusétzlich
sollte 1;jximn aquivalent sein zu ga3. Es treten in der Bewegungsgleichung von
g12 jedoch sechs Terme auf, die g1o3 enthalten. Die Bewegungsgleichung von
Xijr enthalt allerdings lediglich vier Terme mit 1;jximy. Einzig [H(l)g, g12] und
H%) + Hg) lassen sich an diesem Punkt eindeutig zuordnen. Der Nachweis
der vollstandigen Aquivalenz konnte im Rahmen dieser Arbeit somit nicht

erbracht werden und stellt eine Aufgabe fiir die Zukunft dar.
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