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Zusammenfassung

In den letzten Jahren wurden viele theoretische Untersuchungen zur
Elektronenstreuung in Ionensystemen durchgefiihrt. Diese Arbeit erwei-
tert die dabei erhaltenen Modelle auf Systeme aus Atomen und Ionen
und kombiniert diese mit Laserpulsen im Attosekundenbereich, die in den
letzten Jahren auch erstmals experimentell zugénglich geworden sind. Mit-
tels dieser neuen Pulse ist es erstmals moglich zeitaufgeloste Messungen
durchzufiihren. Um die dabei auftretenden Prozesse zu untersuchen, wur-
de im Rahmen dieser Arbeit ein Programm zur numerischen Lésung der
zeitabhédngigen Schrodingergleichung auf Basis des Crank - Nicolson - Ver-
fahrens entwickelt. Die Vergleiche der numerischen Ergebnisse mit einigen
klassischen Theorien zur Elektronenstreuung zeigen, dass sich ein Grofs-
teil der der auftretenden Prozesse sehr genau mittels klassischer Modelle
vorhersagen ldsst.

Abstract

Many theoretical studies about electron scattering have been perfor-
med in the recent years. This work extends the obtained models to systems
of atoms and ions and combines these with laser pulses in the attosecond
regime, which also became available in experiments in the recent years.
With the aid of these new pulses the realization of time-resolved mea-
surements became available for the first time. To examine the occurring
processes, a program for the numerical solution of the time-dependent
Schrédinger equation based on the Crank - Nicolson scheme is developed
in the scope of this work. Comparisons between the numerical solutions
and some classical theories about electron scattering reveal that the ma-
jority of the occurring processes can be predicted very accurate through
classical models.
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1 Einleitung

Seit der Entwicklung des ersten Lasers durch Theodore Maiman im Jahr 1960
[1] hat sich der Laser zu einem unverzichtbaren Werkzeug in Wissenschaft und
Technik entwickelt. Neue Laserquellen wie der Freie-Elektronen-Laser FLASH
am DESY erreichen bisher unzugingliche Intensititsbereiche und ermoglichen
damit den Zugang zu vollkommen neuen Bereichen der Physik, insbesondere
einen immer besseren Zugang zu Systemen auf atomaren und subatomaren Ska-
len. In den letzten Jahren wurden viele theoretische Untersuchungen an solchen
Systemen vorgenommen. Ein wichtiger Prozess ist die Elektronenstreuung an
Ionen und Atomen. In den bisherigen Arbeiten wurden vor allem Systeme aus
Tonen betrachtet. So untersuchten H.-J. Kull et al. die Elektronenstreuung an
einem 1D - Modellion im Rahmen der klassischen Theorie der instantanen Cou-
lombstreuung [2] und fiihrten einen Vergleich mit numerischen Losungen der
Schrodingergleichung durch, die die Vorhersagen des klassischen Modells besta-
tigten. Eine Verallgemeinerung auf ein 2D - Ionensystem wurde in [3] durch-
gefiihrt, mit dem Ergebnis, dass die klassische Theorie auch in diesem Fall be-
stétigt werden konnte. Einen weiteren wichtigen Beitrag lieferten H.-J. Kull et
al in [4] mit der Verallgemeinerung des Systems auf zwei Ionen. Ein wichti-
ges Ergebnis dieser Untersuchung war die Erkenntnis, dass unter bestimmten,
im Rahmen klassischer Theorien ableitbare, Bedingungen Resonanzeffekte bei
der Elektronenstreuung in einem System aus zwei Ionen auftreten kénnen. Die-
ses Phinomen wird unter anderem in dieser Arbeit untersucht. Insbesondere
konnten diese Untersuchungen zeigen, dass die Struktur der Energiespektren
des Elektrons sich mittels der klassischen Theorien erkléren lisst. Das Ziel die-
ser Arbeit ist es nun diese Untersuchungen auf ein System aus Atomen und
Ionen zu erweitern. Konkret beschiftigt sich diese Arbeit mit einem 1D - Mo-
dellsystem aus einem Wasserstoffatom und einem Wasserstoffion. Eine weitere
Besonderheit dieser Untersuchung bildet die Verwendung eines Pump - Probe
- Laserfeldes mit Pulsdauern im Attosekundenbereich, anstatt eines einfachen
monochromatischen Feldes, wie es in den vorangegangenen Arbeiten verwendet
wurde. Pump - Probe - Experimente sind in den letzten Jahren zu einem unver-
zichtbaren Werkzeug zur experimentellen Untersuchung und Kontrolle der Dy-
namik in atomaren und subatomaren Systemen geworden. Eine gute Ubersicht
iber dieses Gebiet wird in [5] gegeben. Mit Hilfe der erstmals von Goulielmakis
et al. erzeugten Attosekundenpulse [6], war es der Gruppe um M. Uiberacker
sogar moglich den Prozess der Tunnelionisation zeitaufgelost zu beobachten[7].
Im Gegensatz zu vorherigen Arbeiten,die monochromatische Infrarotfelder ver-
wendeten, wird erstmals eine Kombination aus XUV- und IR - Pulsen benutzt
um das System zu manipulieren. Mittels eines Pumppulses mit einer Pulsdau-
er im Attosekundenbereich, sollte es mdglich sein das Atom zu ionisieren und
so ein freies Elektron im System zu erzeugen. Dieses kann sich jetzt im Sys-
tem bewegen und sowohl an dem Ion ,als auch an dem Atomrumpf, unter dem
Einfluss des nachfolgenden Probepulses streuen. Eine interessante Frage, die
sich dabei stellt, ist es, ob und wie die Dynamik des freien Elektrons von den
Eigenschaften der Laserfeldes, z.B. von der Frequenz der Pulse und von dem
Zeitabstand der Pulsmaxima, abhingt und ob eine gezielte Manipulation der
Dynamik iiber das Laserfeld in diesem Fall moglich ist. Eine wichtige Rolle
spielt auch hier der Vergleich mit den klassischen Modellen, die durch die vor-
herigen Untersuchungen an den Ionensystemen bereits bestétigt wurden. Aus



diesem Grund beschéftigt sich der Hauptteil dieser Arbeit mit dem Vergleich
von quantenmechanischen Ergebnissen und den bereits erwdhnten klassischen
Streutheorien. Da die vollstdndige analytische Beschreibung des Systems nicht
moglich ist, wurden die quantenmechanischen Ergebnisse numerisch mittels des
Crank-Nicolson-Verfahrens simuliert. Sollte es eine Ubereinstimmung der Simu-
lationsergebnisse mit den Vorhersagen der klassischen Theorien geben, so konnte
die vergleichsweise einfach zu berechnenden klassischen Modelle zur Vorhersage
von Systemen mit einem solchen Aufbau herangezogen werden.

2 Theoretische Beschreibung

Dieses Kapitel dient der Einfiihrung der fiir diese Arbeit wichtigen Grofen und
Theorien. Der erste Teil dieses Kapitels beschiftigt sich mit der quantenmecha-
nischen Beschreibung eines geladenen Teilchens in einem elektromagnetischen
Feld. Ausgehend von der exakten zeitabhingigen Schrodingergleichung(TDSE)
im Feld werden verschiedene Approximationen und Transformationen einge-
fiihrt, die es erlauben das Problem so zu reduzieren, dass wir es analytisch oder
numerisch behandeln kénnen. Das dabei erhaltene Ergebnis bildet die Grundlage
fiir die spétere numerische Behandlung der TDSE.

Im zweiten Teil werden verschiedene klassische und quasiklassische Theori-
en zur Beschreibung der Teilchenbewegung in elektromagnetischen Feldern und
atomaren Systemen untersucht. Die Theorien beschreiben die in den untersuch-
ten Systemen wichtigen Prozesse der Streuung und der Bewegung eines freien
Teilchens im Laserfeld. Wie bereits erwédhnt, dienen diese Theorien hauptséch-
lich dem Vergleich mit den numerischen Losungen der TDSE. In dieser Arbeit
werden, solange nicht anders festgelegt, atomare Einheiten (A =m = e = 1) fiir
alle Rechnungen verwendet.

2.1 Atome und Ionen im Laserfeld

Die Bewegung eines Elektrons wird in der Quantenmechanik durch die zeit-
abhéngige Schrodingergleichung im elektromagnetischen Feld beschrieben. Ein
Zugang zu dieser Beschreibung liefert der Ubergang p — p + %ff vom Impuls
zum kanonischen Impuls der Elektrodynamik. Es ist dabei zu beachten, dass
die Beschreibung der elektrodynamischen Grofen der klassischen Beschreibung
nach Maxwell folgt. Es wird also keine Quantisierung des Feldes vorgenommen,
wie sie Teil der Quantenelektrodynamik sind. Der folgende Abschnitt stiitzt sich
bei den Herleitungen auf die bereits in [3] geleistete Arbeit und vollzieht diese
nach.



2.1.1 Wechselwirkung zwischen Feld und Materie

Jedes elektromagnetisches Feld ldsst sich eindeutig durch ein Vektorpotential
A(7) und ein Skalarpotential ®(7) beschrieben. Die zeitliche Entwicklung eines
Elektrons im externen Potential V(7), das mit einem solchen elektromagneti-
schem Feld wechselwirkt, wird in atomaren Einheiten (A = m = e = 1) durch
die zeitabhingige Schrédingergleichung (TDSE)

AU, 1) = % <ﬁ+ A, t)>2 W(F, 1)

Q|

5 (1)

—O(F, 1)U (r,t) + V(F)P(r,t) = ia\II(F, t)
mit dem Impulsoperator p := —iV beschrieben. Das externe Potential V(7
konnte z.B. das Coulombpotential eines Ions oder Atoms sein. Unter der Vor-
aussetzung, dass das elektromagnetische Feld quellenfrei ist (p(7,t) = 0), kénnen
wir das skalare Potential verschwinden lassen, also ®(#,t) = 0. Damit ist das
EM - Feld nur noch iiber das Vektorpotential ff(f', t) mit dem System gekoppelt.
Dann erhalten wir durch ausmultiplizieren der Klammern in Gleichung (1) den
Hamiltonoperator

B 1 1
B = S5+ A 07 + V() =
A2
D vt S AR p - LA ) 1+ A (2)
S V() + 5 A DD+ 5 A1) + 55 A
Hatom Hing

Dabei ist unbedingt zu beachten, dass p und ff(f’, t) i.A. nicht kommutieren
([p, A(7,t)] # 0). Der zeitunabhéingige Hamiltonoperator Hygom in (2) beschreibt
das atomare System, wahrend Hiye die JiA. zeitabhingige, Wechselwirkung des
Teilchens mit dem elektromagnetischem Feld beschreibt.

2.1.2 Dipolapproximation

Bis jetzt ist die quantenmechanische Beschreibung bis auf die klassische Be-
handlung des elektromagnetischen Feldes exakt. Da der Hamiltonoperators (2)
die beiden Skalarprodukte ﬁff und /fﬁ enthélt ist sowohl eine analytische, als
auch eine numerische, Behandlung kaum mdglich. Dieses Problem lsst sich aber
durch Benutzung der Dipolapproximation umgehen. In typischen Problemstel-
lungen hat das Vektorpotential A(7,¢) die Form

A(Ft) = Ay cos(k7 — wt), (3)

mit dem Wellenvektor . Wenn die Wechselwirkungsregion klein gegeniiber der
Wellenldnge \ = 27” des Vektorpotentials ist, also k7 < 1 lasst sich das Vektor-

potential in eine Taylorreihe um FOEO entwickeln und wir erhalten die Approxi-
mation

AP t) = Ay cos(koiy — wt) — Ay sin(kory — wt) (k7 — koiy ) .. (4)

ADipel (7, ) AQuadrupol (7 1)




fiir das Vektorpotential. Es ist sofort ersichtlich, dass wir unter diesen Voraus-
setzungen alle Terme bis auf den Dipolterm vernachléssigen kénnen. Der grofie
Vorteil dieser Approximation ist, dass das Vektorpotential jetzt ortsunabhéingig

wird, also [p, A] = 0 gilt. Dadurch lasst sich der Wechselwirkungshamiltonian
Hint umschreiben in . .

Hing = EA(t)ﬁ + @A2(t)~ (5)
Alle Ergebnisse, die auf der Dipolapproximation aufbauen, sind natiirlich nur
im Giiltigkeitsbereich dieser Approximation anwendbar. Eine Diskussion des
Giiltigkeitsbereichs findet sich in [3].

2.1.3 Eichtransformationen

Um das Problem noch weiter zu vereinfachen, lassen sich unterschiedliche Ei-
chungen benutzen. Wie aus der Elektrodynamik und der Quantenmechanik be-
kannt, dndern sich die messbaren Gréften unter Eichtransformation nicht. Insbe-
sondere sind dies die Felder der Elektrodynamik Eund B , sowie die Wahrschein-
lichkeitsdichte |\IJ\2 der Quantenmechanik. Es existieren Eichtransformationen
fiir die verschiedensten Probleme. Im Bereich der Feld - Materie - Wechsel-
wirkung sind vor allem die Strahlungs - (auch Coulomb - oder transversale)
Eichung und die Feld - (auch Léngen oder longitudinale) Eichung interessant.
Ganz allgemein ist eine Eichtransformation gegeben durch

Al(Ft) = A(Ft)+ VA1)
(7)) = B(F 1) — LA
U(Ft) = \I/(F,t)exp(%).

Die TDSE im gestrichenen System ist dann

1 1 0
0+ SA D)W1) = (B )V (7, 1) + V(A7 1) = i V(7 1), (6)
c
Im Folgenden ist vor allem die Wirkung der Eichtransformationen auf den Ha-
miltonian interessant.
Die Coulombeichung ist durch die Bedingungen

divA(7,t) = 0, (7, 1) = 0 (7)

fiir das Skalar- und Vektorpotential gegeben. Da bereits fiir die Herleitung der
TDSE im Feld vorausgesetzt wurde, dass ®(7,t) = 0 gilt, ist dies bereits erfiillt.
Durch Ausnutzung der Bedingung fiir das Vektorpotential bei der Berechnung
des Kommutators von Impuls und Vektorfeld ergibt sich

—.

[p, A] = 0. (8)

Diese beiden Grofen kommutieren also in Coulombeichung und in Analogie zur
Dipolapproximation lasst sich der Wechselwirkungshamiltonian umschreiben zu

At)p+ =5 A2(1) (9)



Innerhalb der Coulombeichung ist dieses Ergebnis aber viel allgemeiner formu-
liert, da man hier keine Naherungen macht.

Eine weitere Idee, die letztendlich zur Lingeneichung fiihrt, ist es, das Vek-
torpotential in der TDSE zu eliminieren. Unter dieser Forderung ergeben sich
die Potentiale im gestrichenen System nach (2.1.3) zu

0= A'(F,t) = A(F,t) + VA(F, 1) (10)
und L
!/ = _ _ - —
O'(7,t) =0 - atA(r,t) (11)

Im folgenden soll ein homogenes Vektorpotential vorausgesetzt sein. Dies ist i.A.
nicht erfiillt, lasst sich aber z.B. durch die Dipolapproximation erreichen. Aus
Gleichung (10) ergibt sich folgende Losung fiir A(7,t)

—

A(7 ) = — / A(Ft)dF = —A(F, )7 (12)

dabei wurde das Koordinatensystem so gewdhlt, dass 7y = 0 gilt. In die De-
finitionsgleichung des Skalarpotentials im gestrichenen System (10) eingesetzt,
ergibt sich damit

19, 104 -
¢ =—-—A=-—7F=—FEF 1
c ot c ot " (13)
Setzt man dieses Ergebnis in die TDSE im gestrichenen System ein, erhélt man
EAQ 1/ = ~ - - 1/ = _ g 1/
PV (7 1) + (E@)T+ V(7 1)) (7 8) = i, W(T ). (14)
—_——
=V (1)

Die TDSE im Laserfeld hat also in Langeneichung die gleiche Struktur, wie
die feldfreie TDSE. Es konnen also alle Methoden, die fiir die Behandlung der
TDSE ohne Feld entwickelt wurden, auf das Problem eines Teilchens in einem
entsprechend gearteten elektromagnetischen Feld angewendet werden. Die Lan-
geneichung erméglicht also einen Zugang zu weiteren analytischen und numeri-
schen Losungsmethoden. Aus diesem Grund wird die TDSE in Langeneichung
(14) die Grundlage fiir die spétere numerische Behandlung des Problems liefern.

2.2 Semiklassisches Modell fiir die Quiverbewegung im
Feld

Im semiklassischen Modell fiir die Quiverbewegung des freien Teilchens im Feld
[5] wird nun angenommen, dass das Elektron zum Zeitpunkt ¢y durch Ionisation
aus dem Atom ins Kontinuum beférdert wird. Der Ionisationsvorgang ist dabei
i.d.R. quantenmechanisch zu beschreiben. Der Impulserwartungswert des Teil-
chens sei zum Ionisationszeitpunkt als konstant angenommen, d.h. kg = k(tg) =
const. Bei der nachfolgenden Beschleunigung des Teilchens im Feld wird es als
frei angenommen. Die Interaktion mit dem Atomkern wird also vernachlissigt.
Das Elektron befinde sich nach der Ionisation in einem elektrischen Feld der
Form

E(t) = Eof(t) cos(wt + ¢) (15)



mit der Einhiillenden f(t). Damit ergibt sich die klassische Bewegungsgleichung
&= —E(t). (16)

Durch Integration erhdlt man den Impuls des Elektrons zum Zeitpunkt t

1 1
k(t) = ko + EA(t) - EA(tO)' (17)
mit dem Vektorpotential des elektrischen Feldes A(t) = —c [ " E(7)df. Im Fall
einer langsam variierenden Einhiillenden f(¢), d.h. % < wf, lasst sich die

Einhiillende bei der Integration durch partielle Integration herausziehen und
man erhélt das Vektorpotential

At) = —c%f(t) sin(wt + @) = —cvg f (t) sin(wt + ¢). (18)

Die Grofse vg = % wird in diesem Zusammenhang als Quiveramplitude bezeich-
net. In (17) eingesetzt ergibt sich dann

k(t) = ko + vo f(to) sin(Pg) — vo f(t) sin(wt + ¢) (19)

als Impuls des Teilchens im Feld zum Zeitpunkt t. ®¢g = wtg + ¢ bezeichnet
hier die Phase des Laserfeldes zum Zeitpunkt der Ionisation. Gleichung (19)
lasst sich jetzt so interpretieren, dass die ersten beiden Terme den Impuls eines
Driftzentrums beschrieben, wihrend der letzte Term die Quiverbewegung des
Teilchens um dieses Driftzentrums beschreibt. Das Driftzentrum fiihrt dabei ei-
ne von der Quiverbewegnung unabhéngige gleichférmig gleichméfige Bewegung
aus. Fiir die weitere Behandlung gelte fiir die Einhiillende f(¢t > t§) = 0 fiir
einen beliebigen, aber festen Zeitpunkt ¢;. Unter dieser Bedingung geht (19) fiir
alle t > ¢y iiber in den Endimpuls

ky =kt > t;) = ko + vof(to) sin(®g) (20)

des Teilchens nach der Beschleunigung durch das Laserfeld. Solange sich der
Tonisationszeitpunkt ¢ im langsam variierenden Teil der Einhiillenden befindet,
ist also eine sinoidale Abhéngigkeit des Endimpulses vom Ionisationszeitpunkt
zu erwarten.

2.3 Klassische und quasiklassische Streutheorie

Da sich ein Grofiteil dieser Arbeit mit Streueffekten beschiftigt soll dieses Ka-
pitel einen Einblick in die Beschreibung von Streuprozessen unter dem Einfluss
eines Laserfeldes im Rahmen klassischer und quasiklassischer Naherungen ge-
ben. Aufgrund dieser Basis sind dann Vergleiche der numerischen, quantenme-
chanischen Ergebnisse mit den klassischen Theorien méglich.

2.3.1 Klassische instantane Coulombstreuung

Eine Moglichkeit die Streuung von Teilchen an Ionen im Laserfeld zu beschrei-
ben ist das klassische Modell der instantanen Stofe [2]. Um die Streuung als
instantan betrachten zu kénnen, muss die Wechselwirkungsdauer des Elektrons
mit dem Ion wesentlich kiirzer sein als die Periodendauer des Laserfeldes. In
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Abbildung 1: Teilchen werden zu unterschiedlichen Zeiten in Anwesenheit eines
elektromagnetischen Feldes(rote Linie) erzeugt. Diese Zeitpunkte werden durch
die blauen Punkte dargestellt. Die blauen Kurven geben den zeitlichen Verlauf
der Geschwindgkeit der einzelnen Teilchen nach dem quasiklassischen Quivermo-
dell an. Fiir grofie Zeiten verschwindet das Feld und die Geschwindigkeitskurven
konvergieren gegen einen konstanten Wert. Dieser héngt sehr sensitiv vom Er-
zeugungszeitpunkt ab und es kénnen innerhalb eines Laserzykluses vollkommen
verschiedene Trajektorien beobachtet werden.

diesem Abschnitt wird wieder ein elektrisches Feld der Form (15) verwendet.
Die Impulse vor und nach dem Stoff werden mit kg bzw. k bezeichnet. Mit der
De Brogliewellenzahl fiir den Impulsiibertrag x = |k — ko| lésst sich die cha-
rakteristische Wechselwirkungsldnge als r = 2?” schreiben. Der Impuls vor der
Streuung sei im folgenden mit ko bezeichnet. Mit der Periodendauer des La-
serfeldes T' = %” erhdlt man das Kriterium = < T'. Diese lasst sich noch mit
der Quiveramplitude § = 72 umschreiben zu k¢ > 1. vg ist die bereits im vor-
herigen Abschnitt 2.2 eingefiihrte Quiveramplitude. Unter dieser Voraussetzung
lasst sich das Laserfeld wihrend des Kollisionszeitraums als konstant annehmen.

Aus der Impulserhaltungsgleichung erhélt man eine Bestimmungsgleichung
k+pe= _(kO +pe) (21)

fiir den Driftimpuls nach dem Stof k. kg > 0 bezeichnet hier wieder den Drif-
timpuls vor der Kollision zum Zeitpunkt ¢, und p. = —vg f(t.) sin(®) den Qui-
verimpuls mit der Phase ® = wt. + ¢. Der Driftimpuls nach dem Stofs l4sst sich
also schreiben als

k= — (ko + 2p.). (22)

Aus dieser Beziehung ldsst sich sofort eine wichtige Eigenschaft ableiten. Der
neue Driftimpuls schwankt zwischen den Werten

kD = —ko — 2v0f(te) und k) = —ko + 2v0 £ (2,) (23)

fiir einen einzelnen Streuprozess. In einer klassischen Beschreibung ist der En-
dimpuls also durch die beiden Cutoffs (23) beschrinkt.

2.3.2 Klassische Resonanzbedingung

Als weitere Konsequenz dieses Modells ldsst sich eine Bedingung fiir den ma-
ximale Impulsiibertrag zwischen Feld und Teilchen in einem System aus einem



1D-Modellatom und einem 1D-Modellion ableiten [4]. Im Fall dieser Arbeit wird
ein 1D - Modellwasserstoffatom und ein 1D - Modellwasserstoffion verwendet.
Ein solches System soll im Folgenden als H — H' - System bezeichnet werden.
Die beiden zugehorigen Coulombpotentiale befinden sich in einem konstanten
Abstand D zueinander. Das Teilchen habe einen Anfangsimpuls kg > 0. Nach-
dem es zum Zeitpunkt ¢, mit maximalen Impulsiibertrag am Ion (siche Abb.
2) gestreut hat, hat es einen Impuls k1 = —kg — 2v¢ f (t.). Damit es beim zwei-
ten Streuprozess zum Zeitpunkt t.o den maximalen Impuls erhélt, miissen die
Bedingungen

S 2mm =t + 65 m =0,1,2,.. (24)
bzw. 5
tp = T+ 01,2, (25)
2w w w

fiir den Kollisionszeitpunkt ¢.o erfiillt sein. In diesem Zeitraum legt das Teilchen
gerade die Strecke

T 2T 10}
’kr(rgx (tea —tc) = (ko + 2vo f(te2)) <2w * Um T o tC) ym=0,1,2,...
(26)
zuriick. Also muss fiir einen maximalen Energiegewinn gerade die Bedingung
T 27 10}
D = (kq+2 tea))(=—+—m— = —t.);m=0,1,2,... 27
(ko + 2vo f( 2))(2w+wm » )i m (27)

fiir ein beliebiges m erfiillt sein. Der maximale Impuls nach der zweiten Streuung
kr(‘(?:;x = _(k/)r(‘(}z:x - 2U0f(t02)) (28)

ergibt sich iterativ nach Gleichung (23).

/{31<

1 !

Abbildung 2: schematische Darstellung des H — H* - Systems. Ein Teilchen mit
dem Anfangsimpuls kg wird an einem Ion zuriick gestreut und erhélt dabei einen
Impuls k;. Beim zweiten Streuprozess nimmt es analog den Impuls ks an und
verldsst dann das System ohne einen weiteren Streuprozess.
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3 Numerische Methodik

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit der numerischen Losung der zeitabhéngigen
Schrodingergleichung (TDSE). Dabei wird von der, im Theorieteil hergeleiteten,
TDSE mit Dipolapproximation unter Lingeneichung ausgegangen. Nachdem auf
dieser Basis das Crank-Nicolson-Schema abgeleitet wurde, geht diese Kapitel
noch auf die Konstruktion der stationdren Zusténde eines gegebenen Potentials
ein und beschéftigt sich mit der Berechnung der quantenmechanischen Obser-
vablen und der Spektren. Eine wichtige Grofe, die in diesem Rahmen motiviert
wird, ist das Energiespektrum eines freien Teilchens. Auch hier stiitzt sich die
Herleitung hauptséchlich auf [3].

3.1 Numerische Losung der Schrédingergleichung
Ausgehend von der Ortsdarstellung der TDSE

0 S
i U (F,t) = HY () (29)

mit dem Hamiltonoperator in Ortsdarstellung

ﬁ:-hiAH/( t). (30)

ldsst sich jetzt ein numerischen Verfahren zur Propagation eines Anfangszustan-
des in der Zeit ableiten. V (7, t) bezeichnet hier das zeitabhéngige Potential. Die-
ses kann auch ein elektromagnetisches Feld in Langen-Eichung enthalten (siehe
Abschnitt 2.1.3 Gleichung (14)). In atomaren Einheiten ldsst sich die Gleichung
umschreiben in

%
Yot

Um die Schrédingergleichung numerisch zu 16sen existieren viele Ansétze. Da
sich der Hauptteil dieser Arbeit mit Ionisations- und Streuprozessen beschiftigt,
ist es am sinnvollsten die Schrédingergleichung in Ortsdarstellung zu betrachten.
Die numerischen Methoden, die diese Darstellung am Besten abbilden, sind auf
finiten Differenzen basierende Gittermethoden.

U(F 1) = —%A\IJ(F, 1)+ V(7 (). (31)

3.1.1 Das Raum - Zeit - Gitter

Um ein Problem numerisch behandeln zu kénnen, muss dieses Problem auf-
grund der endlichen Ressourcen diskretisiert werden. Im Fall von Gitterme-
thoden geschieht dies durch Reduktion des reellen Raums auf eine endlichen
Anzahl von Punkten, auf denen das Problem dargestellt wird. Diese bilden das
Gitter. Im Fall der zeitabhingigen 1D - Schrédingergleichung im Ortsraum fithrt
dies auf die Definition eines Gitters mit einer Zeit- und einer Raumdimension.
Dies geschieht hier durch Wahl eines dquidistanten Zeitgitters mit NV; Gitter-
punkten innerhalb eines Zeitintervalls [to,¢n,—1]. Daraus ergibt sich ein Zeit-
schritt von At := tl\']’vilm Die einzelnen Gitterpunkt werden im Folgenden mit
n=01.N—1 indiziert. Analog sind die N, Gitterpunkte in der Ortskoor-
dinate dquidistant {iber ein Raumintervall [a,b] verteilt und es ergibt sich ein
Ortsschritt von Ax := A’; 2

11



i = 0,1...N, — 1 indiziert. Damit lassen sich Bezeichnungen fiir die physika-
lischen Grofen auf dem Gitter einfithren. Das dadurch definierte Gitter ist in
Abbildung 3.1.1 schematisch dargestellt. ¥?=U(a + iAx,ty + nAt) bezeichne

(i,n+1)

At

(i,m) (i+1,n)
Az

Abbildung 3: Ausschnitt des eindimensionales Raum - Zeit - Gitter mit den
Gitterparametern Az und At. An den einzelnen Gitterpunkten ist das Schema
fiir die Indizierung angegeben.

den n-ten Punkt auf dem Zeitgitter und den i-ten Punkt auf dem Raum - Git-
ter. Analog bezeichne V"=V (a+iAx, to +nAt) das Potential auf einem solchen
Punkt des Raum-Zeit-Gitters. Damit l&sst sich das Problem vollkommen auf
dem Gitter darstellen. Um das Problem vollstindig zu l6sen, miissen jetzt noch
die Grofen auf den einzelnen Gitterpunkten sinnvoll miteinander in Beziehung
gesetzt werden. Dies geschieht innerhalb dieser Arbeit mit dem weit verbreiteten
Crank-Nicolson-Verfahren.

3.1.2 1D - Crank - Nicolson - Verfahren

Bei der Auswahl eines geeigneten Verfahrens zum Losen der TDSE kann man
sich jetzt zu nutze machen, dass die Struktur der TDSE einer Diffusionsglei-
chung mit komplexen Koeffizienten entspricht. Ein hiufig genutztes Verfahren
in diesem Anwendungsbereich ist das Crank - Nicolson - Verfahren. Dieses hat
aufserdem den Vorteil, dass es die Normierung der Wellenfunktion erhlt.

Fiir die Herleitung des 1D-Crank-Nicolson-Verfahrens gehen wir von der 1D-
TDSE 1 g

0
za\ll(x,t) = —5%\11(95,1?) + V(z,t)¥(x,t) (32)

aus. Die formale Losung dieser Gleichung ist bekannterweise

U(z,t) = Texp (—z’ /t t 10 df) o (2). (33)

Uo(x) = U(x,to) entspricht dabei der Wellenfunktion zum Anfangszeitpunkt
t = to. U(t,to) = Texp (—i ftfo H dt) ist der Zeitentwicklungsoperator. Fiir die

numerische Auswertung muss das Integrals in (33) diskretisiert werden. Dazu
l&sst sich die Zeitdimension des in 3.1.1 eingefiihrten Gitters verwenden. Damit
ldsst sich das Integral zwischen den einzelnen Gitterpunkten zerlegen und man
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erhalt

Ne—1

~ t A - tnt1 A
Texp (—z’ H() df> = Texp (—i Z / H() df) =
to n=0 tn
et tnt1
T H exp (—z/ H(t) dt)
n=0

tn

(34)

als eine Darstellung des Zeitentwicklungsoperators. Aus (34) wird ersichtlich,
dass sich die gesamte Propagation in der Zeit aus einzelnen Zeitschritten zu-
sammensetzen ldsst. Wahlt man jetzt den Zeitschritt At so klein, dass sich der
Hamiltonoperator des Systems sich in diesem Zeitraum kaum dndert, lassen sich
die verbleibenden Integrale

Texp <z /t A dt> ~exp (i (t)A) = i, (35)

n

im Zeitentwicklungsoperator abschétzen. 4, propagiert dabei die Wellenfunkti-
on vom Zeitpunkt ¢, zum Zeitpunkt ¢, 11 Ausgehend von Cayleys’ Darstellung[8]
der Operatorexponentialfunktion

tntr N 11— LiH(t,)At
exp (—i / H(D) dt) ~ fl—() (36)

n

lasst sich jetzt das Crank - Nicolson - Schema ableiten. Die Wahl dieser Dar-
stellung erhdlt insbesondere die Unitaritdt des Zeitentwicklungsoperators. Die
Normierung der Wellenfunktion

/jo | (z, ) do =1 (37)

bleibt also bei der Propagation mit diesem Operator fiir alle Zeitpunkte erhalten.
Mit (36) und (35) ergibt sich fiir die Wellenfunktionen zum Zeitpunkt ¢, und
tn+1 die Beziehung

1. - 1. 4
(1 + 2iH(tn)(5t> U(z,tyy1) = (1 — 2iH(tn)(5t) U(z,t,). (38)
Approximiert man die Ableitungen im Hamiltonoperator durch finite Differen-

zen ergibt sich die Darstellung

W, - 20 4
2(Ax)?

o)
Avy =20 4 V(2)¥) ~ + VY (39)

des Hamiltonoperators auf dem Gitter. Mit Gl. (39) und den Abkiirzungen

At
= 4
o Z4(Ax)2’ (40)
sowie 1
a; =¢ =—a,b;=14+2a+ §iAtVi”;i =1.N,—2 (41)
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lassen sich beide Seiten von (38) auswerten. Die linke Seite von Gleichung (38)
geht iiber in

1 -
(1 + il (tn)At> (2, tny1) ~ a; U+ b, 0T 4 o U (42)
Analog ldsst sich die rechte Seite von (38) zu

Lo 1. n n

oWl 4+ aW? | =rii=1.N;—2
umschreiben. Zusammen ergeben (42) und (43) ein tridiagonales lineares Glei-

chungssystem fiir die ¥} bei festem n. In Matrixform notiert erhélt man folgen-
des System

b ¢ O 0 .- 0 Yo "o

aq b1 C1 0 s 0 \Ill &!

0 a by ¢z - 0 : = : : (44)
0 0 s 0 an,—1 bNx,1 \Iﬂ](fzfl T]Ti]wfl

Die bisher unbekannten Matrixelemente by, co, r sowie by, —1,¢n, -1, 7}, _; sind
durch die Randbedingungen am linken bzw. rechten Rand gegeben. Im Rahmen
dieser Arbeit werden nur Dirichletrandbedingungen verwendet. Die Bedingun-
gen

xlggo U(z,t) = 0und IEIEIM¢($’ t)=0 (45)
fithren auf reflektierende Rénder des Gitters. Die Forderung (45) kann dadurch
erfiillt werden, dass man ¥ = WY, = 0 setzt. Setzt man dies in die Spe-
zialfille der Gleichungen (42) und (43) fiir ¢ = 0, N, — 1 ein, ergeben sich die
Koeflizienten zu

ag = aN,—1 =Cy = CN,—1 = O; bo,sz_1 S (C\{O} (46)

Die Forderung by # 0,bn,—1 # 0 ist fiir die eindeutige Losbarkeit von (44) nétig.
Im Rahmen dieser Arbeit wurde einfach by = by,_1 = 1 + 7 gewéhlt.

Das Crank - Nicolson - Schema lésst sich auf héhere Dimensionen erwei-
tern. Verfahren dazu finden sich z.B. in [8]. Allerdings ist hierbei zu beachten,
dass der Rechenaufwand pro zusétzlicher Dimension exponentiell ansteigt und
das Verfahren bei Behandlung von Mehrteilchensystemen selbst an die Grenzen
heutiger Grofirechner stofsen kann.

3.1.3 Imaginary Time Propagation (ITP)

An dieser Stelle soll auf eine alternative Verwendungsmoglichkeit fiir das so-
eben abgeleitete Propagationsverfahren hingewiesen werden. Durch Ubergang
von der Zeit t auf eine imaginére Zeit it 1dsst sich das Verfahren so adaptieren,
dass man damit die Energieeigenzusténde eines beliebigen zeitunabhéngigen Po-
tentials konstruieren kann. Fiihrt man in Gleichung (32) die imaginére Zeit ein,
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so geht die TDSE in eine Diffusionsgleichung iiber. Propagiert man einen belie-
bigen Anfangszustand iiber diese Gleichung in der imaginédren Zeit, konvergiert
dieser gegen den Grundzustand des Potentials. Eine genaue Begriindung fiir
dieses Verhalten wird in [3] gegeben. Da die Normierung bei der Propagation in
der imaginéren Zeit nicht erhalten bleibt, muss der Zustand in jedem Zeitschritt
nachnormiert werden. Auch héhere Zustidnde lassen sich so erreichen. Orthogo-
nalisiert man den zu berechnenden n + 1-ten Zustand in Ortsdarstellung iber
das Gram-Schmidtsches-Orthogonalisierungsverfahren

) =@ -3 ([ @ra@e@) 6@ an
j=0 e
in jedem Zeitschritt, konvergiert dieser gegen den néchst hoheren Zustand. Alle
Zustédnde lassen sich also sukzessiv nach dieser Vorschrift konstruieren. Als Mafs
fiir die Konvergenz der Zustande lasst sich die auf der Wahrscheinlichkeitsdichte
basierende Grofe

(oo}
A = / |W (it + At)) — U(x,it)|* dz (48)
definieren. Diese wurde schon erfolgreich in [3] verwendet und hat gegeniiber
anderen Grofen, wie z.B. der Energie, den Vorteil, dass diese sensitiv auf Dich-
teschwankungen reagiert.

3.1.4 Berechnung der Erwartungswerte und Spektren

Mittels des Crank - Nicolson - Verfahrens ldsst sich jetzt die Wellenfunktion
an jedem Ort zu jeder Zeit bestimmen. Durch die Wellenfunktion ist das Ver-
halten des System vollstindig bestimmt und es lassen sich die verschiedenen
Observablen der Quantenmechanik aus der Wellenfunktion berechnen. Aus der
Quantenmechanik ist bekannt, dass

(A) (t) = / U (2, t) AV (2, t) dz (49)
der Erwartungswert eines Operators A in Ortsdarstellung bzgl. der Wellenfunk-
tion W(x,t) ist. Zur numerischen Berechnung miissen sowohl das Integral, als
auch der Operator, diskretisiert werden. Die Wellenfunktion auferhalb der Si-
mulationsbox [a,b] wird bei der Berechnung des Integrals als identisch 0 an-
genommen. Fiir die Darstellung auf dem &dquidistanten Gitter erweist es sich
als sinnvoll auch die Quadratur dquidistant durchzufiihren. Das Integral zerfallt
somit in eine Summation iiber alle Ortsgitterpunkte zu einem festen Zeitpunkt
t = to + nAt. Damit ist
b Ng—1
(A) (t) = / U (2, ) AV (2, t)dz ~ Y (U])" AV Az (50)
a i=0
der Erwartungswert des Operators A bzgl. der Wellenfunktion ¥ auf dem Git-

ter. Eventuell im Operator auftauchende Ableitungen werden durch finite Dif-
ferenzen approximiert. Damit ergeben sich die Erwartungswerte fiir den Ort

b N,—1
() () = / U, r (e ) dr e Y (U0) (a4 i) U0 Az (51)

=0
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,den Impuls

b
)0 = [ i v des Y i) (@, -0 ()

und der potentiellen Energie

b N,—1
V)= [ W@V odes 3o - )V A (5)
a i—0

1=

Eine alternative Methode die Erwartungswerte fiir den Impuls und die kinetische
Energie zu berechnen ist der Ubergang auf die Darstellung im Impulsraum.
Anstatt den Operator fehlerbehaftet durch eine finite Differenz darzustellen,
benoétigt der Algorithmus im Impulsraum nur eine Multiplikation mit einem
reellen Wert. Bekannterweise ergibt sich die Wellenfunktion im Impulsraum

(k) = \/% /_ " W)t da (54)

als Fouriertransformierte der Wellenfunktion im Ortsraum. Bei der Diskreti-
sierung auf dem Gitter geht die kontinuierliche Fouriertransformation (FT) in
eine diskrete Fouriertransformation (DFT) iiber. Zur Berechnung der DFT wird
normalerweise ein FFT - Algorithmus verwendet. Da die DFT im Allgemeinen
nicht die Normierung der Wellenfunktion erhélt, muss diese noch nachnormiert
werden. Im Folgenden wird die Wellenfunktion im Impulsraum durch einen la-
teinischen Ortsindex gekennzeichnet z.B. ¥.. Damit lésst sich der Impulserwar-

tungswert mit k, = — 3= + aﬁ als
P N,—1
0 0= [T W EOR kA Y () KA (59)
— 2z a=0

schreiben. Analog ist der Erwartungswert der kinetischen Energie in dieser Dar-
stellung durch

™ N,—1
Erin 0 =5 [ 0 0RO DA~ S S (W) ()W AR 60
Aw a=0

zu berechnen. Die Form der Berechnung liefert oftmals genauere Ergebnisse als
die direkte Berechnung, da die Diskretierung nicht von Az abhingt, sondern
iber Ak = (beG) mit der reziproken Boxldnge skaliert. Fiir grofe Simulati-
onsboxen erhilt man also einen geringeren zusétzlichen Diskretisierungsfehler.
Fiir kleine Boxgrofen wird der Fehler allerdings grofs und man sollte fiir solche
Systeme die direkte Berechnung mittels finiten Differenzen verwenden. Da die
Systeme in dieser Arbeit ausnahmslos grofer als 100.0 a.u. waren, wurde hier
auf eine Implementierung des direkten Verfahrens verzichtet. Zusétzlich muss
die Grofe des Impulsraums so gewihlt werden, dass die Wellenfunktion im Im-
pulsraum mdoglichst vollsténdig in ihm liegt. Ein weiterer Vorteil dieses Ansatzes
ist es, dass man zusétzlich das Impulsspektrum ohne weiteren Mehraufwand er-
h&lt. Dieses lésst sich auch gleich nutzen um das Impulsspektrum eines freies
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Teilchens zu berechnen. Betrachtet man ein Teilintervall [c, d] der Simulations-
box, in dem das Potential klein gegeniiber der kinetischen Energie des Teilchens
ist, ldsst sich die Wellenfunktion dort als freies Teilchen annehmen und es gilt
die Dispersionsrelation E = % Durch Variablentransformation ergibt sich das
Energiespektrum des freien Teilchens

U(E) = U(k(E) = VIE) = \/% /d\p(x)ei 2 gy (57)

aus dem bereits bekannten Impulsspektrum. Das Energiespektrum wird hier
nicht normiert, da dies fiir die Anwendungen in dieser Arbeit nicht erforderlich
ist. Sollte das Energiespektrum fiir weitere Berechnungen verwendet werden, so
ist dies zu bertiicksichtigen. Eine weitere wichtige Observable ist die Gesamtener-
gie des Systems. Da diese normalerweise erhalten bleibt, l4sst sie sich fiir die
Fehlererkennung und Abschitzung der Konvergenz heranziehen. Im Fall eines
zeitunabhingigen Hamiltonians ist die Gesamtenergie

Eges = (Ekin) (t) + (V) (t) = const. (58)

eine Erhaltungsgrofe. Im Fall eines Systems mit Laserfeld ist der Hamiltonian
aber zeitabhéngig und die Energie des Teilchens Egys = (Eiin) (t) + (V) (¢)
bleibt nicht erhalten, da die Energie des Feldes nicht beriicksichtigt wird. Das
Laserfeld E(t) in Dipolapproximation verrichtet in einem kleines Zeitintervall
dt die Arbeit _

dW = —(x)E(t) dt (59)

am Teilchensystem. Durch partielle Integration erhélt man daraus die Feldener-

gie
Braa(t) = — / A (a) 0-(). (60)

to
Dabei wurde angenommen, dass die Feldenergie zum Anfangszeitpunkt ¢q gleich
Null ist. Auferdem wird der Randterm der oberen Grenze nicht mit beriicksich-
tigt. Dieser geht schon in die potentielle Energie ein und darf nicht doppelt
beriicksichtigt werden. Dann bleibt die Gesamtenergie

Eges = (Ekin) (t) + (V) (t) + Epela(t) (61)

erhalten.

3.1.5 Implementierung in ISO/IEC C++

Zur numerischen Losung der TDSE wurde das CN-Verfahren fiir diese Arbeit in
ISO/IEC C++ implementiert. Das Programm nutzt dabei die Sprachkonstrukte
des Standards von 2003. Konstrukte des kommenden Standards C++0x kénnen
optional aktiviert werden, sollte der Kompiler sie unterstiitzen. Das Programm
nutzt intensiv Meta Template Programming (MTP) zur automatischen Codeop-
timierung und -generierung. Ein entsprechend standardkonformer und moderner
Compiler ist nétig um das Programm problemlos zu kompilieren. Besonders sei
hier auf das auf [9] basierende FactorySubscriber - Pattern hingewiesen, das eine
wesentliche Verbesserung der Laufzeiten ermdoglichte. Fiir eine kurze Einfiihrung
in die Programmierung mit MTP siehe z.B. [10]. Zum Kompilieren wird aufer-
dem eine aktuelle Version der boost - Bibliothek bendtigt. Als Algorithmus zur
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Losung des tridiagonalen Gleichungssystems wurde eine optimierte Version des
Fast Thomson - Algorithmus aus [8] verwendet. Zur schnellen Berechnung des
Spektrums wird eine nach [11] implementierte Multi-Radix-Variante des Coo-
ley—Tukey Algorithmuses verwendet. Das Programm unterstiitzt die parallele
Ausfiihrung mehrere Rechnungen sowohl auf Architekturen mit gemeinsamen
Speicher, als auch mit verteiltem Speicher. Fiir die Nutzung des Programms auf
einer Architektur mit verteiltem Speicher ist das Linken gegen das oasis - Fra-
mework und gegebenenfalls gegen eine MPI - Bibliothek nétig. Zusétzlich ist ein
externes Programm zur Berechnung des Spektrums vorhanden. Das Programm
unterstiitzt den g++ - Compiler in den Versionen 4.2, 4.3 und 4.4, sowie den
msv - Compiler in den Versionen 9.0 und 10.0. Andere Compiler wurden bis jetzt
nicht getestet, es sollte aber kein Problem sein das Programm mit anderen stan-
dardkonformen Compilern zu kompilieren. Auf Betriebssystemseite wurde das
Programm ausfiihrlich unter Kubuntu 10.4, sowohl unter der x86-Architektur,
als auch unter der x86-64-Architektur, getestet. Auch hier sollte es kein Problem
sein das Programm unter anderen Betriebssystemen zu nutzen.

4 Numerische Ergebnisse

4.1 Konvergenz - Untersuchung des CN - Algorithmuses
4.1.1 Harmonischer Oszillator

Als erstes Testsystem soll hier der harmonische Oszillator verwendet werden.
Dieses System eignet sich fiir eine erste Untersuchung der Konvergenz beson-
ders, da seine Eigenschaften bekannt und gut untersucht sind. Ein Vergleich des
numerischen Ergebnisses mit der exakten Losung ist also leicht moglich. Der
harmonische Oszillator wird durch den Hamiltonoperator

. 21

= % + S (62)
mit der Frequenz w beschrieben. Als Anfangszustand des Systems wird einfach
ein Gaufsches Wellenpaket

Wo(z) = Ulﬁexp (—;(m_afoy) (63)

als kohérenter Zustand genutzt. Als Systemparameter wurden dabei w = 0.25 a.u.
, To = —5.ba.u. und o = 2.0a.u. gewahlt. Es stellt sich allerdings heraus, dass
es sich als schwierig erweist fiir das System einen aussagekriftigen Fehler zu
definieren. Die Normierung scheidet fiir die Fehlerbetrachtung aus, da das CN
- Verfahren garantiert, dass die Normierung unabhéngig von den Gitterpara-
metern erhalten bleibt. Eine weitere Idee wére es, die mittlere Schwankung der
Gesamtenergie zu betrachten. Versuche mit dieser Fehlerdefinition haben aber
gezeigt, dass dieser Fehler fiir sehr grofte Gitterabstinde wieder sinkt und deswe-
gen nicht aussagekriftig ist. Letztendlich erweist es sich als sinnvoll den Fehler
iiber die Periodizitét des harmonischen Oszillators zu definieren. Da diese Ei-
genschaft der Observablen den harmonischen Oszillators auszeichnet ist jede
Abweichung von der Periodizitit natiirlich ein Maf fiir einen Fehler. Die Ande-
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rung der Gesamtenergie iiber einen Abstand von 4 Perioden des Oszillators

Eiges (4T') — Eiges (0)
4T
stellt also ein Maf fiir den numerischen Fehler dar, das im Folgenden fiir dieses

System genutzt wird. Abbildung 4 zeigt den Fehler fiir den harmonischen Oszil-
lator in Abhéngigkeit von At fiir verschiedene Werte von Az. Fiir einen Wert von

Ae =

(64)

0.01 .
f } f HH———— 7
0.001 .
B —
/X/

. 0.0001 £ X 7
3 x*
~ XX LK
b3 e -

le-05 He----3K----2Kmmm- - o 4
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1e-06 | e 1
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Ax=10auy. ——
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0.01 0.1 1
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Abbildung 4: Fehler Ac fiir einen um zp = —5.0 a.u. aus der Ruhelage ausgelenk-
ten kohdrenten Zustand in einem harmonischen Oszillator der Fallenfrequenz
w = 0.25a.u. in Abhéngigkeit von At bei verschiedenen Az.

Az = 1.0 a.u. erhilt man eine fast konstante Fehlerkurve in At a.u.. Dies zeigt
schon, dass dieser Wert wahrscheinlich nicht ausreicht, um dass System genau
genug zu simulieren. Senkt man den Wert von Ax weiter, ergibt sich eine Abhén-
gigkeit des Fehlers von At. Ab einem Wert von ungefihr At = 0.6 a.u. sinkt der
Fehler bei beiden Kurven ab und konvergiert dann ungefihr bei At = 0.03 a.u.
gegen einen festen Wert. Es ist also nicht ratsam den Parameter At noch klei-
ner zu wihlen, da dies mehr Rechenzeit kostet, aber den Fehler nicht weiter
verringert. Erwartungsgeméf wird die Fehlerkurve bei kleinerem Az nach un-
ten verschoben.

Die gleiche Betrachtung lisst sich in Abhéngigkeit von Az bei verschiedene
At durchfiihren. Dies zeigt Abbildung 5. Auch hier zeigt sich, dass At = 1.0 a.u.
kein geeigneter Parameter ist. Im Gegensatz zur Zeitabhangigkeit sinkt der Feh-
ler hier zwar, aber der Vergleich mit Az = 0.1 a.u. zeigt, dass sich ein wesentlich
besseres Fehlerverhalten erreichen ldsst. Der Fehler fiir At = 0.1a.u. fangt ab
Az = 0.4 a.u. an innerhalb einer Grofenordnung um fast zwei Grofenordnungen
im Fehler zu sinken. Dadurch liegen fiir Az = 0.07 a.u. schon zwei Groéfienord-
nungen zwischen dem Fehler fiir At = 1.a.u.0 und At = 0.1a.u., obwohl der
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Abbildung 5: Fehler Ae fiir einen um 2y = —5 a.u. aus der Ruhelage ausgelenkten

kohdrenten Zustand in einem harmonischen Oszillator der Fallenfrequenz w =
0.25a.u. in Abhangigkeit von Az bei verschiedenen At.

Parameter nur um eine Grofenordnung kleiner gew#hlt wurde. Dieser Schritt
ermoglicht also eine wesentliche Reduzierung des Fehlers bei verhdltnisméfig
niedrigem Mehraufwand. Der Schritt auf At = 0.01 a.u. wirkt sich nicht mehr
so drastisch aus und die Kurve verlauft fast parallel zur Kurve fiir At = 0.1a.u..
Hier ist also zu iiberpriifen, ob die Verbesserung der Genauigkeit den erhoh-
ten Rechenaufwand rechtfertigt. Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass Werte
von At = 0.03a.u. und Az = 0.07a.u. einem guten Kompromiss zwischen Ge-
nauigkeit und Laufzeit darstellen. Natiirlich ist diese Fehlerabschitzung nicht
universell und die Konvergenz ist fiir jedes untersuchte System zu iiberpriifen.
Aber dies Abschitzung ermdglicht zumindest ein grobes Gespiir fiir das Fehler-
verhalten des CN - Verfahrens. So ist z.B. zu erwarten, dass die Konvergenz des
Fehlers in Abhingigkeit von At auch bei anderen Systeme zu beobachten und
At aufgrund dessen nicht zu klein gewdhlt werden sollte.

4.1.2 Elektronenstreuung im H — H" - System

Eine weitere Konvergenzuntersuchung fiir ein H — H - System wird spéter im
Rahmen der weiteren Simulationen durchgefiihrt, um die Konvergenz in den
weiteren Simulationen sicher zu stellen. Da fiir diese Untersuchung noch einige
Definitionen noétig sind, soll hier nur darauf hingewiesen werden.
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4.2 Pump-Probe-Simulation
4.2.1 Systemaufbau und Durchfiihrung

Das System fiir das Pump-Probe-Simulation besteht in diesem Fall dieser Arbeit
aus einem einfach geladenen 1D-Modellion und einem 1D - Modellwasserstoffa-
tom, dass zum Anfangszeitpunkt des Experiments im Grundzustand prépariert
ist. Das System wird durch den Hamiltonoperator

. 1 9 1 1

H=-555 NN TR T +Et)z  (65)
mit den Positionen des Atoms bzw. des Ions zg bzw. g+ D und dem Abschnei-
deparameter k beschrieben. Dieser ist notig um die Singularitit des Coum-
lombpotentials in zg bzw. g + D im eindimensionalen System zu vermeiden.
Andernfalls kénnte man das Potential auf dem Gitter nicht darstellen. Fiir die
folgenden Simulationen wurde x = 0.1 gewahlt. Anhand des Hamiltonoperators
(65) 1dsst sich ablesen, dass die beiden regularisierten Coulombpotentiale sich in
einem Abstand D (siehe Abb. 6) zueinander befinden. Der Abstand D ist dabei
frei wahlbar, aber wihrend der Simulation fest. Das elektrische Feld

1(t—t9)?

E(t) =Fox cos (w1 (£ — t)) exp <_20%) N

5 (66)
Epa cos (we (t — (to + 7))) exp (‘éW)

beschreibt die beiden Laserpulse. Die Pulse wurden jeweils als monochroma-
tische Welle mit einer Gaufsformigen Einhiillenden angesetzt. Der erste Puls
erreicht zum Zeitpunkt ¢ = ty die maximale Feldstirke und beschreibt den
Pumppuls. Der zweite Puls erreicht seine maximale Feldstirke dagegen zum
Zeitpunkt t = to + 7. Dieser Puls stellt den Probepuls dar. Beide Pulse befinden
sich also bzgl. ihrer maximalen Feldstarke in einem zeitlichen Abstand 7 zu ein-
ander(siche Abb. 7). Auch dieser ist wihrend einer Simulation fest gewéhlt. Der
XUV-Pumppuls kann nun das Wasserstoff-Atom ionisieren und das Elektron ins
Kontinuum beférdern, wo es vom IR-Probepuls beschleunigt wird und sowohl an
dem urspriinglichen Ion als auch an dem ionisierten Atom streuen kann. Wih-
rend der Streuprozesse kann es Energie aus dem Feld aufnehmen oder abgeben.
Nach dem Ende der Simulation ldsst sich aus den Daten das Spektrum des frei-
en Elektrons berechnen. Fiihren wir diesen Prozess fiir mehrere Pulsabstinde 7
bei festem D durch, erhalten wir eine Darstellung des Spektrums in Abhingig-
keit von 7. Dieses wird in den folgenden Abschnitten als 7-abhéngiges Spektrum
oder kurz Spektrum bezeichnet. Im Rahmen dieser Arbeit wurden Simulationen
fiir zwei Abstdnde D = 80.0 a.u. und D = 150.7 a.u. durchgefiihrt. Das zweite
System wurde dabei gerade so konstruiert, dass es die klassische Resonanzbedin-
gung(vgl. (27)) erfiillen kann. Das Spektrum entstand in beiden Féllen durch
die Berechnung des Spektrums fiir 200, im Intervall [100.0,500.0] dquidistant
verteilte, Werte fiir 7, die dann in einem Datensatz zusammengefasst wurden.

4.2.2 Eigenzustinde des regularisierten Coulombpotentials

Der Grundzustand fiir das atomare System ldsst sich mittels ITP berechnen. Die
Wabhrscheinlichkeitsdichten der ersten beiden Eigenzusténde des regularisierten
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Abbildung 6: schematische Darstellung eines H — HT - Systems. Das Elektron
kann sich in dem System bewegen und an den Elektronen streuen (vgl. Ab-
schnit 2.3). Nach dem Verlassen des Systems wird das freie Teilchen in dem
blau gekennzeichneten Intervall detektiert und sein Energiespektrum bestimmt.
Fiir das Detektionsintervall ist gefordert, dass dort die potentielle Energie klein
gegeniiber der kinetischen Energie des Teilchens ist.

i

Abbildung 7: schematische Darstellung des in der Simulation verwendeten
Pump- und des Probepulses. Die Pulse sind aus Darstellungsgriinden nicht mafs-
stabsgetreu gezeichnet. Beide Pulse sind monochromatische Wellen(rot) mit ei-
ner gaukformigen Einhiillenden(blau) und befinden sich beziiglich der Maxima
der Einhiillenden in einem zeitlichen Abstand 7.
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Coulombpotentials
-1

V2 + K2
sind in Abbildung 4.2.2 fiir Kk = 0.1 zusammen mit ihren jeweiligen Eigenenergi-
en dargestellt. Bei der Wahl des Anfangszustandes ist zu beachten, dass der tief

V(z) = (67)

Vi) ——
Ey=-3.826au. ——
s E, =-04747Tau. —
8 6 4 2 0 2 4 6 8
x/a.u.
Abbildung 8: Das regularisierte Coulombpotential V() = ——+— (k = 0.1)

N
mit den Wahrscheinlichkeitsdichten seiner ersten beiden Energieeigenzusténde.

Die jeweiligen Energieeigenwerte stehen in der Legende. Die Zustinde wurden
mittels ITP berechnet.

liegende erste Eigenzustand eine Artefakt der Regularisierung ist. Fiir k — 0 ver-
schwindet dieser Zustand und es ist daher fraglich, ob dieser von physikalischer
Relevanz ist. Da der Enegieeigenwert F; = 0.4747 a.u. des zweiten Eigenzustan-
des ungefdhr der analytisch berechneten Eigenenergie des Grundzustandes des
1D - Coulombpotentials entspricht, wurde dieser in den Simulationen als Grund-
zustand des Atoms verwendet. Mit diesem Zustand sind wesentlich realistischere
Ergebnisse zu erwarten. Eine ausfiihrliche Behandlung der Eigenzustinde des
1D-Coulombpotentials ist in [3] gegeben.

4.2.3 Konvergenzuntersuchung fiir die Elektronenstreuung
im H—-H" - System

Da sich das System fiir die Pump-Probe-Simulation fundamental von dem des
harmonischen Oszillator unterscheidet, soll im folgenden Abschnitt das Konver-
genzverhalten fiir dieses System noch einmal genau untersucht werden. Da es
das Ziel der Simulation ist das Energiespektrum des freien Elektrons zu untersu-
chen, erweist es sich als sinnvoll gerade diese Grofe fiir das Konvergenzverhalten
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zu untersuchen. Im Folgenden wurde das Energiespektrum fiir verschiedene Git-
tergrofen N, x N; berechnet. Die Simulationsbox ist 7000.0 a.u. grof und das
System wird iiber einen Zeitraum von 1000.0 a.u. propagiert. Aus der Abbildung
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Abbildung 9: Spektren eines freien Teilchens fiir einH — H™ - System, dass
sich in einem Pumb-Probe-Laserfeld befindet (siehe Abschnitt 4.2.1). Die Spek-
tren wurden fiir verschiedene Gittergréfen N, x Ny aufgenommen. N, und Ny
bezeichnen die Anzahl der Gitterpunkte in der Raum- bzw. Zeitrichtung. Die
Anzahl der Zeitgitterpunkte wurde hier fest gewéahlt.

9 ist ersichtlich, dass ein 10000 x 30000 Gitter nicht ausreicht um das System
zu beschreiben. Dies ist insofern zu erwarten, da ein solches Gitter weit unter
der Abschétzung durch den harmonischen Oszillator liegt und der Anfangszu-
stand auf diesem Gitter nicht vollstindig konvergiert. Erhoht man die Anzahl
der Raumpunkt N, auf 50000 konvergiert der Anfangszustand auf dem Gitter
und das Spektrum auf diesem Gitter unterscheidet sich fundamental von dem
vorherigen Fall. Erh6ht man die Anzahl der Raumpunkt weiter auf 100000 lasst
sich keine weitere signifikante Anderung im Spektrum erkennen. Man kann also
annehmen, dass das System bzgl. der Raumdimension konvergiert ist. Um die
Konvergenz sicher zu stellen wurde hier eine Anzahl der Raumgitterpunkten
von 100000 gewdhlt um die Konvergenz in der Anzahl der Zeitgitterpunkte zu
untersuchen. Vergleicht man das Spektrum in 4.2.3 fiir die Gitter 100000 x 30000
und 100000 x 100000 fallt auf, dass diese fiir kleine Werte von FE\;, noch iiber-
einstimmen, aber fiir grofere Werte von Ey;, langsam auseinanderlaufen. Um
die Bewegung schnellerer Teilchen genau aufzulésen, ben6tigt man eine wesent-
lich genauere Zeitauflosung als bei langsamen Teilchen. Dieser Effekt ist also zu
erwarten. Erhoht man die Anzahl der Zeitpunkte weiter, so andert sich das Spek-
trum nicht mehr signifikant. Eine Anzahl von 100000 Zeitpunkten scheint also
ausreichend zu sein, um das System hinreichend genau zu beschreiben. Zusam-
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Abbildung 10: Spektren eines freien Teilchens fiir ein H — H" - System, dass
sich in einem Pumb-Probe-Laserfeld befindet (siehe Abschnitt 4.2.1). Die Spek-
tren wurden fiir verschiedene Gittergréfen N, x Ny aufgenommen. N, und Ny
bezeichnen die Anzahl der Gitterpunkte in der Raum- bzw. Zeitrichtung. Die
Anzahl der Ortsgitterpunkte wurde hier fest gewahlt.

menfassend l&sst sich sagen, dass man ein 100000 x 100000 Gitter benétigt um
das System exakt zu beschreiben. Ein solches Gitter liegt auch im Rahmen der
Rechenkapazitéit heutiger Personalcomputer. Eine weitere Erhohung der Gitter-
punktanzahl wiirde nach den bisherigen Erkenntnissen nur die benétigte Re-
chenzeit weiter steigern und keine erkennbare Verbesserung des Spektrums mit
sich bringen. Dies sollte nur erwiigt werden, wenn die Systemparameter so ver-
dndert werden, dass eine hohere Auflésung nétig wird. In diesem Fall ist eine
erneute Untersuchung der Konvergenz fiir das neue System durchzufiihren.

4.2.4 Vergleich der quantenmechanischen Ergebnisse mit klassischen
Theorien

Nach der Durchfiihrung der Simulation ergeben sich die Spektren 11(a) und
11(b) fiir die Ionenabstdnde D = 80.0a.u. und D = 150.7a.u. Auffillig ist
hier vor allem der grofse Unterschied in der maximal erreichten Energie in den
beiden Systemen. Dies ist allerdings nicht vollkommen iiberraschend, da das
System mit D = 150.7a.u. gerade die klassische Resonanzbedingungen (27) er-
fiillen kann und fiir solche Systeme eine hohere Maximalenergie zu erwarten ist.
Zusétzlich erhilt man fiir den Abstand D = 80.0 a.u. eine weitere Spektralkom-
ponente um die Energie Fy, = 4.47a.u. Diese Energie entspricht einfach der
Summe der Grundzustandsenergie und der doppelten Photonenenergie. Die dort
beobachtete Spektralkomponenten entspricht also einfach einen freien Elektron,
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Abbildung 11: Spektren eines freien Elektrons im H — H - System in Abhin-
gigkeit des Pulsabstandes 7 fiir verschiedene Abstinde D. Die Parameter des
Pumppulses sind Fy; = 0.03 a.u., w; = 2.47a.u. und o1 = 20.0 a.u. Fiir den Pro-
bepuls wurden die Parameter Fys = 0.01 a.u., wy = 0.05a.u. und o9 = 377.0 a.u.
gewdhlt.
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dass bei der Ionisation zwei Photonen absorbiert hat. Wieso diese Spektralkom-
ponenten bei einem Abstand D = 80.0 a.u. so stark auftritt und im Resonanzfall
bei D = 150.7 a.u. nahezu verschwindet ist noch nicht ganz klar. Da diese Kom-
ponente des Spektrums bei beiden Systemen nach der Ionisation nachgewiesen
werden kann und diese beim resonanten System erst im Laufe der Propagation
verschwindet, wird dieser Anteil des Spektrums im Resonanzfall moglicherweise
durch die dort auftretenden Prozesse so stark abgeschwiécht, dass man ihn nicht
mehr nachweisen kann.

Ein Phidnomen, dass in beiden Féllen auftritt, ist die sinoidale Schwan-
kung der Spektralkomponenten um die Anfangsenergie des freien Elektrons
Eyin = 2.0a.u. in Abhingigkeit von 7. Wie in 2.2 bereits erwihnt, ist eine
solche Abhéngigkeit fiir den Endimpuls von der Quiverphase zu erwarten. Die
Quiverphase in diesem System ist gerade ® = —w(tg + 7). Abb. 12 zeigt zum
Vergleich den klassisch berechneten Impuls fiir ein Teilchen im Feld zu einem
festen Zeitpunkt t; fiir verschiedene 7. Die klassische Beschreibung der Bewe-

[¥(Egin)I /arb.u.
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Abbildung 12: Spektrum eines freien Elektrons im H — HT - System in Abhiin-
gigkeit des Pulsabstandes 7 fiir einen Ionenabstand D = 150.7a.u.. Die griine
Kurve gibt den nach Abschnitt 2.2 Gleichung (17) berechneten Quiverimpuls
zum Zeitpunkt der ersten Streuung t. fiir das Elektron an.

gung des Elektrons im Feld gibt also das quantenmechanische Ergebnis sehr gut
wieder. Insbesondere zeigt dies, dass sich das ionisierte Elektron tatsichlich wie
ein Punktteilchen behandeln lisst.

Augrund der Ubereinstimmung des klassischen Modells der Quiver-Bewegung
mit den quantenmechanischen Ergebnissen, lassen sich jetzt Vergleiche mit den
darauf aufbauenden Streutheorien anstellen. Eine erste Abschitzung fiir die
Genauigkeit der,in 2.3 hergeleiteten, klassischen Modelle liefern die klassischen
Cutoff - Energien. Dabei sind hauptsichlich die maximal erreichbaren Energi-
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en von Interesse, da diese bei einer Ubereinstimmung eine einfache a priori -
Abschitzung der quantenmechanisch maximal erreichenbaren Energie zur Ver-
fligung stellen wiirden. Dies hat auch eine ganz praktische Relevanz fiir die Si-
mulation solcher Systeme. Lésst sich die maximal erreichbare Energie des Elek-
trons, und damit auch sein maximaler Impuls, vor der Simulation hinreichend
genau abschitzen, kann die Strecke, die das Teilchen wihrend des Simulations-
zeit zuriicklegt berechnet werden. Man erhélt damit eine Abschitzung fiir die
benstigte Grofe der Simulationsbox und kann diese ohne Probesimulationen
festlegen. Dies ist natiirlich vor allem bei l&ngeren Simulationen von Vorteil. Da
die Resonanzbedingung (27) eine periodische Abhéngigkeit von der Phase ¢ des
Laserfeldes aufweist, ist zu erwarten, dass das Spektrum an mehreren Stellen ein
Energiemaximum annimmt. Da die Maximalenergie abhéngig von der Phase des
Feldes sind, miissen diese Stellen zuerst bestimmt werden. Die Phase des Laser-
feldes lasst sich einfach ablesen und ist in diesem Fall gerade ¢ = —w(to+7). Der
Zeitpunkt des ersten Streuprozesses ergibt sich mit den bekannten Bezeichnun-
gen zu t.; = to+ k—DO. Nach der ersten Streuung hat das Elektron einen Impuls k;.

Analog ergibt sich der Zeitpunkt der zweiten Streuung t.o = td—i—k—Dl. Ausgehend
von der Resonanzbedingung fiir den ersten Streuprozess (vgl. (27))

g+27rm:wtcl+¢; m=0,1,2,.. (68)

ergibt sich mit den gerade eingefithrten Grofen die Bestimmungsformel

L

D
Topt = 2 m+-—;m=0,1,2,.. (69)

w k()

fiir jene Werte von 7, bei denen die erste Resonanzbedingung gerade erfiillt
wird. Dabei wird davon ausgegangen, dass die Erzeugung des freien Teilchens
im Kontinuum als instane Streuung zum Zeitpunkt ¢y mit einem Endimpuls kg
betrachtet wird. Beide Prozesse lassen sich so identifizieren, da beide als instan-
tan angenommen werden und bei beiden nur der Endimpuls ausschlaggebend ist.
Dadurch léssen sich die Resonanzbedingungen fiir die Coulombstreuung auch fiir
die Behandlung des gerade erzeugten freien Elektrons nutzen. Die Resonanzbe-
dingung fiir den zweiten Streuprozess ist dann nach Konstruktion des Systems
erfiillt. Wir erwarten also Maxima bei solchen Werten, die die Gleichung (69)
erfiillen. Der Wert fiir das zweite zu erwartende Maximum ist in den Spektren
13(a) und 13(b) als griine gestrichelte Linie eingezeichnet. Im Fall des resonan-
ten Spektrums (D = 150.7 a.u.) stimmt die berechnete Position des Maximums
genau mit der Position im Spektrum iiberein. Fiir das Spektrum mit dem Io-
nenabstand D = 80.0 a.u. ist es nicht ganz so einfach ein Maximum festzulegen,
aber die klassisch berechneten Werte geben zumindest qualitativ die Positionen
wieder, an denen eine erhthte maximale Energie zu beobachtet ist. Analog er-
geben sich die Stellen aller anderen Maxima aus der klassischen Abschitzung.
Mit den Formeln fiir die klassischen Maximalimpulse

1 (tog — 2
ki = kfl}a),x = —ko — 2vpexp (—2 (t L (t02+7- Pt)) > (70)

g

und

1 (tes — (¢ 2
ko = kI(I?EzX = — (kr(;a)tx — 2upexp (_2( 2 ( OjTopt)) )) (71)
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eines Einfach- bzw. Zweifachstreuprozesses lassen sich jetzt die Maximalenergi-
en fiir die verschiedenen 7, bestimmen. Streuprozesse hoherer Ordnung spielen
hierbei keine Rolle, da keines der untersuchten Systeme mehr als zwei der klassi-
schen Resonanzbedingungen (27) erfiillen kann. Aus den, in der Abbildung 13(b)
eingetragenen, Cutoff-Energien fiir die ersten vier 7,5, wird ersichtlich, dass im
Fall des resonanten Systems die klassischen Maximalenergien tatséchlich erreicht
und sogar leicht iiberschritten werden. Auch das Verhalten des Systems ohne
Resonanz lasst sich mit dem klassischen Modell erkldren. Da dieses System i.A.
keine der Resonanzbedingungen erfiillt, ist der Energieiibertrag bei einem Streu-
prozess nicht maximal. Zusétzlich kann das Elektron nur maximal einmal an
einem Ion streuen, da es das System vor einem weiteren moglichen Streuprozess
verldsst. Das Teilchen kénnte dem entsprechend maximal die Cutoff-Energien
fiir den Einfachstreuprozess erreichen. Diese sind fiir die verschiedenen 7,5 in
Abbildung 13(a) eingetragen und geben das Verhalten auch hier zumindest qua-
litativ gut wieder. Die Ubereinstimmung ist nicht ganz so exakt wie im Fall der
Resonanz, was darauf hindeutet, dass in solchen Systemen Prozesse eine Rolle
spielen, die in der klassischen Beschreibung nicht beriicksichtigt werden. Auch
die Struktur des Spektrums im Resonanzfall ldsst sich zumindest qualitativ mit
dem klassischen Streumodell erkldren. Betrachtet man nun die klassische Im-
pulsbestimmungsgleichung(vgl. (22))

k= — (ko — 2uo f(te1)sin (w (tex — (to +7))))

omn(oZ)

fiir den Einfachstreuprozess mit den eingesetzten Grofen und das berechnete
Spektrum 13(b), so erkennt man, dass der erreichte Endimpuls bei einer Streu-
ung abnimmt, wenn man sich von den 7,5 entfernt. Daran dndert im Prinzip
auch ein nachfolgender zweiter Stofsprozess nichts, da dieser ebenfalls nicht den
maximalen Impulsiibertrag bewirkt. Nach einer halben Periode des IR-Pulses
nimmt der Impuls, wie zu erwartet, sein Minimum an und steigt dann wieder,
bis das néchste 7., nach genau einer Periode des IR-Pulses erreicht ist. Aus dem
klassischen Streumodell ergeben sich also nicht nur die korrekten Maximalener-
gien, sondern auch die Werte fiir 7, an denen der Impulsgewinn minimal oder
maximal wird. Durch diese Betrachtung haben wir aufterdem einen Zusammen-
hang zwischen dem Spektrum und dem IR-Puls erhalten. Die Maxima besitzen
genau einen Abstand, der einer Periode des IR-Pulses entspricht. Von der Kor-
rektheit dieses Zusammenhang kann man sich auch ohne klassische Approxima-
tionen iiberzeugen, in dem man zu einer Betrachtung der Energien iibergeht und
den Energieerhaltungssatz ausnutzt. Bereits im Kapitel iiber die Numerik wurde
die Energiednderung des elektromagnetischen Feldes in Dipolapproximation

dEFeld = — <.Z‘> E(t) dt (73)

ot
in einem kleinen Zeitraum dt¢ abgeleitet. Angenommen das Feld des IR - Pulses
sei von der Form E(t,7) = E (t — (to + 7)). Dann gilt mit v =t — (tcx + 7) der
Zusammenhang

OE(u) _0E(u)O0u _ 0E(u) _ 0E(u) u OE(u)

ot ou ot  ou _ ou or  or

(74)
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Abbildung 13: Spektren eines freien Elektrons im H—H™ - System in Abhiingig-
keit des Pulsabstandes 7 fiir verschiedene Abstinde D. Die horizontalen Linien
geben von oben nach unten die maximal erreichbaren Energien fiir das ersten,
zweiten, dritten und vierten Energiemaximum an. Diese wurden nach Gleichung
(23) aus Abschnitt 2.3 berechnet. Die vertikalen gestrichelten Linien geben je-
weils die nach (69) bestimmte Position des zweiten Energiemaximums an.
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zwischen den Ableitungen des Feldes nach ¢ und nach 7. Damit l4sst sich (73)
zu

0
dEFeld = <£U> EEO? T) dt (75)

umschreiben. Dies heifft aber, dass fiir Prozesse, die in einem solchen kleinen
Zeitraum dt ablaufen

0
0 = dEges = dEgystem + dEpeld = dEsystem + () EE(t7 T)dt (76)

bzw. daraus abgeleitet

0
or
aufgrund der Energieerhaltung fiir alle ¢ gelten muss. Hierbei sind d Eges, d Esystem
und dEreq jeweils die Anderung der Energie des Gesamtsystems inklusive La-
serfeld, des Systems ohne Laserfeld,also des Elektrons, und des Feldes. Die For-
derung, dass der Prozess schnell ablauft ist erfiillt, wenn der Streuprozess wieder
als instantan angenommen wird. Gleichung (77) ldsst sich jetzt so interpretie-
ren, dass eine minimale Ableitung des Feldes als Funktion von 7 bei einem
festem Streuzeitpunkt ¢. zu einem maximalen Energieiibertrag fiihrt. Entspre-
chend fithrt eine maximale Ableitung in diesem Punkt zu einem maximalen
Energieverlust des Teilchens an das Laserfeld. Abbildung 14 zeigt gerade die

dESystem = *dEFeld = — <$> E(t, T) de¢ (77)
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Abbildung 14: Spektrum eines freien Elektrons im H — HT - System in Abhiin-
gigkeit des Pulsabstandes 7 fiir einen Ionenabstand D = 150.7 a.u.. Die gelbe
Kurve gibt die Feldstirke des Pumppulses zum Zeitpunkt der ersten Streuung

ter = to + k,% in Abhingigkeit von 7 an. Die gestrichelte Linie entspricht einer
Feldstérke von E = 0.

Abhingigkeit des Laserfeldes von 7 zum klassisch abgeschétzten Zeitpunkt der
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ersten Streuung t.; = to+ kg_ Wie zu erkennen ist die hochste erreichbare Ener-
gie bei minimaler Steigung des Graphen maximal und bei maximaler Steigung
minimal. Der Zusammenhang zwischen Feld und Spektrum wird also auch von
diesem Modell verifiziert und stimmt vollkommen mit dem klassischen Modell
iiberein. Eine Frage, die noch bestehen bleibt, ist, ob das klassische Modell die
Form des Spektrums auch quantitativ so genau vorhersagen kann.

5 Zusammenfassung und Ausblick

Der Grofsteil dieser Arbeit hat sich mit der Bewegung von Elektronen in atoma-
ren Systemen im starken Laserfeldern beschéftigt. Alle Berechnungen wurden
dabei in 1D - Modellsystemen durchgefiihrt. Die Untersuchungen wurde dabei
hautpsédchlich mit Hilfe von numerischen Losungen der zeitabhingigen Schro-
dingergleichung durchgefithrt. Dazu wurde im Rahmen dieser Arbeit ein Pro-
grammpaket entwickelt, dass die TDSE mittels des Crank - Nicolson - Verfahrens
16st und interessierende Observablen aus der Losung berechnen kann. Ein beson-
deres Augenmerk galt dabei der Berechnung des Energiespektrums eines freien
Teilchens. Um die Eigenzustéinde eines beliebigen (zeitunabhingigen) Potentials
zu konstruieren zu kénnen, wurde das Imaginary Time Propagation (ITP) - Ver-
fahren motiviert und innerhalb des Programmpaketes implementiert. Als erste
Anwendung des Losungsverfahrens wurde das Fehlerverhalten der Losung eines
harmonischen Oszillators untersucht. Anhand der so erhaltenen Fehlerkurven,
wurde die Genauigkeit und das generelle Konvergenzverhalten des CN - Verfah-
rens diskutiert. Auferdem wurde eine erste Abschétzung fiir sinnvolle numeri-
schen Parameter gegeben. Um die Genauigkeit der Ergebnisse im Fall der Ionen-
systeme im starken Laserfeld sicherzustellen, wurde separat eine Konvergenzun-
tersuchung mit einem solchen Systemaufbau durchgefiihrt und analysiert. Die
hier bestimmten Gittergrofsen dienten als Basis fiir alle weiteren Simulationen.
Im theoretischen Teil der Arbeit wurde zunéchst die zeitabhéngige Schrodinger-
gleichung unter Vorhandensein eines elektromagnetischen Feldes abgeleitet und
dann mit Hilfe der Dipolapproximation und unter Ausnutzung der Eichfreiheit
auf eine Form gebracht, die sich mit dem CN - Verfahren behandeln lisst. Da
Streuprozesse in den Systemen, die im Rahmen dieser Arbeit untersucht wur-
den, eine tragende Rolle spielen, wurden einige klassische und quasiklassische
Modelle fiir die Bewegung eines freien Teilchens in einem Laserfeld und die dar-
auf aufbauenden Streuprozesse behandelt. Anhand dieser Modelle wurden einige
spezielle Eigenschaften dieser Art von Systemen diskutiert. Der Hauptteil die-
ser Arbeit beschéftigt sich mit der Simulation eines Pump-Probe-Experiments
in einem 1D - Atom-Ion-System und der Untersuchung des dabei entstehenden
Spektrums in Abhéangigkeit des Zeitabstandes der beiden Pulse. Als Atom wur-
de fiir die Untersuchung ein Modellwasserstoffatom im Grundzustand gewé&hlt,
dass dazu verwendet wurde mittels des Pumppulses freie Elektronen mit einem
spezifischen Impuls zu erzeugen, die dann mit den Ionen im System streuen
kénnen. Die so erhaltenen Spektrum, wurden mit den Vorhersagen der bereits
diskutierten klassischen und quasiklassischen Modelle verglichen. Als besonders
interessant stellten sich dabei die Systeme heraus, die eine, im Rahmen der klas-
sischen Modelle abgeleitete, Resonanzbedingung fiir die Streuprozesse erfiillen.
In diesem Fall stimmen die Vorhersagen der (quasi-)klassischen Theorien sowohl
qualitativ als auch quantitativ mit den quantenmechanischen Beobachtungen
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iiberraschend gut iiberein. Einige der Eigenschaften den Spektrums konnten
sogar exakt reproduziert werden. Auch eine Verkniipfung der Strukturen von
Probepuls und Spektrum liefs sich nachweisen und konnten iiber die klassischen
Modelle erkldrt werden. Dieses Ergebnis liefs sich auch durch ein alternatives,
quantenmechanisches Modell verifizieren, dass dazu nur die Energieerhaltung in
dem System ausnutzt. Aufgrund der einfachen Struktur der klassischen Theori-
en konnen so gute quantitative Vorhersagen iiber das Systemverhalten gemacht
werden. Insbesondere ist es damit moglich, die im System auftretenden Prozesse
mit hoher Genauigkeit zu steuern und zu optimieren, ohne eine grofse Anzahl
von quantenmechanischen Simulationen durchfithren zu miissen.

Ob die klassischen Modelle auch die Struktur des Spektrums insgesamt vor-
hersagen konnen, ist bisher allerdings noch nicht ganz klar. Erste Rechnungen
zeigen zwar, dass dies prinzipiell méglich ist, aber es war bisher nur moglich die
Hilfte der Daten mit dem klassischen Modell in Ubereinstimmung zu bringen.
Eine mogliche Erklarung fiir dieses Phinomen, die sich aus weiteren Untersu-
chungen ergab, ist die Erkenntnis, dass die Beitrige zum Spektrum moglicher-
weise nicht nur von einem Wellenpaket stammen. Diese Theorie wird von einer
Untersuchung der zeitlich aufgelosten Wahrscheinlichkeitsdichte gestiitzt, in der
die Erzeugung mehrerer Wellenpakete zu unterschiedlichen Zeitpunkten beob-
achtet wurde. Aufgrund des zeitlichen Abstandes bei der Erzeugung wiirden
die einzelnen Spektren der Teilchen im Gesamtspektrum relativ zu einander
verschoben sein. Ob dieses Modell die Diskrepanz zwischen klassischer Theorie
und dem Spektrum allerdings vollstdndig erkldrt, konnte noch nicht verifiziert
werden. Eine erster Schritt wére zu iiberpriifen, ob die verschiedenen Wellen-
pakete tatséchlich unterschiedliche Teile des Spektrums erzeugen. Eine Idee um
dies zu erreichen, wire z.B. eine Untersuchung eines zeitlich aufgelosten Spek-
trums. In diesem wéire es vielleicht mdoglich die zeitlich separierten Teilchen
nacheinander zu detektieren und ihre Anteile am Spektrum zu trennen. Danach
ware eine Untersuchung der einzelnen Anteile mittels der klassischen Modelle
moglich. Diese Untersuchung liefte sich ohne groferen Mehraufwand mit den
bereits zur Verfiigung stehenden Mitteln durchfiihren. Weitere interessante Fra-
gestellungen wéren z.B. eine Untersuchung von mehrdimensionalen Systemen
auf dhnliche Eigenschaften oder die Kombination mit weiteren Prozessen. Als
Beispiel seien hier Effekte in Mehrteilchensystemen, wie z.B. Doppelionisation
erwahnt. Das Programmpaket wurde so implementiert, dass eine Erweiterung
auf die dafiir benttigten Methoden mit relativ wenig Aufwand moglich ist.
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