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1 Einleitung

Die vor Uber 100 Jahren vorhergesagte Kondensation bat@niSysteme, die Bose-
Einstein-Kondensation, gehort sicherlich zu den fasegmsten Phadnomenen der moder-
nen Physik. Besonders seit der 1995 gelungenen Realigieraser Bose-Einstein-Kon-
densation [AEM 95, DMA 95, BSTH95] fir Systeme von eingeschlossenen, ultrakal-
ten, atomaren Gasen hat die Untersuchung dieser Thematiken schnell wachsenden
Forschungsgebiet gefuhrt. Doch nicht nur Laser-gekuhtioen® oder der historische Pro-
totyp eines Bose-Einstein-Kondensats, fliissftiés, sind Gegenstand dieser Forschung.
Ebenso fliihren Untersuchungen von Hochtemperatur-SuteraleExitonen, subatomarer
Materie oder auch von Neutronensternen zu aktuellen Relaesyen, die eng im Zusam-
menhang mit der Bose-Einstein-Kondensation stehen [GISB3®8r gerade wegen der
Komplexitat dieses Themas ist ein grundlegendes Verstamnm einfachen Systemen
unabdingbar. Insbesondere die Analyse der Bose-Einkmnatensation von homogenen
bosonischen Systemen ist dazu pradestiniert und desheltb@egenstand aktuellen In-
teresses.

Die Untersuchung solcher Systeme von wechselwirkendeorigrsgeht zurtick auf
Bogoliubov [Bog47], der als erster durch Anwendung einerdtaschen Transformati-
on das zugehorige Anregungsspektrum berechnen konnteeKieit spéater gelang es
Beliaev [Bel58a], Methoden aus der QuantenfeldtheoriedeeiAnwendung auf diese
Vielteilchensysteme zu benutzen, um so bestimmte Reclamuegtscheidend zu verein-
fachen bzw. Uberhaupt erst zu ermdglichen. Vor allem diev€adung der Greenschen
Funktionen fuhrte in der Folge zu wesentlichen Erkennamis§o wurden sie zum Bei-
spiel von Hugenholtz und Pines [HP59] benutzt, um Quanteakturen physikalischer
GrofRen zu berechnen. Im Verlaufe ihrer Arbeit konnten sg&tlich die nach ihnen be-
nannte Hugenholtz-Pines-Relation aufzeigen, die das islcbmPotential mit den Selbst-
energien auf nicht-stdrungstheoretischem Wege in Vedrigdringt.

All diese Arbeiten betrachteten das homogene bosonischii@yallerdings bei der
TemperaturT = 0. Nachdem erste thermische Korrekturen von Lee und Yan®@lLyY
LY59] mit Hilfe der Pseudopotentialmethode berechnet wardjelang es als erstem Po-
pov in seinen Arbeiten [Pop83, Pop87, PY88] das System ihe Eallicher Temperatur,
das heil3t fuil # 0, zu untersuchen. Dazu nutzte er aber nicht den von Beliawvende-
ten Operatorformalismus als Zugang zur Quantenfeldtegedndern bediente sich des
Funktionalintegralzuganges in seiner koharenten Déusigg[Fad76]. Dies ist allerdings
vom Feynmanschen Funktionalintegral zu unterscheidelthes nicht von koharenten
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Zustanden ausgeht und deshalb fur die Bose-Einstein-Ksadien auch nicht geeignet
ist.

Die bei Popovs Zugang verwendete Funktionalintegratibeirse der leistungsstark-
sten Methoden in der heutigen theoretischen Physik. Sietl@aen rationellen Formalis-
mus, der einfachere und schnellere Rechnungen erlaulets als Operatorzugang (wenn
tberhaupt) moglich ist, und hilft dartiber hinaus auch euraditative Einsicht des zugrun-
de liegenden Phdnomens aufzubauen. Insbesondere auanfeati der Bose-Einstein-
Kondensation sorgt das Funktionalintegral in koharentsi2llung fir einen optimalen
Zugang. Leider hat sich dieser, obwohl in der Quantenfelatile ein Standardwerkzeug,
innerhalb der Vielteilchentheorie bisher nur zégerlichathgesetzt [NO94, And04].

Popov war damit, wie bereits erwahnt, in der Lage, erstmath &ine Untersuchung
des homogenen bosonischen Systems fur beliebige Temperatilusive des kritischen
PunktesT. durchzufiihren. Inbesondere bewies er die auf endliche &eatyren verall-
gemeinerte Hugenholtz-Pines-Relation, um damit Bereaen bestimmter Grol3en, u.a.
die ,thermal depletion” durchzufiihren. Allerdings istrs@&eweis in zweierlei Hinsicht
nicht korrekt. Zum einen ist die von ihm angefiihrte Argunagion nicht folgerichtig,
fuhrt ihn aber trotzdem zum richtigen Ergebnis. Zum andgedimgt Popov der Beweis
nur innerhalb der Stérungstheorie, obwohl die HugenhBites-Relation in ihrer Origi-
nalfassung fum = O nicht stérungstheoretisch, sondern exakt war.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, den von Popov erbratBeweis der Hugenholtz-
Pines-Relation zu korrigieren und auf nicht-stérungstesche Weise zu verallgemei-
nern. Insbesondere erhalten wir als Resultat, dal? die HhadizrPines-Relation auch fur
endliche Temperaturen exakt ist. Dartuiber hinaus wird esmihslilfe der Schwinger-
Dyson-Gleichungen, die wir herleiten und fur den angedproen Beweis benutzen wer-
den, moglich sein, eine aquivalente Formulierung jeneafk®l anzugeben. Diese For-
mulierung wird uns dann eine Berechnung der ,thermal depiéin erster Loopnéhe-
rung ermaoglichen.

Grundlage dieser Diplomarbeit ist die Mitschrift [GreO4rdvorlesung ,Einfiihrung
in die Quantenfeldtheorie” gehalten von G. Grensing im W83204 an der Universitat
Kiel.

Der Text dieser Arbeit gliedert sich folgendermal3en:

e Nach dieser Einleitung wenden wir uns im zweiten Kapitel tierktionalen Me-
thoden zu. Insbesondere stellen wir in 2.1 die groRkanbaigustandssumme so-
wie in 2.3 die Greenschen Funktionen in ihrer funktiona&gralen Form dar und er-
l&utern in Abschnitt 2.4 wie man diese Grol3en mit Hilfe vogrireangraphen st6-
rungstheoretisch berechnet. Desweiteren machen wir UAZ idurch Symmetrie-



betrachtungen der klassischen Feldgleichungen das Aeriteener Bose-Einstein-
Kondensation plausibel.

Abschnitt 2.4.1 ist der Einfihrung weiterer Grol3en, insioelere den Selbstener-
gien, gewidmet, die im weiteren Verlauf dieser Arbeit einehtige Rolle spielen
werden.

e Anschliel3end behandelt das dritte Kapitel den Beweis dgeHuoltz-Pines-Rela-
tion. Um diesen durchzufiihren, werden wir uns in 3.1 mit dehvBnger-Dyson-
Gleichungen des homogenen bosonischen Systems befassefifé/dieser Glei-
chungen sind wir dann in Abschnitt 3.2 in der Lage, wichtigiéddentialidentitaten
exakt abzuleiten, die uns den Beweis der Hugenholtz-Fretation, den wir in 3.3
durchfiihren werden, ermdéglichen. Zuvor werden wir allegdiin Abschnitt 3.2 die
Differentialidentitéaten auch stérungstheoretisch blenen, um so die Unterschiede
zu Popovs Zugang besser deutlich machen zu kénnen.

Die Erarbeitung einer &quivalenten Formulierung der Hhgéa-Pines-Relation
auf Grundlage der Schwinger-Dyson-Gleichungen in Abdtiai.1 runden das
Kapitel ab.

e Kapitel 4 ist der Herleitung, der im folgenden wichtigen DgsBeliaev-Gleichun-
gen gewidmet. Diese Herleitung, die wir in Abschnitt 4.2 gelwverden, fihren wir
allerdings nicht wie sonst oft Ublich mit Hilfe von Feynmaaghen durch, sondern
mit Hilfe von Vertexfunktionen, mit denen wir uns in 4.1 bgegan. In Abschnitt
4.3 betrachten wir kurz den Zusammenhang, der zwischen gsorBbBeliaev-
Gleichungen und der Hugenholtz-Pines-Relation existiert

¢ Eine der grundlegenden Anwendungen, bei der die Erkers&riiber bosonische
Systeme einflie3en, ist das verdiinnte Bosegas. Deshallenveidin Kapitel 5 die
zuvor gewonnenen Kenntnisse innerhalb dieses spezigl&ri8s benutzen. Dazu
geben wir am Anfang eine passende Naherung der Selbstenengj aus der wir
in Abschnitt 5.2 mit Hilfe der Dyson-Beliaev-Gleichungeanen Ausdruck fur die
Greensche Funktion berechnen werden. Dies ermdglich umsdia in 5.3 folgen-
de Berechnung der Temperaturabhangigkeit der Nichtkasatsdichte.

Die in dieser Arbeit zentrale Hugenholtz-Pines-Relatiow.lihre aquivalente Dar-
stellung werden wir schlief3lich in Abschnitt 5.4 benutzem, die fir die Untersu-
chung des Bose-Einstein-Kondensats wichtige ,thermdlediep” in erster Loop-
ordnung zu berechnen.

e Eine Zusammenfassung schliel3t die Arbeit ab.
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e Einige wichtige Rechnungen, deren Resultate wir bendtigied in den Anhé&ngen
aufgeflnhrt.



2 Funktionale Methoden und die
Bose-Einstein-Kondensation

Die vorliegende Arbeit gilt der Untersuchung eines Systemshselwirkender Bosonen,
die sich bei endlicher Temperatur innerhalb eines endtidf@umensV = L2 befinden.
Insbesondere wird uns ein solches System im Bereich der-Bostein-Kondensation
interessieren. Die dabei auftretenden theoretischerebtaeliungen werden wir mit Hilfe
der Quantenfeldtheorie im Funktionalintegralzugang bdkt. Das vorliegende Kapitel
dient deshalb der Einfihrung dazu notwendiger MethodenaNem werden wir die Zu-
standsumme und andere wichtige Gro3en, wie zum Beispi&ienschen Funktionen,
als Funktionalintegral darstellen und aufzeigen, wie meamst Hilfe der Stérungstheo-
rie berechnet. Zusatzlich wollen wir durch Untersuchungktiessischen Feldgleichungen
plausibel machen, warum tiberhaupt eine Kondensationtauftr

2.1 Die grolBkanonische Zustandssumme

Bevor wir die Analyse unseres bosonischen Vielteilchetesys beginnen kdnnen, ist es
wichtig darzulegen, welche quantenstatistische Bedatingi des Systems wir tberhaupt
wahlen. Das oft benutzte Ensemble mit fester Teilchenzabgist sich namlich in unse-
rem Fall eines Zwei-Phasen-Gemisches aus Kondensat urigtaid als zu einschran-
kend in der Beschreibungsmaglichkeit. Vielmehr werden dgshalb den Zugang tber
das grof3kanonische Ensemble mit variabler Teilchenzahleralen. Die diesen Zugang
ermoglichende Groél3e der Quantenstatistik ist die grol3kanbe Zustandssumme

Z(T,V,u) = Spe FH-1N) (2.1.1)

In der angegebenen Form ist sie formal als Spur des Entwigklyperators in imaginarer
Zeit interpretierbar. Damitist es moglich, die angegel&mandssumme als Funktional-
integral in koharenter Darstellung zu schreiben [Gre0O4d§ deil3t unter Benutzung von
bosonischen, koharenten Zustanden. Die Wahl dieser koteswr&@ustande als Entwick-
lungsbasis fur das Funktionalintegral ist bei der Benugzaes grol3kanonischen Ensem-
bles sehr naturlich, da sich diese Zustande u.a. daduraeiabsen, dal sie keine feste
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Teilchenzahl besitzen. Die Zustandssumme erhalt damiBditalt

_ (B : 9 _
2T / D0l e 18 ar (y ax (w14 u}w(T7X))+H[w7w]>7 212

PBC

wobei die Funktionei, y, Uiber die integriert wird, gemaR der Bezeichnung ,PB@&n
periodischen Randbedingungen

‘IJ(T+B,X)=§U(T,X) w<T+B7X)ZW(T7X)

W(T,x+Le) = Y(1,X) W(1,x+La) =P(1,X) (2.1.3)

unterliegen. Mit Hilfe dieser Bedingungen wird das enddidfolumen, in dem sich die
Teilchen befinden, beriicksichtigt. Der auftretende HamdperatoH bzw. die entspre-
chende Hamiltonfunktiohl ist im Falle des bosonischen Systems mit Zweiteilchenwech-
selwirkung durch

HIB. g = [ dx(Z0P(1.)-0g(1.0)
\%

+5 [ Ay BEOREOU-YBEYPTY) (@214

V xV

gegeben.

Wie es bei Pfadintegralen typisch ist, so beschreibt auchndeé~unktionalintegral
(2.1.2) auftretende, Exponent (ohne Minuszeichen) dissid@he Wirkung des Systems,
die mit (2.1.4) die Form

B
STyl = [ dr( [ 0§ - 5 - HH(Ex)
V

0

3 [ axdyBT U yBEYU(Ty)) @215)

V xV

annimmt. Durch die periodischen Randbedingungen (2.%t333 moglich, diese Wir-
kung, bei der die auftretenden Funktionen durchxQmd (imaginéare) Zeit beschrieben
werden, auch mit Hilfe der entsprechenden Fouriertranstaten, die durch Frequena

h=1
2Periodic boundary conditions; diese explizite Bezeiclpnwerden wir allerdings im weiteren Verlauf
den Funktionalintegralen nicht mehr hinzufiigen.



2.1 Die grol3kanonische Zustandssumme

und Impulsk beschrieben werden, auszudriicken. Letztere berechriemgic

B
1 i X
w(wk) = 7<BV)1/2//deX e (WK X) (7, x)
0V

P (2.1.6)
1 i :
P(w,k) = W//deX e (TN g(1,x),
0V
wenn die Fourierzerlegung der periodischen Felder durch
W= o Y e Ty k)
(BV)]./Z ki:nZTIT
w=nff
1 _ (2.1.7)
HJ(T7X) = e|(oor+k-x) U,i(o.),k)
w:n%"

gegeben ist Nutzen wir diese Zerlegung fiir die einzelnen Summander2 ih.5), so
erhalt man

[t [ax@rx (g~ 5 - X

B
1 . 5 .
=S U(P)Y(p)= [dr [ dxeP¥{L L pre ™
BVO/ V/ e (2.1.8)

X

o

(p)
S W(p){-ip°+ & — 1w(p),
p

k=]

B
. 1 o
{—|p0+%]—u}w(p)ﬁ—v/dr/dxe' (F=Pp)
0o Vv

3Die w-Summation kann man auch durg f («w,) mit der Matsubarafrequena, = n%” ausdrucken. Wir
werden daftr im folgenden kuig,, f (w) schreiben. Entsprechendes gilt fir Bi&ummation. Darliber
hinaus filhren wir zur Vereinfachung der Darstellung dierd&&nx = (1,x) undp = (w,k) =: (p°,p)

ein, wobei wir letztere kurz als Impuls bezeichnen, und reactor allem bei Benutzung des Potentials
davon Gebrauch, das Argument als Index zu verwenden.
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sowie

B
%/dr / dxdy@i(T, X) (T, X)U (X — Y)W(T,y)(T,y)
0

V xV

=2, P(p1)Y(p3)UkW(p2)Y(pa)
3. Pk

1

B
XV3BZ/ / drdxdyePX e iPsxdk:(x-y) gpay g-ipay (2.1.9)
0 VxV

B 1
4BV plzn

P3,Pa.K
:Llﬁiv > W(P1)W(P2){Up;—ps +Up;—p,  P(P3)Y(Pa),

p1+pP2
=P3+pP4

P(p1)Y(p3){Uk + Uk }T(Pp2) W(Pa) Opy+py. pa+paO.pr—pa

wobei wirl (x) = V=15, U €% X undUy = U_y benutzt haben. Damit IaRt sich die Wir-
kung auch mit Hilfe der fouriertransformierten Felder durc

ST, := Y W(p){-ip°+ B — e (p)
p

+4BLV Z P(PL)P(P2){Up1—ps +YUpi—p, P (P3)P(pa) (2.1.10)

P1+P2
=P3+Ps

berechnen. Dies wird uns vor allem bei der Stérungstheaoegvol3em Nutzen sein.

2.2 Die klassischen Feldgleichungen und das
Auftreten einer Kondensation

Betrachten wir die klassische Wirkung (2.1.5) des bosdmiscSystems, so konnen wir
durch Variation die klassischen Feldgleichungen

B 5rp(?f, X) {% oK +/dVU (X—y)TF(T,y)wU,y)}w(r,x) (2.2.1a)
0= 5(,Ufrs,x) - {_% ~m M +/dyU (X —y)W(T,y)w(T,y)}w(r,x) (2.2.1b)
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errechnefi. Die durchgefiihrte Variation entspricht dabei der niestég Ordnung in der
N&herungsmethode der stationaren Phase bezuglich detdaatitegrals (2.1.2) bzw.
der Sattelpunktsapproximation. Das Ergebnis, die Gleigea (2.2.1), kbnnen als all-
gemeine Form der Grol3-Pitaevskii-Gleichungen in imagin&eit und ohne externes
Potential aufgefal3t werden. Sie besitzen eine einfache Nudl verschiedene Lésung,
namlichy = . = konst und@ = §.. Dabei bestimmt sich die Konstante aus der Wech-
selwirkung und dem chemischen Potential gemaf

0= —p+ [ dyU(x—y)|ee (2.22)

unter Benutzung des fouriertransformierten Potentigls- [dyU (x —y) zu

Yo = \/Uzoé"’. (2.2.3)

Eine bestimmte Losung der klassischen Feldgleichungeth daraus durch Festlegung
der Phas@ gewonnen. Das dem ganzen dabei zugrunde liegende Pribdip spontane
Symmetriebrechung: In der klassischen Physik werden dienSstrien des Systems und
damit die der physikalischen Gréf3en durch die Symmetriehdgrangedichte bzw. der
Wirkung beschrieben, was in der Invarianz unter den entbgreden Symmetrietransfor-
mationen zum Ausdruck kommt. In der Quantentheorie wirdalileagrangedichte aber
durch die grundlegenden Operatoren der Theorie darge®edlse Operatoren besitzen
je nach Zustand des Systems bestimmte ErwartungswerteerBis folgende Moglich-
keit. Die Lagrangedichte gehorcht einer Symmetrie, wathréer Systemzustand bzw.
der entsprechende Zustandsvektor diese nicht besitztfiibasdazu, dafl3 beobachtbare
GroRRen, wie zum Beispiel Erwartungswerte, nicht langerSleanmetrie der Lagrange-
dichte unterliegen. Einen solchen Prozel3, bei dem durctdig eines Systemzustandes
die Symmetrie gebrochen wird, nennt man spontane Symroetdkeung. Machen wir
uns dies durch Betrachtung der zum bosonischen Systenthénliaber stationaren und
einfacheren Lagrangedichte

L = 3= (O)* — 3Uo||* + || (2.2.4)

klar. Diese Lagrangedichte besitzt ebenso wie (2.1.5) giokaleU (1)-Invarianz, das
heil3t, sie ist invariant unter der Transformatig(x) — ((x) €“. Die Minima des zuge-

horigen Potentials sind durch
w— | Hdo (2.2.5)
Uo

gegeben (siehe dazu Abbildung 2.1) und werden charaksehstrweise durch die an-
gegebene Symmetrietransformation ineinander Uberflinder Quantentheorie werden

4Hierbei ist zu bemerken, daR die Feldes@ im allgemeinen nicht als zueinander komplex konjugierte
GrolRen aufgefalRt werden kdnnen [NO94], sondern als unapéogeinander betrachtet werden mus-
sen.



2 Funktionale Methoden und die Bose-Einstein-Kondensatio

V()
Y
_____ :,U\: T

Abbildung 2.1: Darstellung des Potenti®éy) und der zugehdrigen Minima

die klassischen Feldap durch Operatoren] ersetzt, und fiir den Grundzustand gilt
<P>=, /UﬂO €®, wobei die Phase zur eindeutigen Wahl des Grundzustandes festgelegt
werden muf3. Dadurch besitzt er allerdings nicht mehr dierSgirie der Lagrangedichte,

denn
_ | Hde ja o | H d(eta) [H do
<P >= Oé < e > 0e' + 0e' . (2.2.6)

Wir erkennen also, daf3 im Fall unseres bosonischen Sysédgdshlich eine spontane
Symmetriebrechung existiértEs 1aRt sich zeigen [NO94], daR damit auch eine Konden-
sation des bosonischen Systems einhergeht, und dai? diee[diet Kondensats in klassi-
scher Naherung bdi = 0 durchne = |c|? = Us gegeben ist. Dieser Wert wird aber, wie
wir im Kapitel 5 noch sehen werden, sowohl qguantentheate¢s auch thermisch durch
die sogenannte ,quantum depletion* bzw. ,thermal depi€timrrigiert werden.

2.3 Die Greenschen Funktionen

Innerhalb der Quantenfeldtheorie, und damit auch bei dé&mmendung auf Vielteil-
chensysteme, spielen die sogenannten Greenschen Fuarktiaw. Propagatoren eine
entscheidende Rolle. Sie sind Verallgemeinerungen dedeaulsdsungstheorie von Dif-
ferentialgleichungen bekannten Greenschen Funktioneo88& und kommen in vielen
Varianten vor - Einteilchen, VielteilchefM, = 0, T # 0, reelle Zeit, imaginare Zeit, ..
Die Bedeutung dieser Grof3en beruht zum einen darauf, daiBneitHilfe die wichtig-
sten physikalischen und experimentell mel3baren Eigeftschaines Systems berechnet
werden kénnen. Zum anderen ist es moglich, die PropagatoiteHilfe der Storungs-
theorie auf systematische Weise zu berechnen.

SDiese findet allerdings erst unterhalb einer kritischen @eratur statt.

10



2.3 Die Greenschen Funktionen

Wir definieren die Greenschen Funktionen (bei endlicher pleattur, in imaginérer
Zeit) durch das Funktionalintegral

G™ Py PP+ Ph) = 5 [ AT, 0] W(pa) - W(Pm)B(Ph) + B(p) 5P,
(2.3.1)
Es ist moglich, diesen Ausdruck auch im Operatorformalsihurch entsprechende Er-
zeugungs- und Vernichtungsoperatoren gemaf

G™"(py-- pmi Pr-- PR) =< T[@(p1) -+ P(pm) P (PL) - PT(P] > (2.3.2)

darzustellen [NO94], wobel die Operatoren in imaginarer Zeit ordnet uad > den
thermischen Erwartungswert bezeichnet. Die durch (2@=fihierten Greenschen Funk-
tionenG'™" haben allerdings den Nachteil, daR sie die Kondensatiorbdssnischen
Systems nicht explizit berticksichtigen. Die einfachsteghtihkeit [Pop83], dies zu &n-
dern, besteht beim Funktionalintegral in der Aufspaltung

PY(X) = X (%) + e (2.3.3a)
T(X) =X(X) + T, (2.3.3b)

innerhalb des Wirkungsfunktionals, bei dg¢ eine noch beliebige komplexe Konstante
darstellt, deren Zusammenhang mit dem Kondensat spaggdtehit wird. In der Impuls-
darstellung nimmt (2.3.3) die Form

W(p)zw//d'[dx e'pxw< )

(2.3.4)
_ px
- m//drdxe' (X0 + )
= X(p) + (BV)"*cp0
und entsprechend
W(p) =X(P) + (BV)"*Wcdpo (2.3.5)
an. Nun ist es moglich, die Greenschen Funktionen
G™(p1-+ Pmi Py Z/dx X] X(P1) - X(Pm)X(PY) - - X(pl,) € SX+WeX+del
=< T[R(py) - R(Pm)X " (PH) -+~ X" (PD)] >
(2.3.6)

zu definieren, die, wie wir noch sehen werden, eine expl&#ieandlung der Kondensa-
tion erlauben. Im folgenden werden wir das dabei auftretdidkungsfunktionay +

11



2 Funktionale Methoden und die Bose-Einstein-Kondensatio

P, X + Ye] kurz mit §x, x] bezeichnen, obwohl dadurch zu beachten ist, daf3 durch
S, Y] und S, x] zwei unterschiedliche funktionale Zusammenhéange gegshbeh
Aufgrund von (2.1.10) gilt fur letzteren

S[X+Tﬁc,x+wc]
—Z +(BV)Y2WBp0) {—1p°— B= — u} (X (p) + (BV) Y2 Wedpo)

+45i\/ Zp (X(p1) + (BV)Y2W8p0) (X(P2) + (BV)Y?W8p.0) {Ups—ps + Ups—pa}
—m+m

x (X(p3) + (BV)l/chap o) (X(pa) + (BV)Y2cBp.0)
=<BV)0!+ZY(|O —ip?— & — u3x(p) + (BV)Y2(¥x(0) + X(0)y)

+|ch|22X {UO+up}+zz WEX(P)X(—p) +W2X(P)X (—P)) Up

+2(B\})_1/_2 plz (YeX (P1)X (P2) X (p3)+wcx(p1) (P2)X(P3)) {Up, +Up,}
=ps

+tagv > X(PUX(P2)X(P3)X(Pa){Upy—ps +Up,—ps}

P1+P2=
P3+p4
(2.3.7)
wobeia undy durch
= |el? (3l@e|Uo — 1) (2.3.8a)
y:= e (|¢e|Uo— p) (2.3.8b)

gegeben sind. Es ist noch zu bemerken, daR3 die GreenschktioRenG™" eine beson-
ders einfache und zugangliche Form besitzen, falls

_ <P(p=0)>
Y= (BV)172 (2.3.9)
gesetzt wird; dann gilt nAmlich insbesondere
GH0) =< X(p=0)>=0 und (2.3.10a)
G%1(0) =0. (2.3.10b)

Nachdem wir nun die Greenschen Funktionen definiert habeltt, sch nattrlich die
Frage, warum sie denn in so engem Zusammenhang mit beobeahiGroien stehen.
Dies wird plausibel, wenn man bedenkt, daf} die PropagatdscErwartungswerte von
Feldoperatoren darstellbar sind und dal3 innerhalb dertew&)uantisierung mefl3bare

12



2.3 Die Greenschen Funktionen

GroRRen ebenfalls durch diese Feldoperatoren beschriebaten: So gilt zum Beispiel
fur die Teilchenzahl eines Systems

N= lim /dx< PTxTHP(X,T) >= lim dxGH(x, Tix, 1)

Tt—T Tt—T

beziehungsweise unter Ausnutzung der translatorischemiémz, bei der die Greensche
Funktion nur noch von der Differenz ihrer Argumente abh@ngt

= lim [dxGM(x—x,T—1") = lim dx—ZeI P40 ) M (py p)

T+—>r Tt—T

— lim = ipPe ~1.1,
gll)r& %e‘ G (p;p). (2.3.11)

Wir sehen also, dal3 es tatséchlich maglich ist, physikadi€eré3en mit Hilfe der Green-
schen Funktionen zu berechnen. Fir die Dichte des Systégtsiit (2.3.11)

p= ;zive"l& S e G (p;p). (2.3.12)

Ersetzen wir die Greensche Funktifi! durchGL! geman

G (p;p) = % / AW, ] w(p)T(p)eSP¥
Z/dX X] +(BV)Y20ep,0) (X(P) + (BV) Y2 Bp0) € XA

= GM(p;p) + (BV >1/26p,o (G 1P+ GHo ) + BV e S0,
(2.3.13)

so erhalten wir mit der Wahl (2.3.9) die Relation

1 .
p= Bv gILFBL Z gre G (P p) + e, (2.3.14)

die uns die physikalische Bedeutung der Konstamigangibt. Legen wir ndmlich die-
se beliebige Konstante durch (2.3.9) fest, so erhf® die natiirliche Bedeutung der
Kondensatsdichta., das heil3h, = |ch|2. Insbesondere wird damit deutlich, warum die
Einfihrung vonys. eine explizite Behandlung des Kondensats erlaubt. Wir ereral-
lerdings die Konstante bis zum Beweis der Hugenholtz-PReation nicht festlegen,
sondern weiterhin als beliebig zulassen, da mit der duréhqRerreichbaren einfacheren
Darstellung der Greenschen Funktionen auch einige Eidaskhngen verbunden sind,
die wir zun&chst vermeiden méchten.

13



2 Funktionale Methoden und die Bose-Einstein-Kondensatio

Die Berechnung der Greenschen Funktionen kann auf einfathse mit Hilfe des
erzeugenden Funktionals

Z[3,J] :z—l/d[y,x] e SXX|HT x4 (2.3.15)

durchgefiihrt werden. Es hangt von den skalaren FunktidnewlJ ab, welche aufgrund
der Entsprechung in der zugehdrigen Lagrangedichte ascu8lere Quellen bezeichnet
werden. Die Ankniipfung vod undJ an die Felder erfolgt dabei tiber

J(p)x(p)  bzw. (2.3.163)

X-J:=S Xx(p)I(p). (2.3.16b)

Unter Benutzung der funktionalen Ableitung vapJ, J] nach den &uReren Quellen wer-
den nun gerade die Greenschen Funktionen generiert, wenrdimableitung an der
StelleJ = 0 = J betrachtet. Dann gilt namlich

6m 5” —
53(p1)...53(pm) 3300530y 219 I 303

1 X k2 V2 —SY. 3. Y -
= z/d[x,x] X(P) - X(Pm)X (1) - X(ph) & SXXFIXXI 5 (2:3.17)

Der fur die korrekte Normierung der Greenschen Funktiormwendige Vorfaktoz —*
im erzeugenden Funktional (2.3.15) fuhrt dazu, daf letgteuf Eins im Sinne von

20,350 =27 [ diXx) &SN =1 2:3.18)

normiert ist. Wir werden im néchsten Abschnitt feststelldal? dadurch ebenfalls die
Berechnung des Vorfakto® 1 bzw. der groRkanonischen Zustandssumme méglich ist.

2.4 Storungstheorie und ihre Darstellung durch
Feynmangraphen

Die angegebenen Greenschen Funktionen ebenso wie dieagrafdkche Zustandssum-
me kdnnen im Fall der wechselwirkenden Bosonen nicht exatgdihnet werden. Viel-

mehr sind Naherungsmethoden fur ihre Bestimmung erfactietEine dieser Methoden,
die Storungstheorie, basiert auf der im Funktionalinte(®a.15) durchfihrbaren Auf-

spaltung

S=9+85, (2.4.1)
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2.4 Storungstheorie und ihre Darstellung durch Feynmaringna

bei der die Terme, die die Wechselwirkung beschreiber§ iisoliert werden und der
dadurch auftretende Fakto? én einer Potenzreihe entwickelt und integriert wird. Dazu
ist es allerdings notwendig, zuvor die Grol3e

203, = 25* [[dxX,x] & SN X3 (2.42)
mit
Zo— [ dix.x] & % (2.4.3)

des Systems ohne Wechselwirkung zu berechnen. Ist diesggriukdnnen wir namlich
das erzeugende Funktional des Systems mit Wechselwirknngdie daraus konstruier-
baren GrofRen durch Entwicklung der Relation

Z[J3,J] = Z_l/d[y,x] e SXXI+T- X+X -3
:Z_l/d[y,x] e—SO[YvX}—S[YvXH—j')H-Y'J

_ 71 / Ay, x] e SXX g DX X+ XX -3

24.4
— Z‘l/d[y,x] e,a[%%} e SlXXI+3- x+X -3 (2.4.9)

o o - = -
_ 71505353 /d[Y,X] e SOlX.X|+J- X+X -3
S 6,
- %eS[amﬂzo[J,J]

bestimmen. Die dazu notwendige Kenntnis des FunktionatsZRIal3t sich mit Hilfe
einer Variablentransformation gewinnen, die die lineakbhangigkeiten inJ undJ wei-
testgehend eliminiert. Diese Transformation

—x =x—C
X (2.4.5)
X=X =X—¢
bei der die neuen Integrationsvariablen durch gestrickio8en dargestellt werden und
bei der Uber und { noch geeignet verfugt wird, stellt nur eine funktionalengiation

dar, so daR aufgrund voriyd, x'] = d[X, x|
Z0[3,3) = Zol/d[Y’,X'] e X'+ X ++T- (X' +O)+(X'+{) - (2.4.6)

folgt. Nutzen wir nun die explizite Gestalt der Wirkung (Z.Bund insbesondere den
wechselwirkungsfreien Antell

SX.X1 = Y X(AP) X(p)  mitA(p) = (-ip’+ E—p) 7t (24.7)
p
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2 Funktionale Methoden und die Bose-Einstein-Kondensatio

so laRit sich der Exponent des Integranden in der Form
3 [(X'(P)+(M)AP) (P~ (X' () +(P) ()
+X'(PAP) "7 (p) — X' (P)I(p) (2.4.8)
+ X' (P)A(R) X (p) = L (PI(P)|

schreiben. Er vereinfacht sich noch weiter, wenn wir flrribeh geeignet zu wahlenden
Funktionen? und{ setzefi

A(p) ¢ (p)—J(p) =0 (2.4.9a)
A(p) ¢ (p)—I(p) =0. (2.4.9b)

Daraus ergibt sich fir das erzeugende Funktional ohne Waeinkung (2.4.6)
203,/ =2" . ] & WA
—= Zalez j/d[Y/,X/] e*&)[7/7X/] .

Da das verbleibende Funktionalintegral gemaf (2.4.3)cheet werden kann und da
die Funktion{ (p) durch die Wahl (2.4.9a) festgelegt wurde, folgt letztligh dinfache
Gestalt

(2.4.10)

Zo[3,J] =" (2.4.11)

Dieses Resultat ermdglicht es uns nun zusammen mit (2dad)erzeugende Funktional
des Systems mit Wechselwirkung durch die Stérungsgleghun

o 9 ~
Z[3,] = %es‘ RANNIFST (2.4.12)
auszudricken, die zusammen mit der Normierdf@0] = 1 die Grundlage bildet, um
sowohl die Greenschen Funktionen, als auch die gro3kast@niBustandssumme sto-
rungstheoretisch zu entwickeln und zu berechnen.

Um die Stérungsentwicklung dieser Grol3en zu vereinfadlsérs zweckmalig - und
fur viele strukturelle Aspekte auch Uberaus nutzlich - denfe dieser Entwicklung
graphisch durch sogenannte Feynmandiagramme (bzw. imamdeall durch Hugen-
holtzdiagramme) darzustellen. Hierzu wird durch festgeddRegeln eine Eins-zu-Eins-
Korrespondenz von Stérungstermen und Graphen herges&tblr die graphische Ent-
wicklung hinaus ist es tatséchlich sogar moglich, die katiplStérungsentwicklung der

®Hierbei wird deutlich, da und{ nicht einfach zueinander komplex konjugierte GréRen sind.
’Insbesondere erkennt man hierbei, daR der (wechselwisk)ingje Propagato@(l)’l(p; p'), der im fol-
genden eine wichtige Rolle spielt, duriip)d, y gegeben ist.
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2.4 Storungstheorie und ihre Darstellung durch Feynmaringna

GrbBen%Gm” und % durch das Zeichnen von Diagrammen zu ,berechnen”. Die dazu
erforderlichen, folgenden Feynmanregeln in dexk)-Darstellung beschreiben sowohl
die graphische Bestimmung deten Ordnung dieser Stérungsentwicklung als auch die
Ubersetzung in algebraische Ausdriicke:

I Zeichne alle unterschiedlichen Diagramme, dierauvertizes der Menge{ o

-, ; ) ; >—, —<, ><} bestehen und so durch gerichtete Li-

nien verbunden sind, dafl ausgehende undeingehende Linighverbleiben. Da-

bei sind zwei Diagramme als unterschiedlich zu betrachtenn sie nicht topolo-

gisch deformiert werden kdnnen, bis sie komplett Gbergmaen (einschliel3lich

der Pfeilrichtung). Der algebraische Ausdruck eines dezrbaltenen Diagramme
ergibt sich wie folgt:

Il Jeder aus- oder eingehenden Linie ist ein bestimmter aws-éuagehender Im-
puls der storungstheoretisch betrachteten Grol3e zuzewrdariber hinaus wer-
den auch den inneren Linien unabhangig voneinander Impguigeordnet. Der al-
gebraische Ausdruck des Graphen errechnet sich nun, indenfiimjede Linie den
freien Propagator

im folgenden kurz Propagator, multipliziert. Fir Liniengén ein und demselben
Vertex beginnen und enden, ist bei der expliziten Berecrli@ Benutzung eines
konvergenzerzeugenden Faktor%diﬁ%s notwendig.

E—

8Die aus- und eingehenden Linien werden auch duRere BeinBidgeamms genannt. Die Grb%
besitzt keine aufReren Beine.
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2 Funktionale Methoden und die Bose-Einstein-Kondensatio

Il Weiterhin ist fir jedes Auftreten eines Vertizes der ergspende Faktor

« =—[BVa
oo = —(BV)?y3p0
p=0 _(BV)1/275p,0

5ot = —|Wel*(Uo+Up,) 3p, p,
R _wguplapl,*r)z
B T ~WeUp,8p,.

p1 Tﬁ
>p2 Pz — (vil/z (Upl + Upz) 6|01+|027|03

P2 ch
s p1< INTEE (Upy +Upz) Bpi-pz s

p2 Ps 1
p1><p4 B _B—V (Upl—pS + Upl_p4) 6pl+ P2,P3+Pa

zu multiplizieren.
IVE Der so erhaltene algebraische Term wird dann tber alle@mienpulse summiert.

Vg Schlief3lich ist jedem Diagramm bzw. seiner algebraischarstllung noch ein
Vorfaktor, der sich aus der Symmetrie des Diagramms bestimimzuzufiigep.
In der gangigen Literatur wird dieser Symmetriefaktor ¢éidirweise implizit be-
handelt, d.h. bei der Verwendung der Graphen nicht anggfébndern erst bei
der algebraischen Berechnung bertcksichtigt. Wir wergagm\rfaktor allerdings
explizit behandeln, also schon in der graphischen DaustgiVerwenden.

Um diese Feynmanregeln zu verdeutlichen, betrachten widdtte Ordnung in der
Storungstheorie. Ein entsprechendes Diagramm zur Bemeghxon %G“(p; p') ist

nach E beispielsweise durch
—C}Q (2.4.13)

gegeben. Es besteht aus drei unterschiedlichen Vertines,&ul3eren Beinen und vier

inneren Linien. Wendet man nun die FeynmanregelfiME an, so erhalt man gemal der
Beschriftung

(2.4.14)

°Die allgemeine Berechnung der Symmetriefaktoren ist isetie Fall durch die groRe Anzahl von Verti-
zes etwas aufwendig. Die dazu notwendigen Regeln sind [RR@p8ntnehmen.
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2.4 Storungstheorie und ihre Darstellung durch Feynmaringna

den algebraischen Ausdruck

S ABPIAPIAISP(P) [—(B\Tﬁ Uy +Up) 8 1]

c 1
x [—JW(UpZJrUpg)CSpﬁpg,m] [—B—V(Ups—m"'upa—p)‘sps,p}’ (2.4.15)

der sich aufgrund der Kroneckersymbole, die die Impuldarhg an jedem Vertex zum
Ausdruck bringen, wie folgt vereinfacht

2
<|gl\6/‘)2 S (Up+Up,)*(Uo+Up p,)A(P)°A(P)A(P)A(P2 +P).  (2.4.16)
P2,P4

Unter Benutzung der Feynmanregeln gemal dem angegebeispieBeder auch mit
Hilfe des erzeugenden Funktionld, J] lassen sich nun also sowohl die normierte, groR-
kanonische Zustandssumngeals auch die Greenschen Funktior@h" bestimmen. Ih-
re Entwicklungen bis einschlie3lich zweiter Ordnung karanmach langerer Rechnung
durch folgende graphische Ausdriicke angeben:

Z

Z:: 9 =1+ -+Q+1/28 +1/2:+. O+1/2. 8+H
+ O O 2O+ O+ OO + 1263 + 18y +1/2( ) (2.4.173)

+1/88 8+~{}+»~Q+V28@+8

GO=@— = + (O— + + +.Q +{ O~
+ O 112 O+ O 12— +O£l + X

(2.4.17b)

Cl=@g =~ +(O—+ + +.Q + O~
+ O 192+ O 1125~ +O-Q +Q©+

(2.4.17¢)
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2 Funktionale Methoden und die Bose-Einstein-Kondensatio

GHl= —@p— = — + +©+—H-+ ! + !

+ ==+ =+ +C>+O + Q)
+§+Q—Q»+l/z+€}»+

+ =+ H—+ CP + CP

+ OO

(2.4.17d)

GOl= — @ = — + —= + + +1/2Q
+ O+O + ! + ===+ ==+
+ <=+ OO~

(2.4.17¢)
G =~ =~ e+ + +1/2Q
+ ©+© + ! + ==+ -+
+ A=+ -0~

(2.4.17f)

Die GrolReg wird dabei durch die Summe der sogenannten Vakuumdiagrashange-
stellt. Diese treten auch bei der Berechnung der Greendelektionen auf, wenn man
die angegebenen Feynmanregeln verwendet, fallen aben dachberganQZ—OGm’” —
G™" heraus [Mag05].

2.4.1 Klassifizierung von Graphen

Bei der Darstellung der Greenschen Funktionen und der grafskschen Zustandssum-
me durch Feynmangraphen (2.4.17) fallt auf, daf} zwei vezdehe Arten von Diagram-
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2.4 Storungstheorie und ihre Darstellung durch Feynmaringna

men existieren, ndmlich die zusammenhangenden und disamzuenhangenden. Zum
Beispiel ist das Diagramm— —— unzusammenh&ngend. Darunter verstehen wir, dal3
es in mehrere Unterdiagramme eingeteilt werden kann, sad@aBul3eren Beine und
die Vertizes eines Unterdiagramms nicht durch Propagatarié einem anderen Unter-
diagramm verbunden sind. Da die Summe aller solcher unzueaimangenden Graphen
einfach durch Produkte von Greenschen Funktionen datijesteden kann, ist es nutz-
lich, sich vor allem den zusammenhangenden Graphen zun@nennd insbesondere
auch den zusammenhangenden Greenschen Funkt@h&rDas sind genau die zusam-
menhangenden Anteile der Greenschen Funktid®@f in deren graphischer Entwick-
lung. Es gilt also

G'= O~ =—~—+O—+ + .0 +{ O~
+ O 12 = + o >«+»—+1/2€}»+QQ+OQ»

(2.4.18a)

Gl= O~ ==+~ + - +.Q +{
+ >«~«—+1/2<>*+< M—+1/2@*+Q@+OO+

(2.4.18b)

Gol= —O— = —+ O i + ! +
+Q+ O n O +§+QQ+1/2+@&

+ O+ H—+ CP + CP

_|_

(2.4.18c)
Gl= O~ = + + +1/2 Q NG
N DU S } + O~

(2.4.18d)
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2 Funktionale Methoden und die Bose-Einstein-Kondensatio

Gl = (O~ = + + +1/2 Q + O
s Qe +i+——% .

(2.4.18e)

wobei wir generell die zusammenhangenden GreenscheniBnekiGe™" durch :
darstellen werden. Trotz der Anschaulichkeit der topaolgen Definition dieser Propa-
gatoren ware es sehr nutzlich, auch eine rein algebraisekgnBnungsmaglichkeit der
G¢"" zu besitzen. Eine solche ist tatsachlich durch das entspnele erzeugende Funk-
tionalW([J, J] gegeben, daR die Form

W3, :=In(£2[3,3)) =In(Z3,I) +W  mit " := £ (2.4.19)

besitzt. Daraus lassen sich die zusammenhéangenden Grearfaenktionen durch

Gg"(P1-- Pm; P+ Pn) = 5j(pl)§r.n5j(pm) 5\](;&)?53(%)\/\/[1 Il3=0-3 (2.4.20)

errechnen. Zusatzlich kann man nun einfach den explizitessazhmenhang zwischen den
G™" und denGg*" angeben. Es gilt beispielsweise

2 _
G*%(p,p’;) = W [9,9][3-0-4

=" st € o
:efw%m@%/([m}e “]>|~’ 0=3 (2.4.21a)
= e W( W, I+ S SR W
<5J(p§5§J(w W(J, )] ([g;]> Z[3,3]320-3
=GZo%p,p's) + G%O(p>-G%°(p>
und entsprechend
G*H(pip) = Gel(pp) +Ge () - G O(pi)- (2.4.21b)

Die graphische Darstellung dieser Beziehung lautet

) = ~O—+—~—O O~ (2.4.22a)
Q— - —O— +—0O O~ (2.4.22b)
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2.4 Storungstheorie und ihre Darstellung durch Feynmaringna

und erlaubt eine Verifikation mit Hilfe der Entwicklungen42L7) und (2.4.18). Die in
(2.4.19) eingefuhrte Normierungskonstawe= In z% fuhrt zu

W[j7 J] ‘j:O:J - W7 (2423)

und ermoglicht die Berechnung der zusammenhangenden Najaaphen, die durch

W= QO =- +O+1/28 +-—H+1/2<:>+1/2O+O———Q
+1/2@+1/8@+1/2 +H{}+~»Q+8

gegeben sind.

(2.4.24)

Neben dem Merkmal, dal3 alle Diagrammteile zusammenhaggem®s noch eine wei-
tere topologische Eigenschaft, die es erméglicht, die gafizahl von Feynmangraphen
geeignet zu klassifizieren, und die uns auf Grél3en fuhrtcheeliel einfacher als die
Greenschen Funktionen sind, aber dennoch deren physikallshalte vollstandig be-
stimmen. Diese Eigenschaft ist die sogenannte ,1-Teildheduzibilitat“. Ein Graph
besitzt diese Eigenschaft, wenn es nicht moglich ist, imshiliZerschneiden einer inneren
Linie in zwei unzusammenhangende Teile aufzuspalten.t3ispielsweise der Graph

~—( X~ 1-Teilchen-irreduzibel, im folgenden kurz irreduzibe&hwend

reduzibel ist, da er durch Zerschneiden eines Propaga&t(nii@*{:}-‘gl in zwei Tei-

le zerfallt. Betrachten wir den algebraischen Ausdruckeﬁ;eDiagramrﬁs (2.4.16), so laft
es sich als

|| 2 1
> (Up+Up,) “A(p2)A(p2 + p)}A(D)[ BV Z(UO+Up—p4)A(p4)]A(p)
Pa

BV P2
(2.4.25)
schreiben, und wir erkennen, daf? die Diagrammteile, diedatech eine Linie miteinan-
der verbunden sind, einfach multipliziert werden - abgeselon den zusétzlichen Pro-
pagatorer\(p). Es gibt also keine gemeinsame Summation. Um die Impulsejigiéeit
dieses Diagramms zu bestimmen, gentigt demzufolge nur dietKis des freien Propa-

gators und der zwei irreduziblen Graphe—n(:}—» : -Q» . Letztere lassen sich mit Hilfe

der Feynmanregeln berechnen, wobei nun aber die sonstisesiittigten Propagatoren
der aul3eren Beine weggelassen werden. Man spricht in didgssammenhang auch von
der ,Amputation“ der &ufReren Beine, und die entsprechemnajghgsche Darstellung ist
durch die amputierten Linien— , <« gegeben.

a(p)|
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2 Funktionale Methoden und die Bose-Einstein-Kondensatio

Wir erkennen an diesem Beispiel, dal3 letztlich nur die Keisrder irreduziblen Gra-
phen entscheidend ist, um alle Feynmandiagramme zu bestimdnd damit ist insbe-
sondere plausibel, warum gerade die irreduziblen, zusarthémgenden Anteil@ = der
Greenschen Funktionen bzw. der Vakuumgraphen, die durch

30— @ = +O+1/28 +1/2Q+1/2O+8
+ 1/2@ + 1/8@ +1/2

0= @ = ot O+ O+ 12 O +125~+ (X )~ (2.4.26D)
501 _. = et O+ O+ =+ Y2~ + X~ (24.260)

zlvl;._@**+»Q+Q+8+l/2>—@*

(2.4.26a)

(2.4.26d)

+ O 2 O
20 @~ = o+ A 1 Q (2.4.26€)

502 _. @ = —— + ._Q_. +1/2 Q (2.4.26f)

gegeben sind, im generellen als auch speziell im folgenitherse wichtige Rolle spielen.

10 urz Selbstenergieanteile oder Selbstenergien.
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3 Die Hugenholtz-Pines-Relation

Im Jahr 1959 konnten Hugenholtz und Pines in ihrem bekanktekel ,Ground State
Energy and Exitation Spectrum of a System of Interactingoes [HP59] eine Bezie-
hung zwischen dem chemischen Potential und den Selbsteaetgjlenz’! und 29,
beide fiirp = 0, ableiten. Mit Hilfe dieser Hugenholtz-Pines-Relation

>110) 4+ pu = 2290) (3.0.1)

ist es moglich, zu beweisen, daR die phononischen Anregungen des Bosesyisei ver-
schwindendem Impuls eine verschwindende Energie besixan entsprechende Ener-
giespektrum bezeichnet man dann als ,gapless”. HugenhalizPines konnten somit
zeigen, dal3 fur solche Theorien, die einen falschlichemn@piim Anregungsspektrum
vorhersagen, der Grund fur das Auftreten eines Sprungesrimionsistenten Behand-
lung vonx11 und>20 liegt. Ihre Relation spielt deshalb eine Schlusselroliedee Klas-
sifizierung von Naherungsmodellen fir kondensierte, bissbe Systeme und ist auch
nach Gber 40 Jahren seit der ersten Vero6ffentlichung noge@tand aktueller Forschung
[HM65, Gri96, EOYO05].

Wir wollen in diesem Kapitel auf die zugehorigen Arbeiten|p83, Pop87, PY88] von
Popov Bezug nehmen. Der Autor hat namlich in seinen Puldbikah gezeigt, wie die
Hugenholtz-Pines-Relation fir endliche Temperaturerdans Funktionalintegralforma-
lismus unter Benutzung eines grof3kanonischen Ensembiggltugenholtz und Pines
betrachteten nur den Fall= 0 bei fester Teilchenzahl). Allerdings weist seine Behand-
lung der Problematik zwei Schwachstellen auf. Zum einesaste Beweisargumentation
nicht stichhaltig und fuhrte ihn deshalb zu einer inkoreekBehandlung von Vertizes.
Zum anderen benutzte er in seinem Beweis der HP-Relatiageeldentitaten, deren
Gultigkeit er nur in endlicher Ordnung der Stérungsreclygmachweisen konnte.

Wir werden im folgenden eine korrekte Ableitung der HugdttiBines-Relation an-
geben. Insbesondere werden wir dazu auch die allgemeirig kil der angesprochenen
Identitaten beweisen. Bevor wir uns aber dem eigentlichewess der Relation (3.0.1)
zuwenden, werden wir die Schwinger-Dyson-Gleichungernvdesuns betrachteten Bo-
sesystems herleiten, da diese im darauf folgenden Bewwsegitscheidende Rolle spie-
len werden.

1Es sei darauf hingewiesen, daR aufgrund einer anderenivbergonvention bei den Greenschen Funk-
tionen in einigen Arbeiten auch die Relation gls- 311(0) — 22°(0) angegeben wird.
2Wir werden im Kapitel 4 darauf zuriickkommen.
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3 Die Hugenholtz-Pines-Relation

3.1 Die Schwinger-Dyson-Gleichungen

Die Schwinger-Dyson-Gleichungen bilden ein System uriehdlieler, gekoppelter In-

tegralgleichungen, die von den Greenschen Funktionefitesgrden. Diese Gleichun-
gen kdnnen nicht-approximativ abgeleitet werden und somaitsexakt. Allerdings lassen
sich mit diesem System nur schwer analytische Ergebnigselear, da es nicht endlich
abgeschlossen ist [Nas78]. Trotzdem werden wir im folgardiese Schwinger-Dyson-
Gleichungen fir die von uns betrachtete Theorie des Bosaagsherleiten, um sie im
Anschlufd bei der Ableitung der Hugenholtz-Pines-Relaiarbenutzen. Dartber hin-
aus bieten die Gleichungen ebenfalls die Moglichkeit, Mahgsausdrticke - sowohl in
der Entwicklung nach der Kopplungskonstanten als auch irLdepordnung - fir die

Greenschen Funktionen zu bestimmen. Diese Tatsache wsrdaireinigen Rechnungen
zur Analyse des verdiinnten Bosegases sehr hilfreich sein.

Der Ausgangspunkt flr unsere Herleitung ist die Gleichung

0= [diX.xX] 525 e STEHIXA, (3.1.1)

die die Invarianz des Mal3es unter Translationen zum Augkdodagt [Vas98]. Durch
explizite Differentiation und Muliplikation des VorfakteZ~* ergibt sich

02 [dxx] (-~ 535 Xox)+3) e STAT X2
:zl/d[Y,X] (__@?Sp‘) [%’%]Jrj) e S 842)
_ oS 10 O 3 J
= (~at 8 55)+3) 2391

Die Gleichung (3.1.2) fir das erzeugende Funktiadl J] kann als kompakte Schreib-
weise aller Schwinger-Dyson-Gleichungen aufgefal3t werda man letztere durch funk-
tionale Taylorentwicklung und = 0 = J erhalt.

Speziell fir das von uns betrachtete System des Bosegégasnioder Wirkung (2.3.7)

Ye 5 5
BV plzpz (Ups+Yp,) .01 5305 3 53]
=ps

Pe 5 5 (3.1.3)
¢ __ Up, +Up,) 8p py 72— +-2—
T 2(3\/)1/2 plprz( pr T pz) P:P353(py) 53(p2)

=ps

!
2BV

5 5 & ~
> (Upi—ps +Ypi—pa) Bp.pr 5300 530 53pa) ~ Y(P) }Z[J, JJ.
P1+p2
=P3+Ps
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3.1 Die Schwinger-Dyson-Gleichungen

Wir gehen nun gemal (2.4.19) zum erzeugenden Funktionauwdammenhéngenden
Greenschen Funktionen tiber. Dazu fiihren wir der Ubergibikit halber die Schreib-
weise

. 5m 6[’] —
Wor..mi1.n *= 53050)...33 00 330018300 W 1) (3.1.4)

ein und erhalten aus (3.1.3) die Gleichung

Wy = —A(p) { (BV)*/2y85.0-H{ Wl (Uo+ Up)Wpy -+ WEUW

Ye

+ (BV>1/2 Z (Upl+Up2)5p7p1(Wps\p2 +VV|I02WP3|)
P1+-P2

=p

3

[
+7§ Up, +Up, ) Op pa (W, p,1 + Wy, (W,
2(3\/)1/2&%'02( p1 pz) p7p3( P1p2| P1l p2|) (3.1.5)

1

+ — Up.—p-+Up:—p, )0

ZBV plzpz( P1—P3 P1 p4) P;P1
=P3+P4

 (Wogp pa +Wsa g Wi, + 2Wpg W, p, + W W, Wip,) — J(p>}

in den FunktionaleMVy/ 1. Durch Auswertung an der Stelle= 0 = J erhalten wir
daraus unter der Berucksichtigung, dal’ die zusammenhdegebreenschen Funktio-
nen durchGe™" (Y, ..., Pni P1, -, Pn) = (Wyr__mi1..n) l3_0—, 9egeben sind, die erste der
Schwinger-Dyson-Gleichungen. Die Ubrigen Gleichungégeio analog durch sukzessi-
ve Differentiation von (3.1.5) nachbzw.J und anschlieRender Auswertung an der Stelle
J=0=J.

Um die Lesbarkeit der Schwinger-Dyson-Gleichungen zu leeh{ist es angebracht,
diese in ihrer graphischen Form zu verwenden. Dazu benutiedie Feynmanregeln
und erhalten fir die ersten Gleichungen

SD-Gleichung fiir GO

Q—-—o—»—+Q—-—-—-—+Q—4—-—»—+®—»+2>~+1/2@—»

+1/22>~ +1/2@—» +1/2§—~ + §—~ +1/2©v§~

(3.1.6)
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3 Die Hugenholtz-Pines-Relation

SD-Gleichung fiir Gt

—-—Q—-————+—-—Q—H—»—+—-—Q«—-—-—++®»+——Q—CP—

+ _Q_i + _Q_i +12 Q) Y + 12—
+1/2—O:i +1/2—O& + ‘O& + ‘Qﬁ

SD-Gleichung fiir G%O

(3.1.7)

+<>++<>+~~++<>+~~++c®o++{>i

4 _Qi + _Qi RO e (O o=
af oo g

Es ist nun ersichtlich, dal’ es mit Hilfe dieser und den héh8ahwinger-Dyson-Gleich-

(3.1.8)
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3.1 Die Schwinger-Dyson-Gleichungen

ungen maglich ist, sich systematisch durch iterativesdires die zusammenhangenden
Greenschen Funktionen in der Entwicklung nach der Koppkogstanten zu beschaffen.
So verbleibt zum Beispiel in nullter Ordnung, d.h. ohne VWstWwirkung, in (3.1.7) nur
der freie Propagator - wie man es auch erwarten sollte. Auftitiche Weise kann man
sich die Loopentwicklung der angegebenen Greenschenibaektbeschaffen.

3.1.1 Schwinger-Dyson-Gleichungen in Bezug auf >10

Fur unsere Zwecke ist es nutzlich, wenn wir uns nun der Gleigh(3.1.6) zuwenden.
Denn es ist méglich, daraus eine Gleichung fiir den Selbsjmasateilz° zu erhalten.
Dazu genlgen folgende Uberlegungen. Zum einen kénnen @gYenthaltenen irredu-
ziblen Graphen nicht durch Summanden wze-—- erzeugt werden, da deren Strukturen
eine Irreduzibilitat von vornherein ausschlie3en. Zumesad mussen bei den dann noch
in Frage kommenden Summanden die darin enthaltenen zusamngenden Green-
schen Funktionen auf ihre Graphen otme- 0-Einschiibé eingeschrankt werden, um
irreduzible Graphen zu erzeugen. Fuhren wir aus diesemderdie Bezeichnung

:@: = }@i + {Graphen mifp = 0-Einschiibé (3.1.9)

ein, wobei & nur Graphen ohnp = 0-Einschube enthalt, so folgt fiir den Selbstenergie-
anteilz19 aus (3.1.6) die Relation

SONO0) = o + @ > +1 2@ — + 2G> (3.1.10)

die wir wie folgt benutzen kénnen. Machen wir namlich die AhmeG° = 0 bzw.
Gi° =0 oder graphischo— = 0, dann folgt aus (3.1.6)

0=G= e + Q) )~ +12Q I~ +120>— (3.1.11)

Und da unter der gemachten Annahme ebenfalls alle Graphep miO-Einschiben
verschwinden, folgt die Ubereinstimmung = & . Deshalb ergibt ein Vergleich von
(3.1.10) und (3.1.11) die Implikation

GH0=0—=0=3(0) = o~ + @ Y~ +12Q Iy~ +12(>~ (3112

Wir werden noch sehen, daf3 gerade die letzte Gleichung egeeReziehung zur Hugen-
holtz-Pines-Relation aufweist und dal’ die angegebeneklatign eine wichtige Rolle
bei unserer Herleitung jener Relation spielen wird.

3Den Teil eines Graphen, der keine duReren Beine besitzt itnim Rest des Diagramms nur durch eine
Linie verbunden ist, bezeichnet man @ls- 0-Einschub, da dieser Linie ein Impybs= 0 zugeordnet
ist.
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3 Die Hugenholtz-Pines-Relation

3.2 Differentialidentitaten der Selbstenergieanteile

In seinen Betrachtungen zur Hugenholtz-Pines-RelatiofPbpov erstmals Differentia-
lidentitdten zwischen den Selbstenergieanteilen desgyetEms angegeben. Allerdings
konnte er diese Beziehungen nur stérungstheoretisch hagniiindem er eine entspre-
chende Néaherung dieser Selbstenergien durch endlich keslemangraphen benutzte.
Wir wollen im folgenden diese approximative Betrachtungrd@den, um im Anschluf3
daran einen generellen Beweis der Identitaten darzulegen.

3.2.1 Storungstheoretische Betrachtungen

Ausgehend von der expliziten Darstellung der Selbsteaprdurch Feynmangraphen ist
es moglich, einzusehen, dak®(0) undz%1(0) erzeugt werden kénnen, indem mzh’
nachy bzw. g, ableitet. Dazu betrachten wir die entsprechenden grapémsterme in
der Entwicklung nach den Vertizes, was ja der konventi@netbrungstheorie entspricht,
bis einschlieRlich zweiter Ordnung und erhalten die Ulnbtsi

50,0 510(0) 501(0)
= —pVa —(BV)y | = ==(BV)Yy
= |we?A O- = (B;”)MA O = B@”CMA
2O =du's | O- =B | O- =i )
V2O =3lud’C | 12O = “f;%‘/z Y2 = %V'*”z}zc
Y265 = zév|'~l’0|2D Yoo = 28V) 3/2D Yoo = 2(8V) 3/2D
8_ e OO~ = @mE | OO~ = ik
wobei wir zur besseren Darstellung die Abkirzungen
A= —3% {Uo+Up}A(p)
P D=5 {Up +Uq }°A(p)A(Q)A(p+0)

B= Y {Uo+Up}°A(p)2
p

C =3 USA(P)A(—p)
p

E=> {Up+Up}{Uo+Upq}A(p)°A
e

(a)

benutzt haben. Mit Hilfe der angegebenen Tabelle kénnemurnirleicht einsehen, dal3

(zumindest bis zur 2. Ordnung) die Identitaten
1 d

BVl dT 500 = 5190 (3.2.1a)
1 __d s00_ 501 (3.2.1b)
(pv)zdye o
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3.2 Differentialidentitdten der Selbstenergieanteile

gultig sind. Interessanterweise istin diesem Fall alsgaphische Entsprechung der Ab-
leitungen(BV)~Y/234- bzw. (BV)~ /254 einfach das Anfiigen von auslaufenden bzw.
einlaufenden auReren Beinen mit Impulges: 0. Um festzustellen, ob diese Entspre-
chung allgemeinerer Natur ist, wollen wir nun diese Ablegen auz°(0) und=%1(0)
anwenden. Dazu benutzen wir die Ubersicht

zl,l(o) ZZ’O(O) ZO’Z(O)
e = ol | = =—Uog | — =-Uol;
Q _ A
= & 2
_ e _ Y _ W
Q - v B - = 5B — - = 5vB
- = (3\E/ 2 §
Y2 O = vy (U2)

2 2 2
Y2 -O- = 3fc|ye L~ e |ve O~ fhe

und erhalten zusammen mit der Tabelle (U1) die Relationen

1 d 04 <11 _ 1 d o1
(BV)%d—%Z 0)==x (OHH_(BV)%dUJCZ (0) (3.2.2a)
: B\l/)% d%czl’o(o) =32%(0) (3.2.2b)
a0 =270, 3.2.20)

Wir erkennen somit, dal3 die vermutete Entsprechung von dégitAngen und dem An-
fugen von aulR3eren Beinen nicht ganz gegeben ist. Die Urdécltte auftretende Ab-
weichung liegt letzten Endes in den Vertizes-, - . Trotzdem war es uns in diesem
Abschnitt durch direkten Vergleich der graphischen Enlluingen moglich, Differentia-
lidentitéaten der Selbstenergieanteile anzugeben. Atigetbesitzt die dazu durchgefihrte
Herangehensweise den entscheidenden Nachteil, dal? seeldentitdten nur bis endli-
cher Ordnung (hier zweite Ordnung Stérungsrechnung) gdmekann. Somit stellt sich
nun fir uns die Frage, ob die angegebenen Beziehungen,(3.2.2) eine exakte Gultig-
keit besitzen, und wie man dies gegebenenfalls beweist.

3.2.2 Exakte Herleitung

Im folgenden wollen wir die zuvor stérungstheoretisch @égten Differentialidentita-
ten der Selbstenergieanteile beweisen. Dazu fuhren werates zwei Derivationen auf
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3 Die Hugenholtz-Pines-Relation

der Menge der Feynmangraphen ein. Betrachtet man beirietzteur die Abhangig-
keit von (). und @, so laBt sich diese funktionale Abhangigkeit eines Graphech
f (e, Pe, Y(We, We), V(We, W) beschreiben. Als Derivationen des Graphen definieren
wir nun
1 df N p o af
(BV)z dWc  (Bv)z 9y
Df = 1ldf + ”10—i,
(BV)2dPe  (pv)2 9Y

Df := (3.2.3a)

(3.2.3b)

bestehend aus den totalen Ableitungen ngghp,. und den partiellen Ableitungen nach
y, Y. Diese Derivationen besitzen nun tatsachlich die grapkigntsprechung des Anfu-
gens von aulReren Beinen rpit= 0. Denn fur die einzelnen Vertizes gilt

D(- -0 D(+) =3

D(e~) =4 D(ev) =g

D( —) = — D( =) = -

D( =) = - B ) = <

D( ) =< und ?( —) =0 (3.2.4)
D( ——~) =0 D( ——) = >

D(>~) =0 B(>) = X

XOAY
I
X
ol
XA
I

N
I
o
o]
—

Aus der Leibnizregel folgt dann, daf? die Derivation D eineapBen, der sich ja aus ein-
zelnen Vertizes zusammensetzt, in der Summe resultiersich aus dem urspriinglichen
Graphen bildet, wenn man ein einlaufendes auf3eres Beip gi0 an alle mdglichen
Vertizes anfuigt (und entsprechend fuir die DerivafinSo gilt zum Beispiel

Obwohl wir nun wissen, wie die Wirkung von D ulbeztiglich eines beliebigen Feynman-
graphen aussieht, ist die Frage nach der Wirkung von Dirdif beispielsweis&®®
nicht einfach. Dennoch kénnen wir diese Frage beantworten.
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3.2 Differentialidentitdten der Selbstenergieanteile

Dazu nutzen wir die Schwinger-Dyson-Gleichung (3.1.3)dé&s erzeugende Funktio-
nalZ[J,J] und betrachten speziell den Fph= 0. Unter Beachtung der Derivation (3.2.3b)

und der Ergebnisse (3.2.4) erhalten wir

Bl 1
520, ZA(O){—(BV)ZV—ZUol%\Z% uom( |
Ye
(V)2 %(UOJFU") 537 33 Zupm
& o) o) —=
_ZB—VpIsz(UPﬁUPz) 53tp0) Fp 395 + J<°)}ZU’J]
i_ 5 1 5
ZA(O){ [BVG+(BV>2 V55 0)+(BV>ZV53(O)
+|wC|2%(UO+Up)WT Zup{wC5J +wC5J 5p)}
1 5 .
(BV)? pisp, paUre) (Y p1) 53(p2) )+TF053 53(p2) )
1 <) o) o)
—|—4B—V sz (UP1|O3+Up1P4) 53(p1) 33(p2) 33(p3) 33( )}—1-3(0)}2[\],\]]
(3.2.5)

- 50/{-Ds [, 31 +3(0 }20.9
Aufgrund unserer Kenntnis Uber die explizite Gestalt deBaser Gleichung auftretenden

5 5,
FunktionalsZ[J,J] = 2 e 313353 &2, pei dem diape— und@,—Abhéangigkeit ja allein

durch§ gegeben ist, folgt
%(O)Z[j,J] =A(0) {5+J(0) }Z[j, J] (3.2.6)
eV3Jl zum erzeugenden Funktional der zusammenhan-

Gehen wir nun durc[J,J] =

genden Greenschen Funktlonen Uber, so erhalten wir
%(O)W[j, J] = A(0)DW([J,J] 4+ A(0)J(0) (3.2.7)

als Beziehung zwischen der von uns eingeflihrten Derivatrmhder funktionalen Ab-

leitung. Durch Auswertung dieser Gleichung an der Stélle 0 = J bzw. vorheriger
Ableitung nachl(0) oderJ(0) ergeben sich die folgenden Differentialidentitaten der zu
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3 Die Hugenholtz-Pines-Relation

sammenhangenden Greenschen Funktionen

G10(0) = A(0)DGY° (3.2.8a)
G29(0) = A(0)DGL(0) (3.2.8b)
GL1(0) = A(0)DGY! + A(0), (3.2.8¢)

wobei das separat(0) in (3.2.8c) gerade den freien Propagator darstellt, deejaek
Vertizes enthalt und somit auch nicht durch die Derivafoerzeugt werden kann.

Aufgrund der graphischen Entsprechung wissen wir,DaRir reduzible auf reduzible
und irreduzible auf irreduzible Graphen abbildet. Deslyallben die Gleichungen (3.2.8)
auch getrennt fir die reduziblen Anteile und die irreduaibAnteile der Greenschen
FunktionenGe™". Insbesondere folgt also

>19(0) =Dx° >%1(0) = Dx°
529(0) = Dz10(0) und entsprechend auch  3°2(0) = Dz%(0)  (3.2.9)
>11(0) = Dz%%(0) >11(0) = D=19(0).

Betrachten wir an dieser Stelle noch einmal die Definitio@.3 der Derivationen D und
D. Wir sehen, da neben der Ableitung naghbzw. ;. noch die Ableitung nacly bzw.

y vorhanden ist. Bei den Selbstenergien treten ghandy beziehungsweise~ und
—e nichtin Verbindung mit anderen Vertizes auf, da die restdinde Struktur reduzibel

ware. Damit verbleiben nue~ < 310 und ~— ¢ 391 selbst als die einzigen Graphen

der Selbstenergieanteile, bei denen die Ableitung ndehw. y nicht verschwindet, und
somit gilt

1 d 00
(BV)z 4@,
1 d
(BV)%dWC
1 d
(BV)2 4¥ (BV)?
1 d

(V) ag,> 0K

>19(0) = (3.2.10a)

520(0) = >19(0) (3.2.10b)

>0 =

(3.2.10c)
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3.3 Beweis der HP-Relation

sowie

1 __d 500
(BV)z Ak
1 d

— 5%
(BV)2 Ak )

1 d g 0

s110) = ——319(0) + r o (o

© (BV)z Ak ) (BV)z (9V< )
1 _d 510 0) — .

ZO,l(Q) _

(3.2.11a)

3%2(0) =

(3.2.11b)

(3.2.11¢)

(BV)% dye

Wir erkennen also, dal? die von Popov stdérungstheoretisgtiibdeten Differentialiden-
titdten der Selbstenergieanteile (3.2.1, 3.2.2) aus dewiiger-Dyson-Gleichungen fol-
gen und somit exakt sind.

3.3 Beweis der HP-Relation

Nachdem wir im letzten Abschnitt die Identitaten der Sedhstgieanteile bewiesen ha-
ben, kdonnen wir uns nun dem eigentlichen Beweis der HugénRahes-Relation zuwen-
den. Dazu gehen wir von der expliziten Darstellunggleil.-Abhéngigkeit vorz%° aus,
die gemalf (C.0.4) durch

229 =h(|yef?) (3.3.1)

beschrieben werden kann. Verwenden wir an dieser StelRiffexentialidentitaten (3.2.10,
3.2.11) so erhalten wir die Relation

l - d ZO’O
(BV)? 9¥c
1
- (W) e
(BV)2
e
(BV)?

= WC(B\/)%(

>19(0) =

/ i T’J 1 2\ 1,2
0 (el ) + 0" (| @el?) el ) — ——S 1" (1ue|) 9
(' (1) + (gl g TG

1 d

4 5100 _ 11 d oo
Buians ) T 00

= (BV)? | (210 + 1) ~B2*°(0)] (332)

die aufgrund ihrer einzelnen Terme eine Verbindung mir défRelation vermuten laft.
Dartber hinaus tritt in der letzten Gleichung aber auch dibdy beliebige Konstantg.
auf. Diese wollen wir im folgenden durch
< P(0) >
We = Lﬁ (3.3.3)
(BV)2
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3 Die Hugenholtz-Pines-Relation

festlegen. Insbesondere kénnen wir hierbei, analog zu desiiArungen im Abschnitt
2.2, die Phase reell wéhlen [Bro92]. Damit erhgftaufgrund von (2.3.14) die natiirliche
Bedeutung der Kondensatsdichte, dip= /nc.

Durch diese Festlegung vap folgt aus (3.3.2) die Relation
519(0) = (BVne)? (£21(0) + p — 229(0)). (3.3.4)

Mit der Bedingungn. # O, die bei der Betrachtung der bosonischen Kondensation sin
voll ist*, zeigt sich damit, daR die HP-Relation mit der Aussage = 0 aquivalent ist.
Nutzen wir nun diese Aquivalenz zusammen mit der aus (3f8l§¢nden Aussage lber
die Greensche Funktio@!?

0=< @(0) > —(BV) 3. =< £(0) >= G1%(0) (3.3.5)

und zusammen mit der Implikation (3.1.12), so folgt scHiaf3die Gultigkeit der be-
kannten Hugenholtz-Pines-Relation

>140) 4 u = 229(0). (3.0.1)

bei endlichen Temperaturen. Wir betonen dabei, dal3 diesssltat nicht stérungstheo-
retisch ist, da es auf den exakten Schwinger-Dyson-Glegén beruht.

Bereits am Anfang dieses Kapitels hatten wir darauf hingsem, dal3 unsere Her-
leitung der HP-Relation unter Benutzung des grof3kanoais@nsembles durchgefuhrt
wird, wahrend Hugenholtz und Pines eine feste Teilcherzzinhchteten. Dadurch ergibt
sich ein interessanter Bedeutungswechsel jener Rel&lem, wie bereits angesprochen,
war fur Hugenholtz und Pines (3.0.1) eine Konsistenzbemrigtitir ein Modell des bo-
sonischen Systems, die die Naherungen der Selbstenérbtaimd 2% mit dem daraus
resultierenden Ergebn@w = u verglich. Im gro3kanonischen Ensemble hingegen
ist die Relation

{2171(0) . zzvo(oﬂ (T.V, u,ne) + p = 0. (3.3.6)

eine implizite Bestimmungsgleichung fur die Kondensatstéin:(T,V, ). Dies wird uns
im Kapitel 5 bei der Berechnung der ,thermal depletion” egnef3e Hilfe sein. Insbeson-
dere werden wir dann die aquivalente Darstellung der HugiervPines-Relation

0= e+ @y +12Q y— +12Cr>— (3.3.7)

benutzen, deren Giiltigkeit aus der AquivalenZZ = 0 und aus der Darstellung (3.1.12)
von 210 folgt.

4Siehe dazu [Pop83, S. 128].
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3.3 Beweis der HP-Relation

Nachdem es uns nun gelungen ist, die Hugenholtz-Pinesi&efér T £ 0 zu bewei-
sen, ist es angebracht, noch einmal auf den Unterschied sarRepov durchgefihrten
Beweis einzugehen. Neben dem bereits erwdhnten nur sgiheggetisch durchgefihr-
ten Nachweis der Differentialidentitéaten, besteht dem&ahpunkt in Popovs Beweis in
seiner Argumentation. Er setzt namlich die Konstaptegleich am Anfang seines Be-
weises durch (3.3.3) fest, u@°(p) = 0 zu erhalten, und begriindet daraus, daR er samt-
liche p = 0-Einschiibe innerhalb der Greenschen Funktionen wegldss®e. Trotzdem
differenziert er Teile dieser Greenschen Funktionen zueitdng der Differentialiden-
titaten nachye, .. Dazu ist aber die Kenntnis der entsprechenden Funktianemer
Umgebung der Stelle (3.3.3) notwendig, das heil3t aber angtfesondere, dal3 man die
p = 0-Einschibe nicht weglassen darf! Popov entgeht aufgresdeh die Relevanz des
Selbstenergieanteis-® und auch die Bedeutung der Schwinger-Dyson-Gleichungen.
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4 Die Dyson-Beliaev-Gleichungen

Wir hatten bereits im Abschnitt 2.4.1 eingesehen, dal3 deeluziblen Selbstenergiean-
teile ™" die Eigenschaften der Greenschen FunktioB& vollstandig bestimmen, da
sich alle Feynmangraphen aus irreduziblen Anteilen zusamsetzen lassen. Allerdings
stellt sich damit naturlich die Frage, wie man denn nun geneuder Kenntnis der Selbst-
energiern> die zugehdrigen Greenschen Funktioi&herechnet. Tatsachlich sind solche
Beziehungen zwische® und Z zum Beispiel aus der Quantenelektrodynamik und der
¢*-Theorie als Dyson-Gleichungen bekannt. lhr entspreaterhalogon fur den von
uns betrachteten Fall der bosonischen Kondensation geintkzauf Beliaev, der die so-
genannten Dyson-Beliaev-Gleichungen 1958 veroffertthelh [Bel58a]. Mit Hilfe dieser
Gleichungen ist es zum Beispiel moéglich, aus Naherungeekstenergien Ausdriicke
fur die so wichtigen Greenschen Funktionen zu erhalteneBishd ist dabei die Tatsa-
che, dal die resultierende Approximation @&t" eine nicht-stérungstheoretische ist.

In diesem Kapitel werden wir eine Herleitung der Dyson-8el-Gleichungen ange-
ben, die nicht auf der sonst tblichen Entwicklung nach Feymgraphen beruht, sie 16-
sen und den aus den Lésungen ersichtlichen Zusammenhadgmhiugenholtz-Pines-
Relation darlegen. Dazu missen wir uns nun aber erst eirenalugr mit den sogenann-
ten Vertexfunktionen auseinandersetzen.

4.1 Das erzeugende Funktional der
1-Teilchen-irreduziblen Vertexfunktionen

Bereits im Kapitel 2 hatten wir die Selbstenergieanteilggefiihrt und benutzt. Dabei
beruhte deren Definition auf der topologischen Eigensd&fiL-Teilchen-Irreduzibilitat.
Eine solche topologische Definition besitzt zwar den grofenteil der Anschaulich-
keit, allerdings ist sie fur algebraische Rechnungen Z@milngeeignet. Im Falle der
auch zunachst topologisch definierten zusammenhéngenmgengthen Funktionen war
es uns maglich, eine gleichwertige algebraische Definitiorch das erzeugende Funk-
tional W[J,J] anzugeben. Ist ein solcher Zugang nun auch fir die Selbgienedurch-
fuhrbar?

Wie von Jona-Lasinio 1964 gezeigt wurde, ist dies in der &atFall. Man kann ein
erzeugendes Funktional von sogenannten Vertexfunktideénieren, welche letztlich
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4 Die Dyson-Beliaev-Gleichungen

die Selbstenergien darstellen. Dieses erzeugende Faakadélt man durch Legendre-
Transformation des Funktiona¥§[J,J]. Um im folgenden diese Transformation durch-
zufuihren, definieren wir als erstes die Abbildungen

@[, ]: 6°(R*,C) x €°(R*,C) — € (R*,C)
(3(p),I(p)) — @I, J)( )—%W[j,J] (4.1.12)
- . 00 4 oo 00 4
-, -]: €7 (R, C) x €°(R* C) — €°(R?*,C) ) (4.1.1b)
(3(p),J(p)) — @I, J)(p) = 5W[J,J],

welche die Funktioned(p),J(p) in die Funktioner®(p), ®(p) tberfuhren. Wir nehmen
an, dal3 diese Abbildungen umkehrbar sind, das heil3t, eteegiszwei Abbildungen

J-, ] €™ (RA,C) x ( 40— ¢"(R%C) (4.1.2a)
( p)) |—>J CD CD p)

- 4

J[-,-]: €°(R*,C) x (R €)= ¢"(R%,C) (4.1.2b)
( ,CD(p ) »—>J CD CD )7

so daf fir allep, ®,J undJ gilt ®[J[®, ®], I[P, d]| = ® usw. . Fur die Guiltigkeit dieser
Annahme ist es unter anderem notwendig [IZ80], dal3 die Gleigen

2W[J,J]|;¢_; =0 und (4.1.3a)
2W[3,J][3_0_3 =0 (4.1.3b)

gultig sind - diese Bedingungen sind aber gerade durch engahl vony (3.3.3) erfullt.

Nachdem wir nun die Abbildungen (4.1.1) und (4.1.2) einpedfinaben, kbnnen wir
das erzeugende Funktional der Vertexfunktionen durch

re,e] = {—W[i J+ % (3(p)p(p) + D)J(D))} a0 (4.1.4)

I=3[®, 0]

definierer, d.h. durch die Legendre-Transformation des Funktiondls J). Daraus folgt
unter Benutzung der Kettenregel

or[@.® _ Z_<5V\ﬁ13] 3J[®, }( a4 53[(3 )J] 53% : ])(OI)>
PP

“LY3/, 0)(p), (4.1.5)

LVergleiche hierzu [Toy83]
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4.2 Herleitung der DB-Gleichungen ...

was bedeutet, daB die angegebene Umkehrabbild@dngp] einfach gegeben ist durch

I[®, 0] = X8l (4.1.6)
Entsprechend gilt B
J[@, 0] = L2 (4.1.6b)

Die Vertexfunktionen berechnen sich nun gemaf

m 6n R
F(pL. . P P1---Pn) = <d1> o000 5900550 | [P Plloposo (4.1.7)

©[3=0,0=0]

aus dem erzeugenden Funktiofadp, ®], wobei die Auswertung aufgrund voh[J =
0,J=0]=0= ®[J=0,J = 0] an der Stelledb = 0 = ® erfolgt. Wie bereits erwahnt, ste-
hen nun diese durch (4.1.7) definierten Vertexfunktionerdem Selbstenergieanteilen in
engem Zusammenhang, so dal3 uns nun auch von letzterengsbesasche Bestimmung
maoglich ist. Es gilt [1Z80]

smn _ _pmn —A715m715n71- (4.1.8)

4.2 Herleitung der DB-Gleichungen ...

Mit Hilfe der algebraischen Bestimmungsgleichung der Stelbergien (4.1.8) ist es nun
maoglich, Beziehungen zwischen diesen und den Greenschekiiéiten zu berechnen -
namlich die von Beliaev gefundenen. Dazu betrachten wiAdsdricke

S oo =0-3 U FH T 9=0=0 (4.2.1)

die wir zum einen direkt mit Hilfe von (4.1.6) und zum anderarter Benutzung der
Kettenregel ausrechnen kdnnen. Als Resultate erhaltedi/Gleichungen

5p7q:Z(6CD[J,J](q’) 3l [@,9] +56[§,J](q’) 3r [@,9] >|J o (4.2.2a)

oJ(p)  OP(d)®(q) 33(p)  P(q)d(
3P, J] 5F P SP[IJ(q) or[®,v)
0= Z( (o) ()+ 3J(p) oD (q)d( >|J 0=J: (4.2.2b)

die wir unter Benutzung von (4.1.7, 4.1.1, 2.4.20) in dierglohtliche Form

%a=3 (GE’O(OI’, P2 o, q)+ Get(pd)r - (d; q)) (4.2.33)
q

0=3 (G2%(d, po)r (i) + GEH(pie)r2%(a, ) (4.2.3b)
q
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4 Die Dyson-Beliaev-Gleichungen

bringen kénnen. Aufgrund der translatorischen Invariaeg domogenen Systems und
der damit verbundenen Impulserhaltung lassen sich diesterfiden Grol3en durch

Gel(p:d) = &, pG“(q) (4.2.43)

r(q;q) = &g (g (4.2.4D)

GZ0(d, p;) = Oy p,0GE O(p) (4.2.4¢)

r20%(q,q;) = 8gq.0m2%(a) (4.2.4d)

r2(;q,0) = o q-q *%(a) (4.2.4¢)

geeignet schreiben. Damit ergeben sich die Gleichungen

1=GZ%(p)r?(p)+ Gt (pr*(p) (4.2.53)

0=GZo%p)r*(—p) + G (pr*(p), (4.2.5b)

die durch Ubergang von den Vertexfunktionen zu den Selbsgéanteilen geman (4.1.8)
und nach Multiplikation mitA(p) bzw.A(—p) die Form

Gy (p) = A(p) +A(p)=*?(p)GE0(p) +A(P) =M (p)Get (p) (4.2.6a)
Gop = A=p)ZH(-p)GEop) +A(-p)Z*0(p)GEH(p), (4.2.6b)

annehmen. Da die in diesen Gleichungen, den Dyson-Be{tdexhungen, auftretenden
zusammenhangenden Greenschen Funkti@iénGg’o aufgrund unserer Wahl vou.
mit den Greenschen Funktion&1!, G20 ibereinstimmet gelten die Dyson-Beliaev-
Gleichungen auch fur diese normalen Greenschen Funktidnengraphische Darstel-
lung ist gegeben durch

-~ =+ ~S@Q— + (4.2.72)
)~ - + D~ (4.2.7b)

und wir erkennen daran sehr deutlich, daf3 wir es hier mit awpliziten Bestimmungs-
gleichungen fir die Greenschen Funktionen zu tun haben.

Bevor wir uns nun der Berechnung der expliziten Lésungerenalgn, ist zu bemerken,
daR durch (4.2.7) ersichtlich ist, warum eine Approximatier FunktionerGh1, G20
durch die Dyson-Beliav-Gleichungen ausgehend von einbeN#ng der Selbstenergien
eine nicht-stérungstheoretische ist. Nahert man zum Beigpe Selbstenergien durch
ihre einfachsten Graphen

Sl ees (4.2.8a)
520 ees (4.2.8b)

bl

2Lt (24. 21)G1 1_glogol (3g-5)G1,1
G20 @42D)20_ GLogLo G329 520
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4.2 Herleitung der DB-Gleichungen ...

was der Naherung in der nullten Loopordnung entspricht,reéleman durch iterative
L6sung des Dyson-Beliaev-Gleichungssystems das Resultat

Gla — 4 e+ rerer |} —eeer ... (4.2.9a)
G*0~ e D (4.2.9b)

Das bedeutet, die Greenschen Funktionen werden kompletiliter Loopordnung ap-
proximiert. Insbesondere ist diese Approximation nichttiLeinfache Stérungsrechnung
bzw. durch Entwicklung in den Vertizes reproduzierbar. D&t eine Gberaus nutzliche
Eigenschaft der Gleichungen (4.2.7) und wird uns bei dee®&®erungen zum verdinnen
Bosegas sehr hilfreich sein.

Doch nun wollen wir die explizite Form zu Berechnung v®h! und G%° aus (4.2.6)
herleiten. Dazu schreiben wir diese Gleichungen in kormasaiatrixschreibweiseder
Gestalt

( GH(p) ) _ < A(p)ZH(p) A(p)Z%%(p) ) < G (p) )+ < A(p) )

G*°(p) A-p)Z?°(p) A(-p)ti(-p) ) \ G*°(p) 0
(4.2.10)
woraus sich die Losung zu
GH(p) \ _ ([ A(p)Zt(p) -1 A(p)z>?(p) A(p)
<GZ°<p>)‘< A-p)Z20(p)  A(-p)sH(—p) 1) ( o) @2
und mitD(p) = (Z+(p) )Y (EH(—p) —A(=p) 1) —22%(p)92(p) zu

(Golf) )=
(P
1 A-p)zt(-p)—1  —A(p)z°%(p) \ [ —A(p)

ergibt. Daraus kann man leicht die einzelnen explizitemrteor der Greenschen Funktio-
nen

_p)losLi_
20, 22%(p)
(p) = B(p) (4.2.13b)

ablesen. Damit sind wir nun in der Lage die Greenschen Fométi und damit viele Ei-
genschaften des Systems in einfacher Weise aus einer M@heeu Selbstenergieanteile
ZuU gewinnen.

3Diese ist zu unterscheiden von der Matrixdarstellung deeGschen Funktionen [FWO03].
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4 Die Dyson-Beliaev-Gleichungen

4.3 ... und ihr Zusammenhang mit der
HP-Relation

In Kapitel 3 hatten wir darauf hingewiesen, dal3 die HugetzhHBines-Relation ein Ener-
giespektrum vorhersagt, daf3 ,gapless” ist, dal3 also dieginendglicher Anregungen
bei verschwindendem Impuls selbst verschwindet. Dies &bnwir nun mit Hilfe von
(4.2.13) leicht einsehen, indem wir ausnutzen, daR dietéMas vonGh1(p) beziiglich
p° nach analytischer Fortsetzung das EnergiespekEgm der moglichen Anregungen
des Systems, Quasipartikel genannt, wiedergeben. Darachttn wir die Nullstellen
des Nenners vo&Y(p)

p2

2
b 1) (ZHH(=p) —ip’ = ) ~TX(p)T%(p) (43.2)

_ (511 0 P
0= (Z*(p) +ip o
und fuihren die Substitutioip® — E(p) durch, mit der fiir das Energiespektrum der Qua-
sipartikel

2

2
E(p)® = (='(p) - g—m +u) (ZH(=p) — §—m +u)—22%p)z®%(p)  (4.3.2)

folgt. Unter expliziter Benutzung der Hugenholtz-Pinesld&ion (3.0.1) ergibt sich damit
speziell fir den Falp = 0 das Resultat

E(0) = \/ (222(0) + 1)? ~ 29(0)202(0) = |/ (229(0))° - (229(0))° =0, (4:3.3)

was bedeutet, dal? das Anregungsspektrum eines kondendiedonischen Systems tat-
sachlich lickenlos im oben genannten Sinne ist - wie von Hagkz und Pines behaup-
tet.
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5 Das verdunnte, schwach
wechselwirkende Bosegas

Das Problem des nicht idealen Bosegases im ZusammenhadgmBibse-Einstein-Kon-
densation wurde zum ersten Mal erfolgreich 1947 von Bogohubehandelt, der da-
mit eine mikroskopische Erklarung fur das superfluide Vitemades 4-Helium geben
wollte. Die Schwierigkeit, die er zu Uberwinden hatte, lag allem darin, daf} eine
normale Storungstheorie aufgrund der Existenz eines Kwsate nicht anwendbar war.
Bogoliubov konnte diese Schwierigkeit aber beheben, indemas Kondensat in sei-
nen Berechnungen explizit behandelte. Weiterhin mul3tararzwecke der analytischen
Durchfuhrbarkeit die Naherung des verdiinnten Gases mitatter Zweiteilchenwech-
selwirkung annehmen. Wahrend also in friheren Zeiten defiimate, schwach wech-
selwirkende Bosegas nur als grobe Néherung fur das stafksewarkende, superfluide
Helium verwandt wurde, hat es in den letzten 10 Jahren andgneuerer Experimente
[AEM 795, DMAT95, BSTH95] eine Bedeutung fern jeglicher Approximationadten.

Deshalb wollen wir im folgenden ebenfalls dieses spezigtisegas behandeln und uns
dabei der in den letzten Kapiteln entwickelten Theorie been. Im Gegensatz zu Bo-
goliubov werden wir uns somit funktionalintegraler Metleodbedienen, und vor allem
werden wir uns nicht auf den Fall = 0 beschrénken, sondern Aussagen Uber die Tem-
peraturabhéngigkeit einzelner Grof3en machen. Uns wirdidis Temperaturverhalten
der Nichtkondensatsdichte beschéftigen, da sich PoporescBeungen in diesem Fall
sehr von den in der Literatur Giblichen Angaben unterscimeidied insbesondere werden
wir mit Hilfe der Hugenholtz-Pines-Relation die thermischbhangigkeit der Konden-
satsdichte, die sogenannte ,thermal depletion®, in etstepnaherung berechnen. Dabei
beschranken wir uns naturlich auf den interessanten Failldém sich die Temperatur
innerhalb des kritischen Bereiches flr die Bose-Einskaindensation befindet.

Mit der Betrachtung eines sehr kalten, verdinnten Gasekesimige Eigenschaften
verbunden, die uns bei den nachfolgenden Berechnungen wimemsein werden. So ist
aufgrund der geringen Dichtedie Reichweiterg der interatomaren Wechselwirkungen
viel kleiner als der durchschnittliche Abstadd= n—1/2 der Teilchen untereinander. Das
erlaubt es, uns nur auf Paarwechselwirkungen zu beschrad&ealie gleichzeitige Inter-
aktion von drei oder mehr Teilchen vernachlassigt werdemka

Weiterhin wird aufgrund der geringen thermischen Anregdiedkinetische Energie so
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5 Das verdiinnte, schwach wechselwirkende Bosegas

klein sein, daf3 die aus der Streutheorie bekannte Unglegdtry < 1 erfiillt ist. Dadurch
ist es uns bei den auftretenden Streuprozessen moglithstaler impuls- und winkel-
abhéngigen Streuamplitudék,k’) mit der konstanten Streuldnge zu rechnen. Diese
Streulénge spielt, wie wir noch sehen werden, als entsehda Wechselwirkungspara-
meter eine sehr wichtige Rolle innerhalb der Theorie koster Bosegase.

Zur Berechnung der gewlnschten Eigenschaften des Bosegasden wir uns der
Mdglichkeiten bedienen, die uns die Greensche FunkBbh(p) zur Verfiigung stellt.
Dazu mussen wir diese aber erst einmal berechnen. Das wetidém den folgenden
Abschnitten angehen, indem wir zuallererst die zugehirggbstenergieantei:*(p)
und >29(p) innerhalb einer passenden Approximation bestimmen wendendiese im
Anschluss mit Hilfe des Dyson-Beliaev-Gleichungssystaosverten werden.

5.1 Die Selbstenergieanteile

Wie wir in friheren Kapiteln bereits gesehen haben, bestele Selbstenergieanteile
>11(p) und 229(p) jeweils aus einer unendlichen Reihe von zusammenhéngemden
Teilchen-irreduziblen Diagrammen. Eine exakte Berechnuiirde verlangen, all diese
auszurechnen und aufzusummieren - ein sicher hoffnuregsldsterfangen.

Allerdings ist es bei Betrachtung eines verdinnten Gasegichdin einer gewissen Na-

herung einen Grol3teil der Diagramme zu vernachlassiges.aruht auf folgenden zwei
Eigenschaften, die den Beitrag von Diagrammen zu den &elegjieanteilen verringern:

1. Das Auftreten von 2- bzw. 3-Teilchen-Vertizes innerhaibbes Diagramms fuhrt

zur Multiplikation mit Faktorenp2 = ne bzw. e = ng/z. Diese Faktoren verringern
aufgrund der geringen Dichteundn; < n den Beitrag zur Selbstenergie.

2. Das Vorkommen von Schleifen, entlang derer eine festérieféung gegeben ist,
verringert den Beitrag zur Selbstenergie. Dies liegt anl%iﬂﬂoren(eﬁs(k) —-1)4
die nach Ausfiihrung der Frequenzsummen zurlckbleibendignden Summati-
onsbereich der Impulse auf den Bereich T1/2 beschrénken.

Verwenden wir im Zuge dieser Eigenschaften also nur Diagraptdie entweder maxi-
mal eine von den angesprochenen Schleifen enthalt odestaichein 2-Teilchen-Vertex
bzw. zwei 3-Teilchen-Vertizes besitzen, dann lassen sielSdlbstenergieanteile nahe-
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5.1 Die Selbstenergieanteile

rungsweise durch

@ = — +1/z{} e OO+
. 1 @ 1 @ (5.1.1a)

«—@—» = <> +1/2 Q +1/4 +... (5.1.1b)

ausdrucken. Man kann anhand der tGbriggebliebenen Grapkemnen, dal’ die von uns
gemachte Naherung die sogenannte ,ladder approximatenstellt [FWO03, Mat92], ei-
ne Né&herung innerhalb der Vielteilchentheorie, die unteteaem fur verdinnte Gase
Anwendung findet. Diese genaherten Ausdriicke bestehenmmar noch aus einer un-
endlichen Reihe von Graphen. Sie haben allerdings den gid$eeil, dald sie sich durch
Benutzung des T-Diagramms

:@: = % +1/2><:X +1/4>©O< . (5.1.2)

entscheidend vereinfachen lassen. Denn mit Hilfe desletatwerden die Gleichungen

(5.1.1) zu
@~ = - 12 O+ (-
. @ (5.1.3a)

@ = e 12 _@_, : (5.1.3b)

Um nun die Selbstenergieanteile tatsachlich auszurecisters also notwendig, dafd wir
das T-Diagramm genauer betrachten und letztlich bestimmen

5.1.1 Die Integralgleichung des T-Diagramms

Zur Berechnung des T-Diagramms ziehen wir Gleichung (».4e2an und nutzen die
Eigenschaft, dal3 die darin enthaltende Summation durci-taagramm selbst ausge-

drickt und somit durch
W = X v X G (5.1.4)
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5 Das verdiinnte, schwach wechselwirkende Bosegas

ersetzt werden kann.

Um die Losung dieser bisher graphischen Gleichung zu bestmdefinieren wir die

T-Matrix durch
P1 P4

T(p17 p2, p37 p4)5p1+p2,p3+p4 = ﬁ 5 (515)

P2 P3

wobei wir die z.B. aus (5.1.2) ersichtliche Impulserhaff@xplizit durch das Kronecker-
Delta berticksichtigen. Zusammen mit der zur Abkurzungliltgn Definitionv(k) :=

—% erhalten wir die zu (5.1.4) dquivalente Gleichding

T(P1, P2; P3, P4) = {V(P1—P3) +V(P1—Pa)}
+ % > {v(p1—a) +v(p1—a)}T(a.d’; P3, Pa)AAA(A) Ot py +py-
" (5.1.6)

Aus dieser Gleichung wollen wir im Folgend@&1ips, p2; p3, pa) bestimmen. Dazu nutzen
wir die Symmetrié T (py, pa; P3, Pa) = T (P2, P1; P3, Pa), womit

T(p1, P2; P3, Pa) = {V(P1—P3) +V(pP1—Pa)}
+ Z v(p1—aq)T(a,q; ps, p4>A(Q)A(q/)5q+q’,p1+p2
Xl

’ (5.1.7)
= {V(p1—pP3) +V(P1—Pa)}

+ 5 V(p1— )T (0, Pr+ P2 — 0 P3, P4)A(A)A(P1L+ P2 — )
q

folgt.
Da der erste Term der linken Seite noch die Summe zweier Paleeanthalt, bietet sich
die Separation

T(p1, P2; P3; Pa) = I (P1, P2; P3, Pa) + ' (P1, P2; P3, Pa) (5.1.8a)
zusammen mit den Definitionsgleichungen
(1, P2; P3, Pa) = V(p1—P3) +  V(P1— Q) (G, PL+ P2 — 0 P3, P4)A(G)A(pL + P2 — 0)
q
(5.1.8b)

['(P1. P2; P3, Pa) = V(P —Pa) + H V(P1— )" (d, P+ P2 — 0 P3, Pa)A(AA(P1+ P2 — )
q
(5.1.8¢c)

lvgl. Abschnitt iiber Feynmanregeln
2\ergleiche wieder mit (5.1.2)
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an. Durch Vergleich dieser letzten beiden Gleichungenrer&e wirl”’(p1, p2; ps, P4) =
[ (p1, P2; Pa, p3) und erhalten somit

T(P1, P2; P3, P4) = [ (P1, P2; P3, Pa) + T (P1, P2; P4, P3)- (5.1.9)

Wir kdnnen also im weiteren Verlauf die einfachere Gleiadnb.1.8b) betrachten, um
die T-Matrix zu bestimmen.

Dazu nutzen wir die bereits angesprochene Impulserhatuagindem wir eine Varia-
blentransformation von den Einzelimpulsen zum Gesamtisymd den Relativimpulsen
durchfiihren. Entsprechend definieren wir

P:=p1+p2=P3+ Pa, (5.1.10a)

k:— pl; P2 (5.1.10b)
und

K= p3; Pa. (5.1.10¢c)

Damit transformiert sich (5.1.8b) unter Benutzung Vdp1, p2; p3, pa) = I' (k,K',P) zu
M(kK.P)=v(k—K)+y v(; +k—a)l(a-5.K.P)A@AP-q)
q

bzw. nach Anderung des Summationsindex q—i—g zZu
M(kK,P)=v(k—K)+ 3 v(k —a)F(a,K,P)ACE +a)A(§ —q). (5.1.11)
q

Fir spéatere Zwecke driicken wir auch noch das gesuchte Tddmg bzw. sein algebrai-
sches Aquivalent in den neuen Variablen aus. Es gilt

T(p17 P2; P3, p4) = T(k7 kl? P) = r(k7 kl? P) + r(k7 _k/7 P) (5112)

Lésen wir die Gleichung (5.1.11) iterativ, so erhalten wg Resultat unter anderem
die Erkenntnis, daf ({k,k°},{k’,k"*},{P,P°}) allein von P abhangt, nicht aber von

kO und K% Aufgrund dessen und der Tatsache, dal3 in dem Potential keiok vierte
Komponente eingeht, schreiben wir

M(k,k',P)=v(k—K)+ Y v(k =)l (a,k’,P)A(5 +a)A(5 —a)
q
(5.1.13)
(k- k’+z< ~Qr@K.P) Y A5 +aaG-q)).

q
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5 Das verdiinnte, schwach wechselwirkende Bosegas

Im letzten Schritt haben wir die vorherige Einsicht dazuuiet) die Summation aufzu-
spalten.

Dies ist sehr niitzlich, denn wir erkennen nun in der Summe ¢gbeine doppelte Fre-
quenzsumme, die wir gemal Gleichung (A.2.3) auswertené&@nDazu ersetzen wir

A(Q) = (—ig+ g—; — )~ und erhalten

1 1
AG+9A(5-q) = :
5" %—iqo—i%r%—u o0 i+ 5%y
B
_ Q(P.q) (5.1.14)
q—;+4PTf]—iP0—2u
mit
1 1
Q(P,Q): - Eq)z
2

eﬁ( ||:;0+( +q) “)_1 eﬁ(i§_< ;m +u)_1.

Wir beriicksichtigen nun (5.1.14) in Gleichung (5.1.13) tineren die Ersetzung
Yq--— (Z\/Wqu“‘ durch, die fiir groRe Volumina giiltig ist. Daraus resultietztlich

die Integralgleichung

!/
r(k,k',P) = v(k —K') + gﬁs/dq%k P‘j)rfq’k P ora), (5.1.15)
die wir zur Bestimmung der T-Matrix nutzen werden. Diesegnalgleichung, eine inho-
mogene Fredholmgleichung zweiter Art, kann nicht allgeni@r ein beliebiges Potenti-
al gelost werden. Allerdings ist es moglich, die Losung tduFerme der Streuamplitude
auszudrucken. Und dies wird fur unsere Zwecke sehr fruclseaa.

5.1.2 Eine approximative Losung der T-Matrix

Wie bereits angedeutet, wollen wir in diesem Abschnitt dégMhkeit nachgehen, die
gesuchte T-Matrix ndherungsweise durch die Streuamplitiadzustellen. Dazu betrach-
ten wir die Integralgleichung der letzteren. Nach (B.0.di)fiir die Streuamplitude bei
der 2-Teilchen-Streuung

n_ mooo,mo 1 / U (K" —p)4rf(k,p)

f(k,k') = 4nU(k k)+47T CE dp K2 p? . (5.1.16)
Fihren wir die GroRé (k, k) := —41£ (K’ k) ein, konnen wir diese Gleichung umformen
und erhalten

/ £ / p7k/)
Uk—K') = f(k,K)— /d /2
K (5.1.17)
Z[f1(k k)
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5.1 Die Selbstenergieanteile

wobei wir im letzten Schritt den linearen Operat@teingefuhrt haben, den wir durch
Z: FR3*xR3R) - .Z(R3x R3,R)
p,k’) (5.1.18)

h(k,K') s Z[h](K,K') = /d w

definieren [AGD65, S. 231].

Dieser lineare Operata? besitzt die Eigenschaft ke¥’) = {0 € .#}, denn die Glei-
chung.Z[h](k,k’) = 0 wird nur vonh = 0 € .% fir allek, k’ gelést. Damit istZ injektiv
und auf dessen Bildmenge existiert ein linearer inversar@pr.s 1.

Den Zusammenhang zwischen der T-Matrix und der Streuamdglikbnnen wir nun
deutlich machen, indem wir (5.1.15) heranziehen und dBlieik’, P) bei festemP be-
trachten

, Uk -k 1 Uk—-q)lr(q,k’,P)
F(k,k',P) = — - d Q(Pq). 5.1.19

Denn wenden wir nun den Operatéf aufl (-, -, P) an, erhalten wir

/ _ / _ 1 / U(k—p)F(p,k’,P)
Z[M(k,k',P) =T(k,k',P) VIE dp W : (5.1.20)
m m
Zusammen mit (5.1.19) folgt daraus
Uk -k
20K =20 s [dp Uk pr(p..P

1 P,
X (kIZ p2 + q2 ( clii) )
o —1 2U

(5.1.21)

SchlieRlich wenden wir auf die letzte Gleichuig—! an, und unter Beriicksichtigung
von (5.1.17) erhalten wir die Beziehung
flk,k) 1 - ,
s @) O Tl oK P
m

F(k,K',P) = — SRS L) )

2
PO P ip0_2p
(5.1.22)
die bei schwacher Wechselwirkung die Approximatiai, k', P) = 4”%"\’/") aufzeigt.

Da wir uns bei unseren Rechnungen zusétzlich im Bereicmgerikinetischer Ener-
gie befinden, kdnnen wir die verwendete Streuamplitudetddie konstante Streulange
ersetzen. Damit ergibt sich die Néaherung

471189 . I

/ ~ _

(5.1.23)
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5 Das verdiinnte, schwach wechselwirkende Bosegas

und es gilt fir unser gesuchtes T-Diagramm aufgrund von18)die Approximation

P1 Pa r

A —2—— Opyt pp.patpa- (5.1.24)
0 ﬁ 05 BV P1+P2,P3+ P4

Es ist wichtig zu bemerken, dafl? die Streulaagand damit auch die soeben eingefiihrte
GroRRel" aufgrund der repulsiven Wechselwirkung der Bosonen positid. Diese re-
pulsive Wechselwirkung kann im allgemeinen nur bei der &gttung der Kondensation
eines nicht eingeschlossenen Bosegases angenommen [leGA06, Sto94, RHBI5,
BSTH95].

5.1.3 Die eigentliche Naherung der Selbstenergieanteile

Da uns im letzten Abschnitt eine n&dherungsweise Bestimndesgl-Diagramms gelun-
gen ist, kdbnnen wir nun die Berechnung der Selbstenergiganteiterfiihren. Dazu be-
nutzen wir die Gleichungen (5.1.3) zusammen mit dem letBrgebnis (5.1.24) und
erhalten

B = —@- = e +32 A Y ()
NOR

= —1e(U(0)+U(P) + 57 > (U(0) +U (P~ ) “Ac)A(p—)
q
- 2(%\:)2 (%(U (@) +U(p~)Aaap-a) - 2—5 3@
AP = @ = - Y2 @—
= (P) + iy T V@@

Diese Ausdriicke sind flir eine weitere analytische Betrawhtveitestgehend ungeeignet,
doch besteht die Moglichkeit, sie weiter zu vereinfachesniddie vorliegende schwache
Wechselwirkung erlaubt die Benutzung der Bornschen Néiwgrin der die Beziehung

4ra,
U(p)~— =

=T (5.1.25)

zwischen Potential und Streulange exisfieMit Hilfe dieser Gleichung und der Bedin-
gung, daf? sowohl die thermische als auch die Wechselwidemgygie klein sind, ergeben

Svgl. (5.1.17)
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5.2 Die Greensche Funktida-!

sich die Selbstenergieanteile zu

>1(p) ~ —2n. — ;_\r/ %A(q) (5.1.26a)
520(p) ~ —nel. (5.1.26b)

Die in diesen Gleichungen noch angefutptébhangigkeit tritt dabei gar nicht mehr auf,
weshalb wir sie im folgenden auch nicht mehr angeben werden.

Der Ausdruckﬁiv > qA(q) stellt nach (2.3.14) die erste Naherung der Dichte des nicht
kondensierten Anteils vom Bosegas dar. Somit schreiberdiiGleichungen (5.1.26)

letztendlich in der Form

s~ —2nr (5.1.27a)
520~ —ndr. (5.1.27b)

Diese Naherungen der Selbstenergieanteile werden wirlgeriden fur die Berechnung
der Greenschen Funktionen verwenden. Doch zuvor geheroaimnal kurz auf (5.1.27)

als Approximation ein. Denn es ist sehr interessant eifgrsewie sich die gemach-
ten Naherungen, insbesondere die Bornsche Naherung,eaufgpriinglich betrachteten
Selbstenergien auswirken.

Betrachtet man namlich letztere und untersucht, welchel@&ma bei den jeweiligen
Naherungen wegfallen, dann kann man erkennen, dal3 in T}.let2tlich nur drei Dia-
gramme Verwendung finden. Es gilt

520 e (5.1.278)
Dies entspricht im Endeffekt der ersten Ordnung in der Ecklning nach Vertizes bzw. in
der Entwicklung nach der Kopplungskonstanten. Wie bemitébschnitt 4.2 erlautert,

sind die daraus resultierenden Ergebnisse fur die Greendeéanktionen dennoch von
nicht storungstheoretischer Art!

5.2 Die Greensche Funktion GU1

Die Kenntnis der Selbstenergi@i! und =2° erlaubt uns die Berechnung der vollen
Greenschen Funktio&'!(p), aus der sich dann wichtige physikalische Informationen,
wie z.B. Energiespektrum und Teilchendichte gewinnerelasBie Berechnung kénnen
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5 Das verdiinnte, schwach wechselwirkende Bosegas

wir mit Hilfe der Dyson-Beliaev-Gleichungen (4.2.13) aehs einfache Weise durchftih-
ren. Nutzen wir von letzteren die Gleichung

11 A—p) t-zH
Grp)= D(p) m (5.2.1)
D(p) = (A(~p) "t~ 1) (a(p) L - 2H1) ~ 320520,

so scheint auf den ersten Blick eine Notwendigkeit fur diemBeung beider von uns
berechneter Selbstenergieanteile zu bestehen. Docleliatsaist dem nicht so. Denn
mit Hilfe der Hugenholtz-Pines-Relatiqn+ >11(0) = 32°(0) erkennen wir, unter der
expliziten Benutzung der freien Greenschen Funkfiop) = (—ip0+£(p) — u)_l, dan
GY1(p) nur noch vorz?? abhéngt

_ip%+e(p) —22° it
D(p) (5.2.2)
D(p) = <ip0+£(p) — szo) (—ipo—i- e(p) — sz°> ~ 320520,

G"(p)

Dieses etwas merkwirdige Resultat erklart sich aber selfeadi durch die impulsun-
abhangige Naherung der Selbstenergien, so dal3 in dieséndiid-alr fir p = 0 gultige
Hugenholtz-Pines-Relation Anwendung findet.

Fur die weitere Berechnung der gesuchten Greenschen Buonénutzen wir nun
(5.1.27b). Damit ergibt sich

D(p) = (ipo—i—s(p) —i—ncF) (—ipo—i—s(p) —i—ncl') —nr?

(5.2.3)
= (P°)?+E(p)? mit E(p) := 1/ £(p)2 + 2ne& ()T
und folglich
A0
GL(p) = 'szj)ffgpr;gr. (5.2.4)

Diese Form der Greenschen Funktion erlaubt nach analgtidébrtsetzung zu reel-
len Frequenzen [FWO03] die Bestimmung des Energiespektdem@uasiteilchen durch
Betrachtung der Polstellen. Wir erhalten das bekannte Bdguvspektrum

E(p) = \/e(p)2+2nce(p)r, (5.2.5)

das fur kleine Impulse anndhernd linear verlauft und dangéischaften wie das super-
fluide Verhalten des Bosegases (siehe aber dazu [Leg99])diel&3-Abhangigkeit der
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5.3 Die Temperaturabhéngigkeit des Nichtkondensats

Warmekapazitat erklart.

Flr spatere Rechnungen ist es von Nutzen, die erwdhnterdBol8leichung (5.2.4)
aufzuspalten. Als Ergebnis erhalten wir

Glip = U (5.2.6)

~ —ip°+E(p) ip’+E(p)’

wobei die GrofRen

u(p)?® S(S)E?pr)kr% (5.2.7a)
2_eP)+nd 1 (5.2.7b)

schon aus der von Bogoliubov verwendeten kanonischen foramgtion bekannt sind
[PN99].

5.3 Die Temperaturabhangigkeit des
Nichtkondensats

Wir werden im folgenden untersuchen, wie die Dichte destrkomdensierten Anteils
des Bosegases von der Temperatur abhangt. Dies ist ausdelgeGrund interessant.
In der Literatur wird fur die entsprechende Temperaturagfgkeit beim nicht idealen
Bosegas meist eine Proportionalitat## angegeben [Fet98, FWO03, PS03], die fiir tiefe
Temperaturen giltig sein soll. Dagegen zeigt Popov eireati| Abweichung bezuglich
der Temperaturabhangigkeit des idealen Bosegases au83PBpp87, PY88]. Wie ist
dies zu vereinbaren?

Um diese Frage zu beantworten und die gewiinschte Tempashtungigkeit der Nicht-
kondensatsdichte zu erhalten, berechnen wir letztere [§¢€2n3a.14) durch
1

W(T) = Jim %e‘qo'? Gt1(q). (5.3.1)

Unter Verwendung der Greenschen Funktion (5.2.6) und Adswe der auftretenden
Frequenzsumme mit Hilfe von (A.1.4) erhalten wir

, 1 u(q)? v(q)?

Dieser Ausdruck laR3t einen Vergleich mit den Berechnungeswerdinnten, schwach
wechselwirkenden Bosegases ek 0 zu, welche schon mehrfach durchgefiihrt wurden
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5 Das verdiinnte, schwach wechselwirkende Bosegas

[Bog47, Bel58b, HP59]. Dabei ist entsprechend den Erwaeareine Ubereinstimmung
mit
1
=3 % v(q)? (5.3.3)

gegeben. Durch den Ubergang von der Summe zum Integral gEman— (ZVW [dg...
und nach Einfuhrung von Kugelkoordinaten und entspreatieAdisfihrung der Win-

kelintegration verbleibt
-~ b [ aaver
q) +ncl _ 1)

qqf
4"2/ (\/ Q) +2nce(q)r
3/2 2
_ (2mn)™* /dxxz(ix 1 —1)
472 VXA 232
_ (mnr)¥/2
3

(5.3.4)

Dieser Wert vonY'(0) gibt die sogenannte ,quantum depletion* an. Damit wird died&
hung der Nichtkondensatsdichte bezeichnet, die aufgrandalichenwechselwirkungen
zustande kommt. Da dieser Effekt allerdings nicht in dier&gttungen zur Temperatur-
abhangigkeit gehort, wird fur uns im folgenden die Bestimgnder Differenz

2 2
R

+
VZ eB)E V(Q)

(5.3.5)

von Nutzen sein.

Um diese Bestimmung durchzufthren, verwenden wir die Gieigen (5.2.7) und ge-
hen wieder von der Summe zum Integral Gber. Nach kurzer Bateg folgt

/ qd a) + nel (eﬁ\/ (@ +2nee(a)l _ 1)
\/ CI +2nc8(Q)r (5.3.6)

fl(Bncr)

n(T)—-n'(0) =

(2m
r#£0 (2mr1;r)3/2
B 212

unter Benutzung der Funktion

-1
/dx 2 XAt (eavx“+2><2—1) . (5.3.7)
Vx4 +2x2
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5.3 Die Temperaturabhéngigkeit des Nichtkondensats

Tatsachlich ist in Gleichung (5.3.6) zu berucksichtigeal d. = nc(T) gilt. Fir das
verdiinnte, schwach wechselwirkende Bosegas gilt abenéghgein.(T) ~ nc(0)4. Un-
abhangig davon ist die Temperaturabhangigkeit des aerftrlen Integrals in jedem Fall
nur durch den dimensionslosen Param@teyl” bestimmt.

Um einen einfachen Naherungsausdruck fur (5.3.6) zu eralterden wir uns nun
den Fallen zuwenden, in denen dieser Parameter zum eingmofdszum anderen als
klein angenommen wird.

Nadherung fiir Bn.I" groll Trotz Betrachtung eines verdiinnten Gases mit schwacher
Wechselwirkung gilt fir entsprechend geringe Temperatdre Abschatzun@ncl” > 1.
Dies erlaubt uns, die verwendete Funktion (5.3.7) zu véaehen. Denn fur grof3e Argu-

mente wird der effektive Integrationsbereich des Integdairch den Faktofeav X2 _

-1
1) auf einen BereichO, c] mit ¢ < 1 eingeschrankt, und in diesem gilt fir den Inte-
granden

2 _ _
2 X°+1 (ax4+2x2_ ) 1 X (wﬁx_ ) 1
X S € 1 Nﬁ € 1) . (5.3.8)

Damit folgt fur die Temperaturabhéngigkeit des Nichtkamgis beiBn.I" > 1 unter
Verwendung der Riemannschen Zetafunktion

(2mnel)3/2
2112

_ (o) / (o)
\f

n(T)—n'(0) = J1(Bnel)

(5.3.9)

2mer2 3/2/d F\/?x_l>_1
27T
m

= 1—2C(kBT) mit ¢ = ——

Niherung fiir Bn.I klein Bei Betrachtung eines verdiinnten, schwach wechselwir-
kenden Bosegases bei nicht zu geringer Temperatur giltlseéatzungn.” < 1. Dies
erlaubt uns wiederum, die verwendete Funktion (5.3.7) reiméachen. Denn bezeichnen
wir mit M, das positive Maximum des Integranden, so ergibt sich flinkl&rgumente,

4Siehe dazu Abschnitt 5.4
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5 Das verdiinnte, schwach wechselwirkende Bosegas

wieder unter Verwendung der Riemannschen Zetafunkti@iNdherung

/d x*+1 (ea x4+2x2_l>1
VX4 +2x2
4 1 x2
+
N/d A+ 230 +/dx

x4+ x2 1 (5.3.10)
N/d a(x*+2x2) +/d /d a

1 X2 2
~—= [dx————+ [ d

a/ Xx4+2x2+/ Xeaxz—l
o V()

2v/2a  4a%2

Damit folgt fir die Temperaturabhangigkeit des Nichtkomghgs bef3n.I" < 1

/
o) -r/(0) = Z g ()
. U (5.3.11)
— (2\3/27(3 32 VT

Tatséchlich sind dies die eingangs erwéahnten Ergebnigs&) der Literatur angege-
ben wurden. Wir erkennen also, dal® Popov bei seinen Betragbh eine Naherung fur
einen anderen Temperaturbereich angegeben hat als zt&. Betutlich wird dies insbe-
sondere durch die Abbildungen 5.1-5.3, die die angegebdéBrrungen vor; (a) mit
der exakten Funktion darstellen.

Die unterschiedlichen Naherungen lassen naturlich dige-e, welche dieser Ap-
proximationen denn fir die betrachteten Bosegase die geteige ist. Oder anders aus-
gedruckt, welcher Bereich des Paramefengl ist fir verdiinnte, schwach wechselwir-
kende Bosegase experimentell zugénglich? Dazu berechnausvden Daten typischer
Experimente [AEM 95, DMA™95] die uns interessierende GroRe (Tabelle 5.1). Ersicht-
licherweise schliel3t der Bereich des Paramefexg , der experimentell realisiert wird,
keine der Naherungen eindeutig aus. Vielmehr hangt es vonedesiligen experimen-
tellen Umsténden ab, welche Néaherung als theoretischdeiengmaoglichkeit mit dem
nicht eingeschlossenen Bosegas verwendet werden muf3.
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Abbildung 5.1: Der exakte und der approximative Verlaufiéenktion.#1 (Bncl") im Be-
reichBne < 1 aufgetragen ub%
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Abbildung 5.2: Der exakte und der approximative Verlaufienktion.#1 (Bncl") im Be-
reichfn.l" ~ 1 aufgetragen ub%
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Abbildung 5.3: Der exakte und der approximative Verlauflenktion.#1 (Bncl") im Be-
reichBncI" > 1 aufgetragen Ub%.

GroRe| Andersonet. al | Anderson et. al Davis et al.
vor Expansion | nach Expansion
as |5,3-10 “cm 53.-10 °cm 4,9-10 "cm
T |170nK 20 nK 2 uK
m | 1,4-10%°kg 1,4-10%°kg 3,8:10%6kg
ne |26-10%%cm3 |1.10%cm3 1-10%cm—3
Bn | 6,310 2,1.10 7,0.10°2

Tabelle 5.1: Parameter von experimentellen Bose-Eindteitdensaten mif’Rb8'Rb
und?3Naentsprechend
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5.4 Die Temperaturabhéngigkeit des Kondensats: , Therrealddon*

5.4 Die Temperaturabhdngigkeit des Kondensats:
,» I hermal Depletion”

Nachdem wir im letzten Abschnitt die Abhangigkeit der Niaridensatsdichte von der
Temperatur berechnet haben, wollen wir im folgenden diesagnte ,thermal depletion®
bestimmen. Darunter versteht man die Abnahme der Kondstishte aufgrund steigen-
der Temperatur. Um nun dieses Programm durchzufiihrenemuwtz die Erkenntnisse
des Kapitels 3. Denn in der dortigen Diskussion zur Hugedak®ines-Relation hatten
wir ja eingesehen, dal3 deren Bedeutung gerade als im@iegemmungsgleichung der
nun gesuchten Kondensatsdichte gegeben ist. Wir konrgerdase Relation zusammen
mit den bereits bestimmten Selbstenergieanteilen (5.¥&@venden, um eine Naherung
der ,thermal depletion” zu berechnen. Das Ergebnis ware

() = £ Y8
q

(5.4.1)

2
rm eBe(@—u) —1

Dieses Ergebnis hat Popov als erste Naherung der Kondditddésangegeben [Pop83,

Pop87, PY88]. Allerdings ist das darin auftretende Intefgist immer divergent. Nur fur

den Fall des idealen Gases, namlich falls: O gilt, ergibt die verwendete Approximation
ein endliches Resultat. Dann gilt ndmlich

R AL V7
ne(T) ~ F—\ﬁag)(n—)/ (5.4.2)
entsprechend der ,thermal depletion“ des idealen Gasediddgdaherungen der Selbst-
energien in der Form (5.1.26) bei der Berechnung der Koratsdighte also nur das Er-
gebnis des Bosegases ohne Wechselwirkung liefern, wolkdmviolgenden eine flr den
jetzigen Zweck bessere Approximation verwenden - die érstgpnaherung bzw. die er-
ste Naherung in der Potenzentwicklung nadhz80].

In der folgende Berechnung werden wir dabei nicht mit deeriiichen Hugenholtz-
Pines-Relation arbeiten, sondern mit der dazu aquivatgateichung [vgl. (3.3.7)]

0= -—-—+@—»+1/2Q:>—» +1/2@—». (5.4.3)

Der Grund dafur liegt einfach in der Tatsache, daf3 mit HifeSchwinger-Dyson-Gleichung
(5.4.3) eine einfachere und schnellere Berechnung demjihledepletion® in der von uns
gemachten ersten Loopndherung moglich ist. Diese schagsprachene erste Loopna-
herung berlcksichtigt nur Graphen, die maximal eine Stehlaesitzen. Deshalb ergibt
sich in dieser Approximation aus (5.4.3) die Gleichung

0= e + +12@) (5.4.4)
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5 Das verdiinnte, schwach wechselwirkende Bosegas

wobei die entsprechende zusammenhéngende Greensche Funktafiténr Loo-
pordnung, d.h. ohne Schleifen, darstellt. Anzumerken istblei, dal3 die angefihrten
graphischen Gleichungen implizit die Auswertung an dell&fe= 0 ausdrticken.

Es ist also als erstes notwendig, die Greenschen Funktigsieals Funktionen von
B,V,u undn; zu bestimmen, um dann unter Benutzung von Gleichung (5die4Be-
rechnung vomc(3,V, 1) durchzufiihren. Um nun die Greenschen Funktionen zu erhal-
ten, benutzen wir (3.1.7) und (3.1.8) - ebenfalls in nullteopordnung - und erhalten das
Gleichungssystem

= — + (5.4.5a)
= + —(0)y . (5.4.5b)
Dies entspricht aber gerade dem Dyson-Beliaev-Gleictaystism (4.2.7), bei dem die
Selbstenergieanteile auf die nullte Loopordnung besétisind. Mit
—> =-nc(U0)+U(p)) ~—2Inc (5.4.6a)
~— =-nU(p)=—-Ine (5.4.6b)

folgen daher aus (4.2.13) die Ldsung@ﬁfé(p),ngg(p) fir die zusammenhangenden
Greenschen Funktionen in nullter Loopordnung zu

_ip+e(p) —pu+2nr

Gro(p) = 0 (5.4.72)
G2(p) = B?;g (5.4.7b)
wobel

D(p) = (—ip?+&(p) —pu+2ncM) (ip° +&(p) —p+2ncl) —n2r2. (5.4.7c)

Nun kénnen wir diese expliziten Ausdriicke mit (5.4.4) vemden und erhalten die
folgende implizite Gleichung zur Bestimmung der Kondesg@ahte

e—H_2 3 (GH5(P) + 3620(P)

_E_iz ip+£(p) — K+ 3ncl
BV & (—ipP+&(p) — p+2ncl) (ip°+&(p) — 1 +2ncM) —n2r2
_H

=

2 ip®+&(p) — i+ 3nel

Bv % (—ip°+ \/(e(p) — 1 +2ncl)2—n2r2) (ip®+ /(e(p) — U+ 2ncM)Z—nZr2)’
(5.4.8)
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5.4 Die Temperaturabhéngigkeit des Kondensats: , Therrealddon*

Fuhren wir nun die darin enthaltene Frequenzsumme gema2jAus und machen den
Ubergang von der Summe zum Integral, dann erhalten wir nagfilrung der Win-
kelintegration eine Integralgleichung fur die Kondendatste

_p 1 u?(p) V2(p)
ne(T) = F F/dp pz(egE,(p) 1 o B _1), (5.4.9)

wobei wir die GroRRen

E'(p) =/ ((p) — 1+ 2nl)2 — n@r2 (5.4.10a)
3

u?(p) = £(P) ZE’f(—g)Zn‘:r +% (5.4.10b)
3

V3(p) = P ;Eﬁ,l(:)zncr —% (5.4.10c)

in Anlehung an die Bezeichnungen (5.2.7) definiert haben.

Entgegen dem sehr ahnlichen Ausdruck (5.3.2), den wir tsegiesgewertet haben, hat
die Gleichung (5.4.9) den entscheidenen Nachteil, daBigsegent ist. Dies sieht man
beispielsweise bei der direkten Betrachtung von

1
no(0) = £~ — [ dp #V2(p) (5.4.11)
da der auftretende Integrand die Eigenschaft
glm p2V2(p) #0 (5.4.12)

besitzt. Dieses Resultat ist aber nicht verwunderlich,<dawf der ersten Loopndherung
basiert und diese Naherung automatisch Divergenzen Hemgt [Mag05]. Man kann
aber trotzdem aus der Berechnung ein physikalisch sirew@rgebnis gewinnen, denn
die auftretende Divergenz ist eine alleinige Eigenschaiitng(0) und nicht der Tempera-
turabhangigkeit der Kondensatsdichte zuzuordnen, walasga eigentlich interessiert.
Benutzen wir aus diesem Grund die nullte N&herung von (5)4d.h.n¢(0) ~ # ver-
meiden also damit das Auftreten von Unendlichkeiten, dahalen wir

/2 2
nC(T):H_ni/dppz<eﬁlé/(p) B ;’;/Eg) —V2(p /dppz\/z

2
/d p2 eBE’+\/ (p)

| V2

___/ o 2! eBE'+ u“(p) +v=(p)

(5.4.13)
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5 Das verdiinnte, schwach wechselwirkende Bosegas

Und schlieB3lich folgt durch Benutzung der GrofR3en (5.4.1) durch die Substitution
y(p) = VﬁT die divergenzfreie Integralgleichung der Kondensatddich

3/2 _ 3
m(T>=#‘%/W i
V- +22-1
(5.4.14)
Da sie zu I6sen allgemein nicht moéglich ist, benutzen wir eune iterative Approxima-
tion und erhalten in erster Ordnung

3/2 2 3 _
ne(T) = K _ M/d y—1+s (VP TZL_y) '
oo VP -1+27-1 (5.4.15)
u o (2mp)d/2
=T ( nz) Z1(Bu),

wobei wir die bereits durch (5.3.7) definierte Funktigh(a) benutzt haben. Entspre-
chend dem Vorgehen bei der Berechnung der Nichtkondendatisdverden wir uns
im folgenden auch hier den beiden Félle des IntegralpaematamlichBu < 1 und
Bu > 1, zuwenden.

Naherung fiir Bu groll Nehmen wir bei der Betrachtung der Gleichung (5.4.15) den
auftretenden ParametBu als sehr grof3 an, so vereinfacht sich die auftretende Famkti
f%(Bu), da in diesem Fall der effektive Integrationsbereich désgrals durch den Fak-

tor (eﬁﬂVX4+2X2 - 1)_1 auf einen BereichO, c] mit c < 1 eingeschrankt wird. In diesem
gilt fur den Integranden

2,1
2 Y13 Ny R vy )t
y y4+2y2(eﬁ“ y V-l) Nﬁ(eﬁ“ —1> . (5.4.16)

Damit kdnnen wir die Temperaturabhéngigkeit des KondeniseitBu > 1 berechnen,
und das Resultat ist

2 3/2
() = T ()
po(2mu)¥? Y [ Buvay 1
~ e [y (@) sann
B (2mngr)%? Y (puvay 1)t
r  2m /dy (eﬁu 1)
_ # _ 1—r2(:(k,3T)2 mitc2 = K — °<r:)r
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5.4 Die Temperaturabhéngigkeit des Kondensats: , Therrealddon*

Dies stimmt mit Betrachtungen aus der Literatur tberein (ByVderen Berechnungen
allerdings der Bedingung konstanter Teilchenzahl urggeln und deshalb einfach aus den
Ergebnissen der Nichtkondensatsdichte folgen. Tats@ckbnnen wir durch Vergleich
mit dem Ergebnis aus der Berechnung der Nichtkondenshtedi6.3.9) erkennen, daf3
fur das groRkanonische Ensemble diese in diesem Fall nichlt Aussage ebenfalls
gilt:

3/2
B (mu)

N(T) =ne(T) +n'(T) = ne(0) +n'(0) = r e

(5.4.18)

d.h. die Gesamtdichte ist fir den FliT < u konstant.

Ndherung fiir Bu klein Auch fir den Fall, dalBu < 1 kénnen wir unser Resultat
(5.4.15) vereinfachen. Denn bezeichnen wir Wjtdas positive Maximum des auftreten-
den Integranden, so folgt unter Verwendung der Riemanmsgb&afunktion die Néahe-

rung

J1(BH) /dxx X5 (eﬁ“vx"”xz—l)_l

VX4 4 2x2
4 2
N/d X +2x +/d _
Bu(x4+2x2) eBHX
x4 N / / (5.4.19)
~ ) B+ 2x2) eﬁﬂx2 Bu
3
N_ZBu/d x4+2 2+/dxeﬁux2
3n VT (3)

42 ABu)32
Damit folgt fur die ,thermal depletion” beB i < 1 das Resultat

2 3/2
ne(T) =~ 2 )
2 /i (5.4.20)
—H oy g kem)¥2 3T T,

Tatsachlich zeigt sich in dieser Naherung, wie es eigédntieim grofR3kanonischen En-
semble zu erwarten ist, namlich, daf die Gesamtdichte muiier erhalten sein muf3.
Denn es folgt mit (5.3.11)

/2
n(T)znc(T)Jrn’(T):# (55, )3/25(%)(k8T)3/2+WkBT. (5.4.21)

T
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5 Das verdiinnte, schwach wechselwirkende Bosegas

Diese Resultate (5.4.20, 5.4.21) stimmen mit den von Popgegebenen Ergebnissen
[Pop83] uberein, wenngleich die Berechnung eine grundiegsmdere war. So hat Po-
pov die freien Propagatoren in den urspriinglichen Gleigkarder Selbstenergieanteile
durch die bereits in erster Naherung berechneten Greemsainktionen ersetzt, um so
die Selbstenergien in einer zweiten N&herung zu berechhgn diesen konnte er mit

Hilfe der Hugenholtz-Pines-Relation die Kondensatsdidil@rechnen. Allerdings mulf3te
er sich dazu schon von Anfang an auf den von ihm betrachtegerp@raturbereich be-

schranken.

Uns hingegen ist es gelungen, die Hugenholtz-Pines-Ralatieiner neuen Formulie-
rung zu benutzen, um so in erster Loopnaherung eine fir déenvbemperaturbereich
gultige Integralgleichung der Kondensatsdichte angebé&dmnen. Diese haben wir dann
iterativ in erster Naherung gelost.
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6 Zusammenfassung

Zum Schluf3 bleibt die Feststellung, dal3 die in dieser Arbargelegten funktionalen
Methoden auch fir die Theorie der Bose-Einstein-Kondémsatinen idealen Zugang
bieten. Aufgebaut auf einem méachtigen und sehr effizientem&lismus ermoglichen
sie insbesondere einen korrekten Beweis fur die so wicktigiet-storungstheoretische
Hugenholtz-Pines-Relation

>110) + u=122%0)

- und zwar bei endlichen Temperaturen. Die fur den Beweischeidenden Schwinger-
Dyson-Gleichungen ergeben sich dabei in naheliegendesé/eis dem Funktionalinte-
gral.

Auf der Basis der Schwinger-Dyson-Gleichungen ist es zuai@ch moglich, die aqui-
valente Formulierung

— +® +1/2@_k +1/2® -0

der Hugenholtz-Pines-Relation zu begriinden. Diese kotegadrmulierung erlaubt es
im Gegensatz zur ursprunglichen Darstellung, die Tempexhhangigkeit der Konden-
satsdichte in erster Loopnaherung auf dem gesamten Tetageraeich zu berechnen.

Die gewonnenen Erkenntnisse bestatigen in UberzeugeneiselWelche fundamen-
tale Bedeutung der Funktionalintegralformalismus audldbeUntersuchung der Bose-
Einstein-Kondensation besitzt. Seine weitere Anwendwrgdéesem Gebiet wird ge-
wil3 weitere neue Einsichten mit sich bringen. Um mit den &oPopovs zu schliel3en
[Pop83, S.3]:

»If there’s a possibility of a . .] solution, the method of functional integration
gives a simple way of obtaining.it
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A Frequenzsummen

Fur die in dieser Diplomarbeit auftretenden doppelten &eagsummen ist es moglich,
eine analytische Losung anzugeben. Diese werden wir inalgarfden Abschnitten her-
leiten. Um dies zu bewerkstelligen, ist es sehr hilfreiatvar noch einmal den gangigen
Lésungsweg [FWO03] fur einfache Frequenzsummen zu begacht

A.1 Die Berechnung einfacher Frequenzsummen

Das Auftreten von Summen der Form
gonn

21m
lim . mit wh, = —— undX # iw, A.l.1l
H%O;%_X =5 # o (A.1.1)

sogenannten Frequenzsummen, ist typisch fur Vielteilicterien. Damit solche Sum-
men aber Uberhaupt konvergieren, ist es wichtig, sie mielibn konvergenzerzeugen-
den Faktoren, in diesem Fal&* zu regularisieren. Damit ist inre Berechnung méglich
und kann mit Hilfe der komplexen Kurvenintegration durchidpet werden.

Dazu benutzen wir die meromorphe Funktibfz) — eBz 1, die (einfache) Pole bej =

'2[?" i, besitzt. Die zugehérigen Residuen ergeben sich zu
Res f(2)} -z, = lim {(z—2)F(2)}
=B lim { ) } (A.1.2)

72—z, L @Bz —
=1

Dadurch ist es uns nun maoglich, die Frequenzsumme durchreiawintegral zu erset-
zen. Denn wahlen wir als Umlaufweg den Pfad mit positivem Umlauf, der nur die
Imaginarachse einschliel3t, dann ergibt sich mit Hilfe desi®Riensatzes

/dz f(z —2mZRes{ }

Zn
A12) Z o (A.1.3)
Zn— X

enam

=7,

=2 ia

n
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A Frequenzsummen

Komplexe Ebene

&

Abbildung A.1: Deformierung des Umlaufwegesnach? U &

Um die Frequenzsumme zu bestimmen, missen wir also das tmégual auswerten.
Das ist mdglich, indem wir den Weg entspechend der Abbildung A.1 durch die Summe
der WegeZ und & darstellen, wobei wir a#’ die Bedingungz| — o stellen. Dadurch
ist gewabhrleistet, dal’ das Umlaufintegral entl&gerschwindet. Somit verbleibt nur das
Umlaufintegral entlan@/, welches wir mit Hilfe von Cauchys Integralformel berechne
konnen. Dabei ist allerdings auf den richtigen Umlaufsien idontouren zu achten. Es

gilt also
gunn (A13) 1 /d
Z i — X
jg_o 1 /d
%'—f(x)e’”‘
Be™r
~ 1
Damit ist die Berechnung der Frequenzsumme gelungen, uneripalten das Ergebnis
donn B

lim - =—— A.l4
n—>+o;|cqq—x efx—1 ( )

A.2 Die Berechnung doppelter Frequenzsummen
erster Art

Unter Benutzung des letzten Abschnitts Uber einfache erezgpummen lassen sich nun
auch doppelte Frequenzsummen auswerten. Dabei untetsoheir doppelte Frequenz-
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A.3 Die Berechnung doppelter Frequenzsummen zweiter Art

Abbildung A.2: Deformierung des Umlaufwegésin 2 U &

summen erster Art von denen zweiter Art. Die ersteren sinsbflicke der Form
donn

lim : -
Mo T =X e —Y)

mit on = %m undx,y # i, (A.2.1)

und diese lassen sich mit Hilfe der Partialbruchzerleguemgdf3

1 1 1 1
(iwh—X)(iwh—y):X—y(imq—x_imq—y> (h2.2)

in einfache Frequenzsummen aufspalten. Wir erhalten desht(A.1.4)

. genn B 1 1
nlmo;(ia}]—x)(iwn—y) __x—y<eGX—1_eGY—l)' (A23)

A.3 Die Berechnung doppelter Frequenzsummen
zweiter Art

Die bereits erwdhnten doppelten Frequenzsummen zweitdreAitzen die Gestalt

. & (i + X)
02 lian—y)(ich+y)

mit a = 2%“ undx,y + i . (A.3.1)

Nutzen wir zur Auswertung wieder die meromorphe Funktfgn) — egffl und ihre
Residuen (A.1.2) sowie eine Zerlegung des in dem vorherfgesthnitt angegebenen
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A Frequenzsummen

Wegess gemald Abbildung A.2, erhalten wir

e (i + X) / €(z4x)
- (ion—y)(ian+y) — 2mi (z-y)(z+Y)
ez+x)
Zm/d (z—y)(z+y)
e%(z+x e%(z+x)
—Res{f (z—y)( z-|—y)} —Res{f(z) (z—y)(z-l—y)} =y
- —f<y>L e L
ME+Y eME-D
:_B{ B_1  eby_1 }

Damit kdnnen wir als Ergebnis fur die doppelte Frequenzsarmweiter Art

| e(iocn+x) L xtI  H—32
MY Ganyiaey ~ Plov—1 em i) 432

angeben.
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B Die Integralgleichung der
Streuamplitude

Wie wir in unseren Berechnungen zum verdinnten Bosegabgesaben, fuhrt das Auf-
treten von Streuprozessen der 2-Teilchenstreuung ausohatur Benutzung von Groé-
Ren und Resultaten aus der Streutheorie. Insbesondenesditesser Theorie stammende
Streuamplitude ist fir unsere Berechnungen relevant. &estollen wir im folgenden
die zugehdrige Integralgleichung ableiten.

Um einen Ausdruck fur die Streuamplitude bei der 2-Teildtesuung zu erhalten,
betrachten wir durch den Ubergang in das Schwerpunktsyséanéquivalente Problem
der 1-Teilchenstreuung an einem Potential, wobei danrebgerem die reduzierte Masse
M= =19 2u verwgnden ist. In dem von uns betr.achteten zeitunabbéndgiall ist
demnach erst einmal die Losung der Schrddingergleichung

DZ
(=5 U (1)) (1) = Exc(r) (8.0.1)
gesucht. Da wir den Fall der Streuung betrachten, ist diedm@ositiv und kann als
Ex = é‘Tzn geschrieben werden. Die daraus resultierende Gleichumg &is inhomogene
Differentialgleichung

(02 +K2) i (r) = 2mU(r) g (r) (B.0.2)

geschrieben werden, deren Losung sich mit Hilfe der entsgreden Greenschen Funk-
tion ausdrucken laRt. Diese Greensche Funktion kann maHiffetder Fouriertransfor-
mation und des Residuensatzes bestimmen, und siellautet

eik|rfr’\
G(r—r')= 2 (B.0.3)
Damit folgt fur die gesuchte Wellenfunktion die Integraighung
M eik|r—r’\
ie(r) = Yox(r) — o r’ T U (r)gn(r'), (B.0.4)

1Die zweite noch existierende Greensche Funktion wird aufgihrer Folgerung von Kugelwellen, die
auf das Streuzentrum einfallen, als physikalisch niclevaht ausgeschlossen. Die auftretenden Kugel-
wellen mussen auslaufend sein [BD02].
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B Die Integralgleichung der Streuamplitude

wobei Yok (r) = ek’ eine homogene Lésung der Differentialgleichung ist. Fiaf3gr
Abstande vom Streuzentrum, drie>r’, gelten die Naherungen

r-r’

=/ =/r24r2_2r.r' ~r( =)~ (B.0.5)
ghlr—r'l  gkr e"k% =: krg iK1’ (B.0.6)
und damit nimmt (B.0.4) die asymptotische Form
eikr m ! o—ik 1’ / /

WD) = ok(n) + (% [dr'e ¥ Turr))  (B.07)

an. Vergleicht man dies nun mit der fur gro3e Abstande ggitiGleichung

e|kr

Wi (r) = Yok (r)+ f(k,k')— . (B.0.8)

die f(k,k’) definiert, so erhalt man als Gleichung fiir die Streuampditud

(k,K') ——/dr e T U (r) i (). (B.0.9)

Um daraus die gesuchte Integralgleichung zu erhalten, eniisg im folgenden die in
der letzten Gleichung auftretend (r')-Abhangigkeit durch die Streuamplitude selbst
ausdricken. Dazu benutzen wir den zu (B.0.7) fouriert@anskrten Ausdruck

(K
(p) = (2mP8(k—p) - g g (8.010)
und erhalten mit (B.0.9)
FK) = s [ dPUK' =PI k(p)
° i} , (B.0.11)
o m , m 1 U (k" —p)4nf(k,p)
_—ETU(k—k)+ZT~(2n>3/d s

Damit folgt fur die 2-Teilchenstreuung folgende Integteighung fir die Streuamplitude

1 U (k" —p)4rf(k,p)
/d k2 —p? '

(B.0.12)

Ne M Uk—Kk M
koK) = = U k=KD + 4 s
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C Topologische Betrachtungen
zur Y, U-Abhingigkeit von 3°%°

Bei dem in dieser Arbeit vorgelegten Beweis der HugenhBites-Relation benutzten
wir eine spezielle Darstellung der GroE&0 in Abhangigkeit der Feldeg. und .
Diese Darstellung wollen wir im folgenden durch eine Analysn Feynmangraphen be-
grunden.

Betrachten wir dazu einen Graphglt" mit mausgehenden urreingehenden Beinen
der Ordnung, das heil3t, er besitatVertizesvy,...,v;, und jeder dieser Vertizeg c
{v1,...,Vvi} besitzte; Eingange undy; Ausgange. Zusatzlich bezeichnen wir rhitie
Anzahl der inneren Linien. Da nun alle Vertexaus- bzw. enggéentweder durch solche
inneren Linien verknipft sind oder aber mit aus- bzw. eimyelen Beinen des Graphen
belegt sind, folgt

IZ g =Il+n (C.0.1a)
Z aj=Il+m (C.0.1b)

Betrachtet wir nun die einzelnen Feynmanregeln unseresnisxhen Systems. Wir er-
kennen, dal3 dig- und @ -Abhangigkeit einzelner Graphéfii“’” nur durch die Regel
Il £, also nur durch die Vertizeg bestimmt wird, wobei letztere die Form

Vi (We. We) = f(|ge?) g e (C.0.2)

besitzen. Fur den Graphen selbst ergibt sich deshalb diamgwpkeit zu

T (e W) = U<fj<|wc|2> “0e)

= g(|¢e/?) ljl (ng ?) (C.0.3)

o(| WP e g
a(| we|?) ylgR
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C Topologische Betrachtungen aj, I.-Abhéngigkeit vorg®:°

Damit folgt speziell fir die Summe der irreduziblen Grap&éf, daR die gesuchte Ab-

hangigkeit durch
590 — h(|ye|?) (C.0.4)

beschrieben werden kann.

76



L iteraturverzeichnis

[AEM +95]

[AGD65]

[And04]

[BDO2]

[Bel58a]

[Bel58b]

[Bog47]

[Bro92]

[BSTHO5]

[DMA T95]

[Eco83]

[EGZL96]

M.H. Anderson, J.R. Ensher, M.R. Matthews, C.E. Wienzard E.A. Cor-
nell. Observation of bose-einstein condensation in a eliatbmic vapor.
Science269(5221):198, 1995.

A.A. Abrikosov, L.P. Gor’kov, and l.Ye. Dzyaloshskii. Quantum Field
Theoretical Methods in Statistical Physié%ergamon Press, 2. edition, 1965.

J.O. Andersen. Theory of the weakly interactingéogas.Reviews of Mo-
dern Physics76(2):599-639, 2004.

J.-L. Basdevant and J. DalibardQuantum Mechanics Springer-Verlag,
2002.

S.T. Beliaev. Applications of the methods of quanfield theory to a system
of bosons.Soviet Physics JETH(2):289-299, 1958.

S.T. Beliaev. Energy-spectrum of a non-ideal hgs® Soviet Physics JETP
7(2):299-307, 1958.

N.N. Bogoliubov. On the theory of superfluidityJournal of Physics
11(1):23-32, 1947.

L.S. Brown.Quantum Field TheoryCambridge University Press, 1992.

C.C. Bradley, C.A. Sackett, J.J. Tollett, and RH&ilet. Evidence of bose-
einstein condensation in an atomic gas with attractiveacteons.Physical
Review Letters75(9):1687, 1995.

K.B. Davis, M.-O. Mewes, M.R. Andrews, N.J. van DrutenSDDurfee,
D.M. Kurn, and W. Ketterle. Bose-einstein condensation gaa of sodium
atoms.Physical Review Lettey35(22):3969, 1995.

E.N. EconomouGreen’s Functions in Quantum PhysicSpringer-Verlag,
2. edition, 1983.

B.D. Esry, C.H. Greene, Y. Zhou, and C.D. Lin. Rofdéle scattering length
in three-boson dynamics and bose-einstein condensdtomnal of Physics
B, 29(2):L51-L57, 1996.

77



Literaturverzeichnis

[EOYO05]

[Fad76]

[Fet98]

[FWO03]

[Gre04]

[Gri96]

[GSS95]

[Hig74]

[HM65]

[HP59]

[1Z80]
[Leg99]
[LY58]

[LY59]

[Mag05]

78

H. Enomoto, M. Okumura, and Y. Yamanaka. Goldstoheotem,
hugenholtz-pines theorem and ward-takahashi relationiiie fvolume bose-
einstein condensed gasesXiv:.cond-mat/0512294005.

L.D. Faddeev. Introduction to functional metholisR. Balian and J. Zinn-
Justin, editorsiMethods in Field TheoryNorth-Holland Publishing, 1976.

A.L. Fetter. Theory of a dilute low-temperatureppad bose condensate.
arXiv:cond-mat/9811366 v1998.

A.L. Fetter and J.D. WaleckaQuantum Theory of Many Particle Systems
Dover Publications, 7. cor. edition, 2003.

G. Grensing.Einfuhrung in die Quantenfeldtheorie/orlesungsmitschrift,
2003/04.

A. Griffin. Conserving and gapless approximations &n inhomogeneous
bose gas at finite temperatur&hysical Review B53(14):9341-9347, 1996.

A. Griffin, D.W. Snoke, and S. StringaBose-Einstein CondensatioBam-
bridge University Press, 1995.

P.W. Higgs. Spontaneous symmetry breaking. In Rtawford and R. Jen-
nings, editors,Phenomenology of Particles at High Energigscademic
Press, 1974.

P.C. Hohenberg and P.C. Martin. Microscopic theofsaperfluid helium.
Annals of Physics34:291-359, 1965.

N.M. Hugenholtz and D. Pines. Ground-state energlexitation spectrum
of a system of interacting bosorBhysical Reviewl16(3):489-506, 1959.

C. Itzykson and J.-B. ZubefQuantum Field TheoryMcGraw-Hill, 1980.
A.J. Leggett. SuperfluidityReviews of Modern Physicg1(2):S318, 1999.

T.D. Lee and C.N. Yang. Low-temperature behavior afilate bose system
of hard spheres. i. equilibrium propertiePhysical Reviewl112(5):1419—-
1429, 1958.

T.D. Lee and C.N. Yang. Low-temperature behavior ofdidute bose
system of hard spheres. ii. nonequilibrium propertig3hysical Review
113(6):1406-1413, 1959.

M. Maggiore. A Modern Introduction to Quantum Field TheoryOxford
University Press, 2005.



Literaturverzeichnis

[Mat92]

[Nas78]

[NO94]

[PF64]

[Pin62]

[PN99]

[Pop83]

[Pop87]

[PS02]

[PS03]

[PY88]

[RHB95]

[Riv87]

[Ryd03]

[Sch97]

[Sto94]

R.D. Mattuck. A Guide to Feynman Diagrams in the Many-Body-Problem
Dover Publications, 2. edition, 1992.

C. NashRelativistic Quantum FieldsAcademic Press, 1978.

J.W. Negele and H. OrlandQuantum Many-Particle SystemsAddison-
Wesley Publishing Company, 1994.

V.N. Popov and L.D. Faddeev. An approach to the thedryhe low-
temperature bose gaSoviet Physics JETRA7:1315-1321, 1964.

D. Pines.The Many-Body Problem\W.A. Benjamin, 1962.

D. Pines and P. NoziereBhe Theory of Quantum Liquidglume 2. Perseus
Books, 1999.

V.N. Popov.Functional Integrals in Quantum Field Theory and Statiatic
Physics D. Reidel Publishing Company, 1983.

V.N. Popov. Functional Integrals and Collective Excitation&Cambridge
University Press, 1987.

C.J. Pethick and H. SmithBose-Einstein Condensation in Dilute Gases
Cambridge University Press, 2002.

L. Pitaevskii and S. Stringafiose-Einstein Condensatio@xford Science
Publications, 2003.

V.N. Popov and V.S. YaruninCollective Effects in Quantum Statistics of
Radiation and MatterKluwer Academic Publishers, 1988.

P.A. Ruprecht, M.J. Holland, and K. Burnett. Timepe&ndent solution of the
nonlinear schrodinger equation for bose-condensed tchppatral atoms.
Physical Review A51(6):4704—-4711, 1995.

R.J. Rivers. Path Integral Methods in Quantum Field TheorZambridge
University Press, 1987.

L.H. Ryder.Quantum Field TheoryCambridge University Press, 2. edition,
2003.

F. SchwablQuantenmechanik fiir Fortgeschritter@pringer-Verlag, 1997.

H.T.C. Stoof. Atomic bose gas with a negative scatelength. Physical
Review A49(2):3824-3830, 1994.

79



Literaturverzeichnis

[Toy82]

[Toy83]

[Vas98]

[2J02]

80

T. Toyoda. Theory of lambda transitioAnnals of Physicsl41(1):154-178,
1982.

T. Toyoda. Theory of lambda transition, Annals of Physicsl47(1):244—
266, 1983.

A.N. Vasiliev.Functional Methods in Quantum Field Theory and Statistical
Physics Gordon and Breach Science Publishers, 1998.

J. Zinn-Justin. Quantum Field Theory and Critical Phenomen®xford
University Press, 4. edition, 2002.



Danksagung

An dieser Stelle mochte ich mich bei allen Personen bedamkemich wahrend meines
Studiums und bei der Erstellung dieser Diplomarbeit uiigézshaben.

Ganz besonderer Dank gebihrt in diesem Zusammenhang m8eeeuer Gerhard
Grensing fur die zahlreichen Hinweise, Gesprache und Bskuaen, mit denen er mich
das letzte Jahr stets begleitet hat.

Auch meiner Familie bin ich sehr dankbar - vor allem mein@uRIenny, deren Beitrag
zum Gelingen dieser Arbeit ich nicht hoch genug einschékaem, meinem Sohn Yan-
nick fur sein Talent Probleme aller Art vergessen zu lassghmeiner Schwester Ines,
die den Text dieser Arbeit durchgesehen hat.

Abschliel3end gilt mein Dank Michael Becker, Dennis WilkerdWMartin Ziegler fir

ihre Hilfe bei Fragen jedweder Art und fur die Einsichten rtenntnisse, die sie mir
zuteil werden liel3en.

81



Eidesstattliche Erklarung

Die vorliegende Arbeit ist von mir selbstandig und nur urdahilfenahme der angege-
benen Quellen und Hilfsmittel angefertigt worden.

Kiel, den 23.01. 2006

(Ort) (Datum) (Unterschrift)



