BACHELORARBEIT

Rekonstruktion des dynamischen Strukturfaktors
fiir das stark korrelierte Elektronengas
Paul Hamann
Christian-Albrechts-Universitat zu Kiel

September 2019






Erklarung der Selbststandigkeit

Hiermit erklére ich geméf §10 Absatz 6 der Priifungsverfahrensordnung der
Christian-Albrechts-Universitat zu Kiel fiir Bachelor- und Masterstudiengénge
2019, dass ich diese Arbeit selbstdndig verfasst und keine anderen als die angegebe-
nen Quellen und Hilfsmittel benutzt und die Arbeit in keinem anderen Prii-

fungsverfahren eingereicht habe.







Abstract

The investigation of dynamics with Path Integral Monte Carlo methods
is severely hindered by the so called dynamical sign problem arising due to
fast oscillations of the time evolution operator. Instead, time correlation
functions can be evaluated for an imaginary argument of time, but one
needs to perform analytic continuation to determine physical properties.
This in an ill-posed task. Methods for dealing with this problem are briefly
discussed, their limitations tested on exactly known test spectra and then
used to reconstruct the dynamic structure factor S(q,w) of the uniform
electron gas. Following this, a method, which instead searches for the
response function, linked to S(q,w) by the fluctuation-dissipation theorem,
is expanded upon, investigating its applicability to the strongly correlated
UEG.
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1 Einleitung

Quanten-Monte-Carlo-Methoden (QMC) bilden seit mehreren Jahrzehnten es-
sentielle Werkzeuge zur Untersuchung quantenmechanischer Vielteilchensysteme.
Wiéhrend bei vielen anderen Verfahren zur Bewiltigung der hohen Komplexitét
dabei auf vereinfachte Modelle zuriickgegriffen wird, die insbesondere Wechsel-
wirkung nur nédherungsweise behandeln, ist mit QMC-Methoden — zumindest
prinzipiell — eine exakte Beschreibung moglich. Dies erlaubt es auch fiir Syste-
me, deren Eigenschaften wesentlich von der Wechselwirkung beeinflusst sind,
akkurate Ergebnisse zu liefern.

Eine solche Beschreibung ist notwendig im Bereich der sogenannten warmen
dichten Materie (WDM), einem Materiezustand hoher Temperaturen und Dich-
ten, der unter anderem im Innern von Sternen und Braunen Zwergen auftritt,
dessen genaue Charakterisierung aber auch im Kontext der technischen Nutzung
von Trégheitsfusion an Bedeutung gewonnen hat und mit Hochintensitétsla-
sern auf der Erde erzeugt wird. Grob léasst sich WDM dadurch kennzeichnen,
dass Energie ungefihr gleich auf kinetischen und potentiellen Teil verteilt ist
(Kopplungsparameter I' = E,,/Eyi, ~ 1) und die Temperatur in einer &hn-
lichen Grofenordnung wie die der Fermitemperatur liegt, somit sowohl
Korrelations- als auch Quanteneffekte eine zentrale Rolle einnehmen [1].

In den vergangenen Jahren ist es gelungen, eine Vielzahl von Eigenschaften
warmer dichter Materie im Modellsystems des homogenen Elektrongases (HEG)
mit Pfadintegral-Monte-Carlo-Methoden (PIMC) zu untersuchen [1-3|. Eine
Beschriankung dieser stellt jedoch dar, dass im wesentlichen nur statische Grofsen
bestimmt werden kénnen und Dynamik aufgrund des mit dem Ostzillieren des
Zeitentwicklungsoperators einhergehenden dynamical sign problem kaum zuging-
lich ist, was zum Beispiel die Auswertung von Korrelationsfunktionen, an deren

spektraler Zusammensetzung]|

Sap(w) = / dt et (et Ae~ 1 ), (1)

—0o0

oft grofes Interesse besteht, verhindert |1} 4].

Tm Folgenden werden atomare Einheiten verwendet: e = m, = h = 4meg = 1.



Dies betrifft unter anderem den dynamischen Strukturfaktor S(q,w), der in
Streuexperimenten, einer wichtigen Diagnostik fiir WDM, direkt untersucht
werden kann [5]. Wéhrend der statische Strukturfaktor S(q) die Intensitét der
Streuung an einem System fiir mit dem Wellenvektor q einfallende Strahlung
insgesamt angibt, erteilt S(q,w) zusétzlich Auskunft iiber die Verteilung der
dabei tibertragenen Energie hw [6].

Die Intensitéit der Streuung ist durch den Erwartungswert fiir das Betrags-

quadrat der Fouriertransformation der Teilchenzahldichte n(r) = > d(r — 1)
gegebenf]

L, 1 —iq (-1
ﬂm=ﬁ@wz=ﬁ<;kq<ﬂ>- (2)

S(q,w) gibt hingegen die spektrale Verteilung von Dichtefluktuationen an,

beschrieben durch die intermedidre Streufunktion:

Fla,t) =+ (gt} (0) 3
Dabei gilt:
S(a) = | S(a.wde. ()

Fiir ein imaginires Argument der Zeit (Ersetzung it — 7) wird der Zeitentwick-
lungsoperator reell und positiv, das dynamische Vorzeichenproblem verschwindet.
Er besitzt nun die Form des Dichteoperators:

et ¢y oTH (5)

Eine solche sogenannte Wick-Rotation wird auch in der Pfadintegraldarstellung
der Quantenmechanik auf den im Pfadintegral auftretenden, das Wirkungsfunk-
tional S enthaltenden Phasenfaktor ¢’® angewandt, wodurch das Pfadintegral als
Zustandssumme interpretiert und mit dem Metropolis-Algorithmus ausgewertet
werden kann. Die mit dem dynamischen Strukturfaktor zusammenhédngende Kor-
relationsfunktion lésst sich mit in imaginérer Zeit formulierten PIMC-Methoden
dabei direkt mit der fiir die Pfade gewéhlten Diskretisierung (Zahl der time

slices) zu imaginéren Zeiten 7 € [0, /5] auswerten |[1].

> i(q) =Y, e




Um daraus Riickschliisse auf reale Gréfsen ziehen zu kénnen, sind jedoch weitere
Berechnungen notwendig, in diesem Fall eine inverse Laplacetransformation zur
Rekonstruktion von S(q,w) aus endlich vielen, fehlerbehafteten Werten fiir

F(q, 7). Es gilt, ein Funktion S(q,w) zu finden, welche die Integralgleichung

F(q,7) = /S(q,w)e“”dw (6)

an allen bekannten Stellen 7; im Rahmen der Unsicherheit erfiillt.

Dies ist ein numerisch instabiles Problem ohne eindeutige Losung. Es existieren
eine Vielzahl verschiedener Ansétze, um nach gewissen Kriterien eine ,physika-
lischste zu wéhlen. Dabei kann es hilfreich sein, zur weiteren Einschrankung
zusétzliche Information heranzuziehen. Fiir das HEG sind durch Summenregeln
mehrere Momente des dynamischen Strukturfaktors bekannt [7].

Im Rahmen dieser Bachelorarbeit soll das vorliegende Rekonstruktionsproblem
genauer untersucht und aus vorhandenen PIMC-Ergebnissen fiir F'(q, 7) der dyna-
mische Strukturfaktor des HEG im Bereich starker Korrelationseffekte bestimmt
werden. Dazu wurden zwei Verfahren, stochastic optimization method (SOM) [8|
und genetic inversion via falsification of theories (GIFT) |4] implementiert, die
heuristisch eine grofse Zahl verschiedener Losungen finden und durch Mitteln
iiber diese ein Gemeinsamkeiten zeigendes Spektrum liefern. Da beide prinzipiell
den gleichen Beschrinkungen unterliegen, wird sich auf GIFT fokussiert.

Zum Vergleich dienen dabei Ergebnisse eines neuen Verfahrens [9], welches statt
der direkten Rekonstruktion von S(q,w) die mit diesem iiber das Fluktuations-
Dissipations-Theorem verkniipfte lineare Responsefunktion y(q,w) des Systems
bestimmt, deren Eigenschaften genauer bekannt sind, und die sich insbesondere
durch einen Korrekturterm gegentiber der Responsefunktion des idealen (nicht-
wechselwirkenden) Systems ausdriicken lésst.

Eine vorliegende Implementierung dessen wird anschliefsend um einen geneti-
schen Algorithmus erweitert, in der Hoffnung, so effizienter Lésungen zu finden,

und dabei einen groferen Suchraum betrachten zu kénnen.



2 Theoretische Grundlagen

Benétigte Eigenschaften linearer Responsefunktionen und deren Zusammenhang
zu Korrelationsfunktionen werden vorgestellt und das untersuchte physikalische
System, das homogene Elektronengas eingefiihrt. Anschlieffend wird auf das

Rekonstruktionsproblem und verschiedene Losungsanséitze eingegangen.

2.1 Dynamischer Strukturfaktor und Lineare

Responsefunktion

Die linear response theory beschéftigt sich mit der Reaktion im Gleichgewicht
befindender Systeme auf dufsere sich zeitlich verdndernde Stérungen. Fiir eine
Stérung F(t) des Hamiltonoperators H(t) = Hy+ F(t)B mit F(t) = 0 fiir t < t,,
beschreibt die lineare Responsefunktion x 45 in erster Ordnung der Storung die
zeitliche Entwicklung einer Groke A [6]:

o

(A(t)):<A)0+/dt’XAB(t—t’)F(t’)+ (7)

— 00

Von besonderem Interesse ist dabei deren spektrale Zusammensetzung y(w), die
der Antwort auf eine harmonische Schwingung mit der Frequenz w entspricht.
Zerlegt man x(t) in einen geraden x,(¢) und einen ungeraden Teil x,(t), so kor-

respondiert bei der Fouriertransformation x,(t) mit dem Real-, der Imaginérteil

mit x,(%):

x(w) = / dt(x,(t) + xu(t))e ™" = / Xg(t) cos(—wt)dt + i / Xu(t) sin(—wt)dt
Ro;(r(w) Im;(r(w)

(8)

Der irreversible (ungerade) Teil der Antwort, und damit alle beteiligten dis-
sipativen Prozesse, werden also durch Im y(w) beschrieben, Re x(w) bezeichnet
man als reaktive Komponente der Response. Re x(w) ist selbst gerade, Im x(w)

ungerade.

3(...)o meint die Bildung des quantenstatistischen Erwartungswerts fiir das ungestérte System
(A)o = 7 Tr(e Mo A)



Aus Griinden der Kausalitdt (Stérungen in der Zukunft haben keinen Einfluss
auf den vorherigen Verlauf) muss x(¢) = 0 fiir ¢ < 0 gelten, woraus die Kramers-

Kronig-Beziehungen folgen:lﬂ

Re x(w) = %CH/dw'% (9)
Im x(w) = —% CH/dw'Rj,X—_(:/) (10)

Die Responsefunktion ist also allein durch Imaginér- bzw. Realteil vollstandig
bestimmt. CH bezeichnet dabei die Bildung des Cauchyschen Hauptwerts.
Die Antwort auf Storungen ist eine Eigenschaft des ungestorten Systems. Die

lineare Responsefunktion lasst sich angeben durch:

xas(t) = =i Ot)([A(t). B])o - (11)

Der Ausdruck fiir Im x 45(w) kann auf eine Form gebracht werden, die nur noch
die mit dem Strukturfaktor S,p(w) zusammenhingende Korrelationsfunktion
(A(t)B(0)) enthlt, was das Fluktuations-Dissipations-Theorem liefert:

Im xap(w) = —7(1 — e ™)Sap(w) . (12)

Es besteht also ein grundlegender Zusammenhang zwischen der Antwort auf
auflere Storungen und den Schwankungen im Gleichgewicht.

Fiir den statischen Fall w = 0 gilt:
B
wn0) == [ dr (AR BO))o. (13)
0

Weiterhin lésst sich zeigen, dass fiir A = BT:
S(—w) = e P S(w) (14)

gilt.

“4Ein direkt einzusehender Zusammenhang zwischen Im y(w) und Re x(w) besteht darin, dass
sich x4(t) und x.(t) fiir t < 0 gegenseitig autheben, sodass x,4(t) = sgn(t) - x.(t) gilt.
Fouriertransformation unter Anwendung des Faltungstheorems liefert die KK-Beziehungen.



Die zu l6sende Integralgleichung lésst somit schreiben als:
= / S(w)e ™dw = /S B=me L 7™ dw . (15)
—00 0

Wie man sehen kann, ist F(7) symmetrisch um 7 = (§/2, enthélt dieselbe

Information iiber S(w) also doppelt.

2.2 Das homogene Elektronengas

Das homogene Elektronengas (HEG), auch Jellium genannt, ist ein héufig ver-
wendetes Modellsystem der Vielteilchentheorie, das urspriinglich aus der Festkor-
perphysik stammt. Es beschreibt miteinander wechselwirkende Elektronen unter
einem statischen positiven Hintergrund, dessen Ladung als homogen iiber den
Raum verteilt angenommen wird. So kénnen mit der Wechselwirkung der Elek-
tronen zusammenhéngende Effekte untersucht werden, ohne z.B. den genauen
Aufbau eines realen Festkorpers einfliellen zu lassen.

Der Hamiltonoperator ldsst sich angeben als [7]:

wobei Fle_b die Interaktion der Elektronen mit dem Hintergrund:

H. ,=—¢ /dr/d' \r—r’\ (17)

und F[b,b die Interaktion des Hintergrunds mit sich selbst beschreibt:

/nb
H = — dr . 18
- / / |r_r,‘ (18)

Die Dichte des positiven Hintergrunds ist dabei so grof, dass die Ladung der
Elektronen genau ausgeglichen wird: ny(r) =n = N/V.

Praktisch lassen sich mit PIMC-Methoden nur Systeme mit endlich vielen
Teilchen untersuchen. Um dennoch Eigenschaften im thermodynamischen Limes
(N — 00,V — 00, N/V = const.) beschreiben zu kénnen, simuliert man in einem

Wiirfel eingeschlossene Teilchen, die mit identischen Abbildern ihrer selbst in



einer periodischen Fortsetzung des Wiirfels wechselwirken [1].

Zur Angabe der beiden das System festlegenden Parameter, Dichte und Tem-
peratur werden iiblicherweise einheitenlose Grofen verwendet. Der in Vielfachen
des Bohrradius ausgedriickte Wigner-Seitz-Radius r spannt das Kugelvolumen
auf, das im Mittel genau ein Elektron enthélt, der Entartungsparameter 6 ist als

das Verhaltnis der Temperatur zur Fermitemperatur definiert:

1/ 3\ kT
= — [ — , = =— . 19
" ap <47m) EF ( )

Die Fermi-Energie Er gibt dabei die maximale Energie (bzw. die Fermi-

Wellenzahl kp den Impuls) eines Teilchens im Grundzustand (7= 0K) an. Fiir

das freie Elektronengas in drei Dimensionen gilt{]
kF2 . 3
Er=— mit kp = V3m3n . (20)

Wihrend fiir 8 > 1 die thermische de-Broglie-Wellenlénge der Elektronen sehr
klein gegeniiber deren mittlerem Abstand und damit eine klassische Beschreibung
als Punktteilchen moglich ist, treten fiir kleine # zunehmend Quanteneffekte auf.

Hingegen iibernimmt r, die Rolle eines Kopplungsparameters. Fiir sehr hohe
Dichten (rs — 0) iiberwiegt die kinetische Energie, die Interaktion mit anderen,
durch den positiven Hintergrund abgeschirmten Elektronen ist zu vernachlassigen.
Fiir groke 7, (geringe Dichten) iiberwiegt die Coulombwechselwirkung. Sofern
die Temperatur nicht zu hoch ist, kann sich eine Fernordnung bilden [7].

Der Bereich der WDM lasst sich grob durch 0.1 < r, <10 und 0 < 0 < 10
abgrenzen.

Eine typische Zeitskala fiir kollektive Prozesse ist die Plasmafrequenz:
w, = V3/r3? (21)
Fiir das HEG sind einige Summenregeln bekannt, sodass sich Momente:

(Wr) = /dwwkS(w,q) (22)

des dynamischen Strukturfaktors angeben lassen |3}, 7].

°Im Folgenden wird ausschlieflich das unpolarisierte System, N+ = N| = N/2, betrachtet.



Fiir das erste Moment gilt:

W= (23)

Das dritte Moment lasst sich durch die mittlere kinetische Energie K, direkt
verfiighar in QMC-Simulationen, und den statischen Strukturfaktor S(q) (Para-

metrisierung aus 10| bekannt) ausdriicken:

(W) = q2—2 ((%) +4mn + 2¢° K + wi(1 — I(q))) (24)

mit

I(g) = — /dk K2(1— S(k)) x (§ B Uitk

)

Das inverse Moment ergibt sich aus dem statischen Limes der Dichte-Dichte-

Responsefunktion:

8m2n 3 ¢ 2kq?

<w—1> _ _X(;lq;/()) ) (26)

Das nullte Moment, im Folgenden fiir die Normierung von S(w) bendétigt, ist der
statische Strukturfaktor:

(W) = S(a) = F(q,7 = 0) . (27)

2.3 Analytische Fortsetzung von QMC-Berechnungen

Das vorliegende Problem besteht also nun darin, ein Spektrum S(w) zu finden,
welches F'(7) fir die bei 7, 79,..., 7, ..., 78 € [0,i8] aus QMC-Berechnungen
bekannten Werte im Rahmen ihrer Unsicherheit o; reproduziert und sich durch
irgendein Kriterium als die geeignetste unter allen Losungen auszeichnet.

Ein naheliegendes Mafs fiir die Abweichung eines Spektrums S(w) von den

Eingabedaten ist:

2

By — %i [ / S(w)e ™ dw — F(z)| . (28)

Wie bereits erwahnt ist die inverse Laplace-Transformation jedoch numerisch



instabil. Verdnderungen an S(w) haben wenig Einfluss auf F(7), solange die
Flache in der néchsten Umgebung erhalten bleibt, was dazu fithrt, dass auch stark
verrauschte Spektren die Eingabedaten reproduzieren (vgl. Abb.. Unterhalb
des Unsicherheitsniveaus ist ®¢ kein geeignetes Kriterium fiir die Qualitat der
Losung mehr, die &5 minimierende Losung ist wahrscheinlich selbst von dem

Rauschen betroffen und eignet sich kaum fiir physikalische Interpretationen.

0.3 A

AO.Z' {

0.1 ﬂ1 ﬂﬂﬂ
S W W,

0 10 20 30 40 50

Abbildung 1: Eine die Eingabedaten reproduzierende Losung bei der Rekonstruk-
tion eines gaussformigen Spektrums (gefunden mit GIFT)

2.3.1 Maximum-Entropie-Methode

Einen Weg, dieses Rauschen zu unterdriicken, bietet die Maximum-Entropie-
Methode (MEM) — ein Standardverfahren, um Information aus beschrankten oder
fehlerbehafteten Daten zu extrahieren |11]. Dieses versucht, eine wahrscheinlichste
Losung zu finden, gegeben durch ein Maximum der Entropie, iiblicherweise
definiert als relative Entropie gegeniiber einem den Zustand maximaler Entropie
festlegenden Standardmodell M (w):

I S
S[S(w)] = / S(w)n M(g;)) dw (29)
Es soll also unter allen Losungen diejenige, die M (w) am dhnlichsten ist, gewéhlt
werden. Wenn keine weitere Information vorliegt, verwendet man fiir M (w) ein

flaches Spektrum.



In der Praxis kann die MEM als Minimieren des Terms ® —nS realisiert werden,
wobei n > 0 die Gewichtung der Entropie gegeniiber den Eingabedaten bestimmt.
Wihrend fiir kleine 7 das Rauschen {iberwiegt, néhert sich fiir grofe 7, die Losung
immer stérker an M (w) an, was z.B. zu einer Verflachung des Spektrums (siehe
Abb. [10] fiir Beispiele) fiihrt. Solange keine (z.B. experimentellen) Vergleichsdaten
vorliegen, lédsst sich schwer beurteilen, ob eine geeignete Gewichtung getroffen
wurde, und ob es sich bei rekonstruierten Merkmalen um Rauschen oder z.B.
Mehrfachanregungen handelt. Wéhrend fiir diese Wahl etablierte Faustregeln [12]
existieren und die MEM bei hoher Auflésung und Genauigkeit der Eingabedaten
durchaus gute Ergebnisse liefern kann [13|, besteht zumindest prinzipiell die Ge-
fahr, dass Merkmale verloren gehen, und ohne einen passenden Ansatz fiir M (w)
insbesondere die genauere Form des Spektrums nur eingeschrankt wiedergegeben

wird.

2.3.2 Andere Ansatze

Ein anderer Ansatz basiert auf der Uberlegung, dass sich gemeinsame Merkmale
beim Mitteln iiber mehrere Losungen zeigen. Um eine gute Abschétzung fiir S(w)
liefern zu kénnen, miissen nur genug Losungen herangezogen, der Losungsraum

moglichst vollstandig und gleichméfig abgetastet werden.

2.0

N

10 N=100 | | N=1000

1.6

1.24

S(w)

0.8 1

0.4

0.0 1

Abbildung 2: Rauschunterdriickung durch Mitteln iiber N verschiedene Losungen

Fiir ein Spektrum ohne Rauschen sind dazu eine grofse Zahl von Losungen
(~ 10%) erforderlich. Es bietet sich an, zur Erzeugung dieser stochastische Opti-

mierungsverfahren zu verwenden.
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2.4 Stochastische Optimierungsverfahren

Wahrend klassische Optimierungsverfahren deterministisch sind und z.B. lokal
immer die optimale Anderung an einer Losung vollziehen, arbeiten stochastische
Optimierungsverfahren zufallsbasiert. Dies erlaubt es bei Problemen, fiir die
klassische Verfahren aufgrund der hohen Komplexitét effektiv scheitern, oft in

kurzer Laufzeit Ndherungslosungen zu finden [14].

2.4.1 Simuliertes Abkiihlen

Zu den stochastischen Optimierungsverfahren gehort das vom Metropolis-Algo-
rithmus inspirierte simulierte Abkiihlen, bei dem die zu minimierende Zielfunk-
tion ® : S — R als Energie eines Systems S mit der fiktiven Temperatur 7T’
interpretiert wird. Mit einem zufélligen Ansatz fiir S startend, werden wiederholt
zufillige Anderungen S — S’ vorgeschlagen und mit der Wahrscheinlichkeit
p = min (1,exp (—A®/kT)) akzeptiert. T wird dabei mit der Zeit gesenkt,
sodass, wahrend am Anfang auch Verschlechterungen oft akzeptiert und auf
diesem Weg viele verschiedene S erreicht und lokale Minima verlassen werden
konnen, dies immer seltener geschieht und schlieklich wahrscheinlich ein Zustand

mit niedrigem ® nicht mehr verlassen wird [15].

2.4.2 stochastic optimization method

Es stellt sich heraus, dass, da beim vorliegenden Rekonstruktionsproblem die
Anzahl zugénglicher Konfigurationen mit ® stark zunimmt, dort durch das
Akzeptieren von Verschlechterungen oft suboptimale Zusténde erreicht werden,
die nicht wieder zu besseren Losungen fithren. Um trotzdem lokale Minima iiber
mehrere Schritte, die eine Verschlechterung von ® bedeuten, verlassen zu kénnen,
wird bei der stochastic optimization method (SOM) [8|, einem verbreiteten
Verfahren zur Rekonstruktionﬁ eine Kette von Anderungen zunichst temporar
akzeptiert. Wird dadurch ein Zustand mit kleinerem & erreicht, wird dieser als

neuer Startpunkt gewéhlt, wenn nicht, die Kette verworfen.

Als Akzeptanzwahrscheinlichkeit eines Vorschlags S — S’ wird dabei folgende

Dieses wird hier nur skizziert, eine ausfiihrliche Beschreibung findet sich in |16].
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Form gewéhlt:
1 , Do < Py
PSS = (30)
(D5/P5)' ™, Qg > Dg
wobei fiir eine Kette nacheinander zwei zuféllige Werte fiir d verwendet werden:
am Anfang d; < 1, um das Verlassen von Minima zu begiinstigen, gegen Ende
dy > 1 um in einer giinstige Konfiguration zu enden.
Dargestellt werden die Spektren dabei durch eine Summe von Rechteckfunk-

tionen mit Breite w;, Hohe h; und Mitte bei w = ¢;:

hi , w € [cx—we/2, ¢+ wy/2] (31)
r |0 , sonst.

Damit jede Konfiguration erreicht werden kann, sind viele verschiedene Arten
von vorzuschlagenden Anderungen erforderlich, die Fliche im Spektrum durch
Hinzufiigen, Entfernen, Verschieben, Skalieren, Aufteilen oder Zusammenfiigen
der Rechtecke neu verteilen, dabei aber immer die Normierung erhalten.

Jede Art von Update enthélt dabei einen kontinuierlichen Parameter ¢ (z.B.
die Distanz, um die ein Rechteck verschoben oder die Flache, die zwischen zwei
Rechtecken tibertragen wird). Um diesen giinstig zu wéhlen, wird & fiir die sich
bei einer zufillige Schrittweite ¢ und (/2 ergebenden Spektren ausgewertet und
durch quadratische Interpolation die Lage des Minimums abgeschétzt.

Fiir eine moglichst effiziente Nutzung der Rechenzeit erfolgt die Optimierung
vieler verschiedener Spektren rundenweise. Am Ende jeder Optimierungspha-
se werden diejenigen Spektren, fiir die ® bisher am weitesten konvergiert ist,

ausgewahlt und nur diese weiter optimiert.

2.4.3 Genetische Algorithmen

Genetische Algorithmen hingegen optimieren eine ,,Population” von Losungen
durch Nachahmen der bei der Evolution stattfindenden natiirlichen Auslese.
Die zu extremalisierende Grofe wird als Fitness einer Losung interpretiert. Mit
dieser gewichtet werden wiederholt zuféllig zwei Losungen ausgewahlt und zu
einer neuen rekombiniert, sodass sich wahrscheinlich die gesuchten Merkmale
durchsetzen. Zur weiteren Erkundung des Suchraums wird {iblicherweise mit

einer bestimmten Wahrscheinlichkeit eine Mutationsoperation durchgefiihrt |17].
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3 Genetic Inversion via Falsification of Theories

Im Folgenden wird ein genetischer Algorithmus zur Rekonstruktion vorgestellt
und dessen Beschrankungen anhand von bekannten Testspektren untersucht.
Anschliefsend wird er zur Bestimmung des dynamischen Strukturfaktors des HEG

verwendet.

3.1 Verfahren

Die Beschreibung folgt im Wesentlichen dem in [4] vorgestellten Verfahren.

3.1.1 Parametrisierung

Intern werden Spektren durch eine Summe auf einem Raster wy, € [wy,ws, -+, wy]

verteilter Delta-Distributionen dargestellt:

Sw) =" s 6w — wy) (32)

o
—_

Dieses wird in allen folgenden Anwendungen gleichméfig (wx = Wpnin+(k—1)-Aw)
gewahlt. Die Flachenbeitrage nehmen dabei nur diskrete Werte s, € N an und
ergénzen sich zur Auflssung M = )", s, sodass sich gegeniiber dem tatséchlichen
Spektrum S(w) ein Umrechnungsfaktor von (w®) /M ergibt. Fiir die Laplace-
Transformierte F'(7) folgt:

F(r) = %ﬁm = %—> / dw S(w)e ™ = %\”4—> Z spe ™ (33)

k=1

Prinzipiell sind andere Repréasentationen, z.B. als Stufenfunktionen, Trapeze oder
die Interpolation der Stiitzstellen durch hohere Polynome denkbar, bei Tests
konnte dabei jedoch keine Verbesserung der Ergebnisse beobachtet werden.

Die Momente ergeben sich analog zu:

A”/ = <W ; SkWwp - (34)

Damit deren numerischen Auswertung sinnvolle Werte, die mit dem analytisch
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bekannten verglichen werden konnen, liefert, muss die w-Auflésung N, fein genug
gewihlt werden. Fiir das inverse Moment, dessen Beitrage fiir Spektren mit
S(w — 0) # 0 eine Polstelle besitzen, lasst sich direkt der Cauchysche Hauptwert
bestimmen, wenn das Raster gleichméfig um w = 0 liegend, diese Stelle jedoch
nicht enthaltend gewahlt wird.

Als zu minimierendes Maft der Abweichung von den Eingabedaten dient:

SEEEDY (Y7 - pm) + S (@9 - @)’

=1

wobei 7, > 0 die Gewichtung der Abweichungen der Momente bestimmt.

3.1.2 Evolutionsschritte

Als Anfangspopulation werden N zuféllige Spektren erzeugt. Dazu wird bei
einem leeren Spektrum (s = 0 V k) M mal an einer zuféllig gewéhlten Stelle sy
um eins erhoht, bis die Normierungsbedingung erfiillt ist.

Zu Beginn eines jeden Evolutionszyklus wird die Fitness ¢ fiir jedes Spektrum
ausgewertet. Dies ist der performancekritischste Schritt, der Rechenaufwand
steigt mit N - N, - N, es bietet sich an, die Berechnung der Summe in (33))
zu parallelisieren. Anschliefend werden die Spektren der Fitness nach sortiert,
sodass die am meisten mit den Eingabedaten iibereinstimmenden die kleinsten
Indizes besitzen ($; < &y < --- < &) und wiederholt zwei Spektren mit Index

k= |Nr'2| +1, zufilliges r € [0,1) (35)

gewahlt. Fiir die Selektion sind prinzipiell alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen
geeignet, die gute Losungen bevorzugen. Die aus diesen durch Rekombination
und Mutation erzeugten Spektren bilden die néchste Generation.

Zur Rekombination wird zufillig gewahlte Fliche s der Eltern-Spektren an der
selben Stelle im Kind-Spektrum eingefiigt, sodass dieses Merkmale beider Eltern
tragt. Dies wird aus praktischen Griinden als Austausch von Flédche zwischen
identischen Kopien der Elternteile realisiert, auf diesem Weg erhélt man gleich
zwei die Normierungsbedingung erfiillende Nachfolger.

Als haufigste Mutationsoperation wird ein Stiick Fldche von einer zufélligen

Stelle k£ nach links oder rechts verschoben: s := s — 1 und sgi1 := sgy1 + 1 bzw.
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Sp_1 := Sg_1+1. An sich ermdglicht diese zusammen mit der Rekombination schon
ein weites Erkunden des Suchraums. Es kénnen jedoch Situationen auftreten,
bei denen sich bei allen Spektren einer Population die Flache auf einen Bereich
konzentriert (z.B. weil dies bei starker Gewichtung eines Moments ein lokales
Minimum von & darstellt), die ohne eine nicht-lokal arbeitenden Mutationsope-
ration nicht verlassen werden. Mit einer deutlich geringeren Wahrscheinlichkeit,
da dies groke Anderungen in F(7) bewirkt, wird ein Stiick Fliche von einer
zufélligen Position zu einer anderen transferiert: s, := s, —1,s; := s; +1. Weitere
Operationen sind denkbar (vgl. [18]).

Um zu garantieren, dass sich die beste Losung mit steigender Zahl simulier-
ter Generationen nicht verschlechtert und die Wahrscheinlichkeit zu erhchen,
dass sich dessen Merkmale durchsetzen, werden die besten N unverindert
in die ndchste Generation iibernommen. Fiir eine Beschleunigung der Konver-
genz beginnt man mit einer grofen Zahl zufélliger Spektren und reduziert die
Populationsgrofe von Generation zu Generation.

Diese Schritte werden solange wiederholt, bis ® konvergiert. Typischerweise
sind dazu einige tausend Generationen erforderlich. Uber das jeweils beste
Spektrum vieler verschiedener Evolutionsvorginge {S;(w), Sa(w),...,Sn(w)}
wird gemittelt (vgl. Abb. [2):

Sorrr() = 5 3 i) (36)

Es stellt sich heraus, dass sich die Effizienz weiter steigern lésst, indem zusétz-
lich simuliertes Abkiihlen durchgefiihrt wird, und Kinder ihre Eltern in der néchs-
ten Generation nur mit einer Wahrscheinlichkeit p = min (1, exp (—A®/kT))
ersetzen. Dies erlaubt es, iiber die Temperatur die Diversitdt in einer Population
zu kontrollieren und mit einer hohen Mutationsrate aggressiv den Suchraum zu

erkunden, ohne, dass sich dies negativ auf die Konvergenz der Fitness auswirkt.
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3.2 Numerische Tests mit bekannten Spektren

Um auftretende Probleme bei der Rekonstruktion zu untersuchen, wird nun die
analytisch bestimmte Laplacetransformation F'(7) eines bekannten Spektrums,
gezeigt sind hier Sdgezahnpulse und Kombinationen von Normalverteilungen,
auf einem Intervall 7 € [0, 7,,4.] mit einer begrenzten Auflésung ausgewertet.
Zusétzlich wird normalverteiltes Rauschen mit o = 0, - F'(0) addiert, um die
Fehlerbehaftung von MC-Ergebnissen zu simulieren.

Bei Tests mit Spektren mit einem normalverteilten Peak zeigt sich, dass
wihrend Position und Breite bei einem niedrigen Rauschen o, ~ 10~* auch ohne
Verwendung von Momenten wiedergegeben werden kénnen (siehe Abb. , fiir
hohere 0, zunehmend Formverluste zu beobachten sind (vgl. [4]). Verschiebungen
lassen sich dabei durch Berticksichtigung des ersten Moments v; > 0 in der
Fitnessfunktion korrigieren. In dem Fall resultiert zunehmendes Rauschen in

einer Verbreiterung.

(a) (b)

2.0 A
—— Op=1:1073

15 Orer=5-1073

Abbildung 3: Rekonstruktion fiir unterschiedliche Fehler der Eingabedaten
(a) ohne Beriicksichtigung von Momenten
(b) unter Beriicksichtigung des ersten Moments

Eine andere Art von Informationsverlust ergibt sich dadurch, dass in echten
Anwendungen F(7) aus QMC-Berechnungen nur bis zu einem 7,4, = 5 bekannt
ist. Die Auswirkungen lassen sich durch eine unterschiedliche Wahl von 7,,,,
dargestellt in Abb.[4] untersuchen. Da die Beitrége zu F'() bei kleinen Frequenzen
deutlich langsamer abfallen (siehe Abb., geht beim Reduzieren von 7,,,, zuerst
Information iiber die Spitze des Sdgezahnpulses verloren. Die Position ldsst sich

der Fléache nicht mehr genau zugeordnen, es kommt zu einer Abflachung.
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—— Abtastung bis Tmax =2.5
11 —— Abtastung bis Tmax = 0.5
3
"
0 T T T
0 1 2 3 4
w
1071

1.00 —+— rekonstruiert [

0.75 - x  Eingabedaten ;_10_2
= 0.50 L 10-3
- ;

0.25 A L 107

0.00 ) T T T T T T I 10_5

0 1 2 3 4 5 6 7 8

T

Abbildung 4: Rekonstruktion eines Sdgezahnpulses aus Abtastungen von F'(7)
bis zu verschiedenen 7,,,,. Bei 7 = 0.5 ist F/(7) um etwas iiber die

Hilfte, bei 7 = 2.5 auf ca. 1/40 abgefallen.

S(w)e™™

Abbildung 5: Integralbeitrage S(w)e™™ zur Laplacetransformation F'(7) des

gezeigten Sédgezahnpulses
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0.2 L 1.0
3 0.1 L 0.5 ©
[7p]

0.0 L 0.0

0 20 40 60 80 100 120 140 O 20 40 60 80 100 120 140

w w

Abbildung 6: Rekonstruktion von S(w) fiir ein Spektrum mit zwei Peaks

Auf der anderen Seite ist das Rekonstruktionsvermégen durch die Auflésung
der Abtastung von F(7), bei gleichméfiger Unterteilung also der Wahl der
Schrittweite 07, begrenzt. Dies ldasst sich an der Rekonstruktion von Spektren
mit zwei Peaks untersuchen. Dargestellt in Abb.[f] ist zusitzlich das kumulierte

Spektrum [y, mit:

(@) = / dw w"S(w). (37)
Wihrend die Positionen beider Peaks genau bestimmt werden, fehlt Information
iiber die Form/ Breite des zweiten Peaks. Verdopplungen der Auflésung liefern

nur abnehmend Verbesserungen.

0.2 — 25samples, 6T=1.00 x 1072
50 samples, 65T=5.00 x 1073
—— 100 samples, 6T=2.50 x 1073

3 0.1

0.0 J. : : :

0 20 40 60 80 100 120 140 90 100 110
w w

Abbildung 7: Rekonstruktion von zwei Peaks fiir verschiedene 7-Auflosungen
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S(w)e™™

w

Abbildung 8: Integralbeitrage S(w)e™™ zur Laplacetransformation F(7) eines
Spektrums mit zwei Peaks

Wie in Abb.[§|dargestellt, enthélt F'() nur fiir kleine 7 signifikante Beitréige des
zweiten Peaks, da diese exponentiell schneller gegeniiber denen des ersten abfallen.
Bei einer linearen Wahl der time slices bleibt also auch fiir hohere Auflésungen
der durch Abweichungen in der Form des zweiten Peaks hervorgerufene Anteil an
® klein. Die entstehende Verbreiterung sorgt dafiir, dass sich Spektren, die einen
Peak und noch weitere Flédche enthalten in Fallen, wo diese vor dem Peak liegt,
deutlich schlechter rekonstruieren lassen als wenn sich diese dahinter befindet.
Dargestellt in Abb.[J]ist ein Extrembeispiel.

0.3
3
n

0.0

0.3
3
w0

.............................. i

0.0 . S— — .

° 20 40 60 80 100

Abbildung 9: Rekonstruktion von aus einer breiten und einer schmalen Normal-
verteilung bestehenden Spektren
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3.3 Erweiterungen

Durch Hinzufiigen eines Entropieterms zur Fitnessfunktion lasst sich GIFT

als Implementierung der Maximum-Entropie-Methode verwenden [4].

(a) (b)
1.0 1 7 n= 10_4
0.8 1 1 n=10"°
—~ 0.6

N | \
0.2 1 i

0.0

Abbildung 10: Rekonstruktion mit Entropieterm —nS in der Fitnessfunktion.
(a) ohne Beachtung der Momente, (b) Verwendung des ersten
Moments

Eine Darstellung von Spektren, die die detailed balance equation direkt
nutzt, sodass stattdessen gelost werden kann, ist mit der gewédhlten internen
Diskretisierung einer gleichméfig Aufteilung von (w°) nicht ohne weiteres moglich,
da die Beitrige eines sy dazu so von der der w-Position abhédngig wéren (1 —
1+e77¢). Um dennoch eine solche Einschrinkung des Suchraums durchfiihren zu
konnen, kann zu einer Darstellung durch Gleitkommazahlen fiir s; iibergegangen
werden, wobei das Spektrum nach Anderungen immer passend skaliert wird,

sodass die Normierung:

[e.e]

/ dw S(@)(1 + e=5) = (W) (38)

0

erfiillt ist. Die anderen Momente ergeben sich zu:

(o = / S(w)(1+ (1) e Y dw (39)

Das Verfahren bleibt im Wesentlichen das gleiche, lediglich die Mutations- und

Kreuzungsoperationen miissen angepasst werden.
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3.4 Anwendung auf das homogene Elektronengas

Nun wird das Verfahren auf das Homogene Elektronengas angewendet. Daten fiir
F(q, 7) fiir verschiedene Wellenzahlen ¢ = |q| liegen aus PIMC-Berechnungen
fir r, = 2, r¢ = 10 und 7, = 100 mit # = 1 vor. Da die in F(q,7) fiir
7 €[0,8/2] und 7 € [3/2, 5] enthaltene Information identisch ist (15]), werden
nur die Datenpunkte der ersten Hélfte benutzt. Abb.[I1]zeigt die Ergebnisse einer
Rekonstruktion ohne Verwendung von Momenten. Dargestellt sind aulerdem
durch Rekonstruktion der Responsefunktion mit dem in |9, [19] vorgestellten

Verfahren erhaltene Ergebnisse.

—— Dornheim, Groth et al., 2018/2019 : GIFT

1.88 - -1.87
w |
g
o
- 1.43
1.25
‘ - 0.98
rs=2 JL rs=10 rs =100
063 [ T — SRS oy -
0 2 4 6 0 2 0 1 2
w/wp w/wp w/wp

Abbildung 11: Rekonstruktion des dynamischen Strukturfaktors S(q,w) fiir
0 = 1. Die Kurven sind jeweils um |q| verschoben und fiir ei-
ne gemeinsamen Darstellung skaliert. N = 34 fiir r, = 2 und
rs = 10, N = 200 fiir r, = 100.
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Waihrend alle Ergebnisse grob im Verlauf den Vergleichsdaten dhneln, geht
vor allem bei kleinen Wellenzahlen zunehmend die Form verloren. Dies zeigt sich
besonders stark bei rs = 10 und ¢/qr = 0.63, wo ein Peak gar nicht reproduziert
wird. Fiir ry = 100 ergeben sich die grofiten Abweichungen bei ¢/qp ~ 1.87.

Bei Betrachtung der Momente (Abb.[12) fillt auf, dass die ersten Momente
nahezu mit den durch bekannten Werten {iibereinstimmen. Die dritten

Momente werden gegeniiber ([24]) tibertroffen, kénnen also Korrekturen liefern.

GIFT —— Dornheim, Groth et. al, 2018/2019
rs=10

0.01

(w)

. 0.00
0.3 5e-5

0.0 T

0.0 T T
0 1 2 3 4 0 1 2

w/wp w/wp

Abbildung 12: Kumulierte Beitrdge I,, zu den ersten und dritten Momenten des
dynamischen Strukturfaktors, dargestellt fiir den jeweils nied-
rigsten Wellenvektor. Die gestrichelte Linie gibt die analytisch
bekannten Werte aus und an.

Lésst man die Abweichung der dritten Momente in die Fitnessfunktion ein-
flieen (Abb.[13), so wird fiir r; = 2 das durch Suche der Responsefunktion
gefundene Ergebnis nahezu reproduziert, die Peaks stimmen nun in der Hohe
iiberein, auch die Asymmetrie wird gegeniiber der Rekonstruktion ohne Moment
besser getroffen. Ein Unterschied besteht jedoch im Verhalten fiir w — 0. Bei
rs = 10 ergeben sich kleinere Verdanderungen, die vorliegende Information reicht

nach wie vor nicht aus, um die Form des Peaks zu bestimmen.
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—— Dornheim, Groth et al. 2018 —— GIFT —— GIFT (using (w?3))

1_25_....... ...................M ............................ Mﬂm’
.
g
(o)

N
r5=2 EES I’5=10
(NG TR TTTIIITITT N
0 2 4 6 0 2
w/wp w/wp

Abbildung 13: Rekonstruktion unter Beriicksichtigung des dritten Moments

F(q,7), dargestellt in Abb.[14] fllt auf dem bekannten Intervall nur sehr
langsam ab, sodass dhnliche Effekte wie in Abb.[d] zu vermuten sind. In der
Tat zeigt ein Vergleich mit den Integralbeitrigen zur Laplacetransformation der
Ergebnisse aus [9], dass F'(/2) von Beitrégen aus genau den Bereichen dominiert

wird, in denen sich die groftten Unterschiede ergeben.

rs=10

re=2

10 15 20 25

Abbildung 14: F(q,7) fiir verschiedene Wellenzahlen auf dem Intervall [0, 5/2].
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Abbildung 15: Integralbeitrage S(w)e™™ zur Laplacetransformation F'(7) der
Ergebnisse aus @ fiir den jeweils niedrigsten Wellenvektor
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4 Suche nach der Local Field Correction

Wie anfangs beschrieben héngt der dynamische Strukturfaktor iber das Fluk-
tuations-Dissipations-Theorem mit der Responsefunktion zusammen. Das
Rekonstruktionsproblem ist also prinzipiell dquivalent zu der Suche nach der
Dichte-Dichte-Responsefunktion y(q, w), fiir welche sich jedoch weitere Einschrén-
kungen treffen lassen. Im Folgenden soll das Verfahren aus |9, [19] vorgestellt und

erweitert werden.

4.1 Neuformulierung des Problems

Fiir das freie Elektronengas (Energie eines Teilchens rein kinetisch ¢, = k?/2)
kann direkt ausgewertet werden, man erhilt die lineare Responsefunktion
des idealen Systems, auch Lindhard-Funktion genannt |1} [7]:

_ Pk fla) = flera) o
Xo(q,w) =2 / e ——— fir n — 0" (40)

wobei f(ex) = (nk) einer Fermi-Verteilung folgt.

Die Responsefunktion des HEG lasst sich durch diese und einen samtliche
Wechselwirkungseffekte beschreibenden Korrekturterm G(q,w), die local field

correction (LFC) ausdriicken |7]:

XO((L w)
1— 51— Glq,w)xo(qw)

Eine erste Korrektur, die static local field correction (SLFC), ergibt sich durch
das iiber aus QMC-Berechnungen direkt bestimmbaren statischen Limit der

Responsefunktion:

x(q,w) = (41)

q* 1 1
Gl ) = Gla0) =1~ (- ) (12)
Im Allgemeinen kann G(q,w) jedoch nicht als frequenzunabhéngig angesehen
werden. Dornheim, Groth et. al haben ein Verfahren entwickelt, dass die fre-
quenzabhéngige dynamic local field correction (DLFC), im Folgenden mit G(q, w)
gemeint, unter genauerer Beriicksichtigung von F'(7) rekonstruiert [9).
Aus den Kramers-Kronig-Beziehungen @], ergeben sich folgende Zusam-

25



menhange zwischen Real- und Imaginérteil der LFC:

o0

1 I /
ReGi(q.) = ReGlg,00) + it [ 204 gy 3

T w —w
Im G, ) = —= CH / ReG(q,w )/_ ReG(q,0) , (14)

T W — w
wobei:
2q2

Re G(q,00) = I(q) — = Ky (45)

2
(,Up

gilt. I(q) ist durch den statischen Strukturfaktor iiber gegeben, K. ist
der kinetische Teil der Austausch-Korrelations-Energie, fiir die im untersuchten
Bereich des HEG eine Parametrisierung bekannt ist [2]. Es kann sich bei der

Suche also auf Im G(q, w) — alternativ Re G(q,w) — beschrankt werden.

4.2 Bisheriges Verfahren

Mit dem Wissen, dass Im G(q,w) eine ungerade Funktion ist (vgl. Glg. (§)), wird
fiir die DLFC folgende Padé-Approximation gewahlt:

aow + a1w3 + a2w5 + a3w7 + a4w9

ImG(q> w) = (bO + b1w2)c

(46)
Die Koeffizienten werden zufallig iiber mehrere Grofenordnungen gewahlt:
1079 <aq; <10°, 1073 <bhy, <10°, 107°<b; <10°, 4<c¢<1l.

Aus folgt fiir w = 0:

1 o0
ReG/(q,0) = ReG(q, o0) + — CH / duw

—0o0

ag + aw? + asw* + asw® + agwd

(bo + b1w2)c

(47)

Um nur Loésungen zu betrachten, die diese Beziehung erfiillen, wird nach ei-
nem zufalligen a; aufgeldst und der Koeffizient entsprechend gedndert. Es zeigt
sich, dass dieser dann in der Regel mehrere Grofienordnungen auferhalb des

urspriinglich betrachteten Intervalls liegt.
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Die zur Uberpriifung, ob eine Losung im Rahmen der gegeben Toleranzen zu
F(q,7) und den Momenten passt, durchzufiihrenden Integrationen sind rechen-
aufwindig. Aus diesem Grund werden zunéchst eine Reihe von Plausibilitdtstests
durchgefiihrt:

1. Lassen sich Re G(w) und Im G(w) numerisch auswerten, oder kommt es

z.B. zu einem Uberlauffehler?
2. Ist Re G(w) fiir grofke w bereits hinreichend konvergiert?
3. Liegt das Maximum von Im G(w) in dem zu erwartenden Frequenzbereich?

Wenn diese scheitern, wird der Losungskandidat direkt verworfen und ein neuer
Ansatz erzeugt. Andernfalls wird Im G(w) mit der gewéhlten Auflésung abgetastet
und tiber dazugehorig S(w) berechnet und daraus die Momente und
F(7) bestimmt. Ist deren Abweichung von den Eingabedaten klein genug und
liegt innerhalb einer gewéahlten Toleranz, wird der Kandidat als giiltige Losung
gespeichert, wenn nicht, ein neuer Versuch gestartet. Es werden viele (~ 103)
Losungen erzeugt und tiber diese gemittelt. Um ein Unsicherheitsintervall angeben

zu konnen, wird die Standardabweichung berechnet.

aufgelost nach || ¢ = 0.63qr | g~ 1.25qr | q~1.88¢qr | q=~2.35qr | ¢~ 2.94qr
ay 52/52 90/90 96,/96 86/86 204/204
as 64/64 71/71 111/111 105/105 211/211
as 176/176 224 /224 332/332 334/334 498 /500
ay 239/239 359/360 464 /466 408/410 671/673

Tabelle 1: Anzahl giiltiger Losungen /plausibler Kandidaten bei einer Stichprobe
10000 zufalliger LFC. 6 =1, N =34, r, =2

Bei Anwendung des Verfahrens zeigt sich, dass fiir das schwach gekoppelte
HEG, ry = 2, wo G(q,w) nur geringe Korrekturen gegeniiber x¢(q, w) liefert und
die Beschreibung durch die SLFC ausreicht (vgl. |9, 19]), nahezu alle plausiblen
Kandidaten bereits valide Losungen sind. Fiir r¢ = 10 und r, = 100 ist dies
nur noch fiir einen kleinen Teil davon der Fall. Auch werden insgesamt deutlich
weniger Losungen gefunden, genug Spektren fiir ein aussagekréftiges Ergebnis zu

finden ist mit enormem Rechenaufwand verbunden. Ferner unterscheidet sich
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aufgelost nach || ¢ = 0.63¢qr | ¢~ 1.25¢qr | g~ 1.88¢qr | ¢~ 235qr | ¢~ 2.94qp
ay 12/12 15/26 0/44 1/34 0/67
a9 14/14 7/20 0/32 2/28 2/30
as 45/65 23/128 10/166 8/171 5/140
ay 67/118 32/196 13/216 8/224 10/204

Tabelle 2: Anzahl giiltiger Losungen /plausibler Kandidaten bei einer Stichprobe

10000 zufalliger LFC. 8 =1, N = 34, r, = 10

aufgelost nach || ¢ = 0.98qr | g~ 143qr | q=~187Tqr | q~246qr | ¢~ 3.11¢qp
ay 4/13 5/53 4/9 1/61 0/26
Qs 1/8 1/21 4/7 0/9 1/25
as 9/49 2/49 14/50 10/50 4/109
ay 8/91 10/96 12/116 16,/106 6/161

Tabelle 3: Anzahl giiltiger Losungen /plausibler Kandidaten bei einer Stichprobe
10000 zufalliger LFC. § =1, N = 200, r;, = 100

die Zahl der gefundenen Losungen abhéngig davon, nach welchem a; aufgelost
wurde. Fiir a3 und a4 werden im Allgemeinen deutlich mehr Losungen gefunden
als fiir a; und as. In der vorliegenden Implementierung wird darum mit einer
hoheren Wahrscheinlichkeit nach as oder a, aufgelost.

Mittelt man jeweils iiber die Losungen, die nach dem gleichen a; aufgelost
wurden (dargestellt in Abb., so zeigen sich fiir r¢ = 10 und insbesondere
rs = 100 deutliche Unterschiede zwischen diesen Losungsklassen, wahrend die
Ergebnisse fiir s = 2 einander (und dem durch die SLFC erhaltenen Spektrum)
gleichen. Es stellt sich aufgrund der grofsen Abweichungen bei starker Kopplung
die Frage, welche Gewichtung der Klassen am ehesten S(q,w) beschreibt, und
inwiefern, dem Verfahren und der Darstellung geschuldet, der Suchraum
iiberhaupt ausreichend abgetastet wird, und ob weitere Losungen aufterhalb oder
zwischen den bisherigen Klassen liegen. Eine Vergrofierung der Intervalle, in
denen die Koeffizienten erzeugt werden, konnte weitere Losungen liefern, scheint
jedoch angesichts der Tatsache, dass bei einer Wahl iiber zehn Grofenordnungen

die Trefferquote bereits dukerst gering ist (vgl. Tabelle 3)), nicht praktikabel.
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Abbildung 16: Mittelwert iiber jeweils 500 durch Auflésen von nach verschie-
dener a; gewonnener Losungen fiir S(w), dargestellt fiir jeweils den
niedrigsten betrachteten Wellenvektor. Zusétzlich eingezeichnet
ist das durch Verwendung der static local field correction (SLFC),
Gstatic(q, w) = G(q, 0) erhaltene Spektrum.
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4.3 Genetischer Ansatz

Statt jedes Mal einen neuen Versuch mit zufélligen Koeffizienten zu starten, liegt
es nahe, gefundene wohlgeformte Losungskandidaten zu optimieren. Dies zumin-
dest in Féllen, bei denen die Abweichung nur knapp aufserhalb der Toleranzen
liegt, zu tun, konnte eine Steigerung der Effizienz mit sich bringen. Aufserdem
ist es denkbar, dass sich Kandidaten aus dem Bereich, in dem die Koeffizienten
urspriinglich erzeugt werden, herausentwickeln — der Losungsraum also vollstan-
diger abgetastet wird. Dies wird im Folgenden mit genetischen Algorithmen
versucht.

Zunichst wird ein initialer Pool an Kandidaten, die die Randbedingungen erfiil-
len, jedoch noch nicht innerhalb der Fehlertoleranzen liegen, als Startpopulation
mit der selben Vorgehensweise wie im bisherigen Verfahren erzeugt. Zur internen
Darstellung werden diese als Liste der Koeffizienten [ag, a1, as, as, ay, bg, by, c|
gespeichert und jedem Kandidaten eine Fitness zugewiesen, fiir die sich folgende

Form bewéahrt hat:

Aifo; A >0
(48)

-3

mit A = {A{w!), A{w?), Alw™), A{w), AF(7)} und der Fehlertoleranz ;.

Optimiert werden sollen also nur die Aspekte, die mit noch aufserhalb der Toleranz

0 1 sonst

liegenden Grofsen zusammenhéngen.
Zur Rekombination werden zwei solche Listen ab einer zufilligen Stelle mitein-

ander vertauscht.

g | Ay Qo | A3 | Qg bo b1 C >< af) Clll Qo | A3 | Qg b() bl C
/ !/ / / / / /
as |asz|ay | by | b | c

!/ / !/ !/ / / /
ag|ay||as|as5|ay|by|by|c ap | ay

Anschliefsend werden die einzelnen Koeffizienten normalverteilt zuféllig variiert
und wie beim alten Verfahren nach einem a; aufgelost, sodass erfiillt ist.
Erfillt ein auf diesem Weg gewonnener Ansatz wieder die Plausibilitatstests,
wird er in die néchste Generation ibernommen, wenn nicht, werden erneut zwei

Spektren rekombiniert.
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4.4 Optimierung einzelner Lésungen

Es zeigt sich, dass wahrend die Fitness beim beschriebenen genetischen Algo-
rithmus zwar konvergiert und irgendwann eine giiltige Losung gefunden wird,
dies dufserst lange dauert und das Verfahren deutlich ineffizienter als die alte
Methode arbeitet. Dies liegt daran, dass die Rate an durch Rekombination
gewonnener plausibler Kandidaten duflerst klein ist, auch wenn nur Spektren
einer einzigen Klasse betrachtet werden, was sich durch zu weit verteilte giiltige
Parameterkombinationen erkléaren lasst.

Eine Alternative stellt dar, den Suchraum in der ndheren Umgebung eines
einzelnen plausiblen Kandidaten zu erkunden. Dazu werden mehrere Kopien
mit leicht variierten Koeffizienten angelegt und dann mit diesen wie beschrieben

Evolution simuliert.

4.5 Ergebnisse

Lost man die Kandidaten zum Erfiillen von dabei immer nach dem gleichen
a; auf, ist gegeniiber dem alten Verfahren bei r; = 100 eine Steigerung der

Effizienz moglich.

aufgelost nach || zuféllig raten | genetische Optimierung
ay 171 170
as 111 137
as 190 287
ay 240 310

Tabelle 4: In 5h Rechenzeit (1 Kern, 1.7 GHz) gefundene Losungen fiir § = 1,
N =200, ry = 100, ¢ = 0.98 ¢

Wird jedes Mal nach einem zufélligen Koeffizienten aufgelost, so kommt es
dazu, dass Losungsansétze in einer Generation nach einem a;, in einer anderen —
leicht verdndert — nach einem anderen aufgelost werden und Kreuzung zwischen
Kandidaten verschiedener Klassen stattfindet. Unter den Losungen finden sich
bei einer Stichprobe Ansétze, die mit bis zu drei a; mehrere Grofenordnungen

aufserhalb der Intervalle liegen, in denen sie am Anfang erzeugt werden.
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—— Dornheim, Groth et al., 2019 —— genetische Optimierung
----- SLFC

3.11

2.46

q/qr

1.87

1.43

//\ r«=100

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
w/wp

0.98

Abbildung 17: Mit Kreuzung zwischen den Losungsklassen gefundene dynamische
Strukturfaktoren fiir § = 1, r, = 100, N = 200. Die Kurven sind
jeweils um |q| verschoben und fiir eine gemeinsame Darstellung
skaliert.
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—— Dornheim, Groth et al., 2018 —— genetische Optimierung

----- SLFC
2.94
2.35
w
g
S
1.88
1.25
r«=10
0.63
0 1 2 3 4 5
w/wp

Abbildung 18: Mit Kreuzung zwischen den Losungsklassen gefundene dynamische
Strukturfaktoren fiir 8 = 1, r¢ = 10, N = 34. Die Kurven sind
jeweils um |q| verschoben und fiir eine gemeinsame Darstellung

skaliert.
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Bei Mittelwertbildung iiber eine grofe Zahl von auf diesem Weg erhaltener
Losungen zeigen sich Abweichungen gegeniiber dem bisherigen Verfahren, die
fiir r, = 100 jedoch innerhalb des angegebenen Unsicherheitsintervalls liegen.
Dies deutet darauf hin, dass das Verfahren ohne genetischen Algorithmus bereits
ausreichend den Suchraum erkundet und genaue Ergebnisse liefert.

Fiir 7, = 10 ergeben sich jedoch deutlichere Abweichungen. Fiir ¢/qr ~ 1.88
und ¢q/qr = 2.35 liegen diese stellenweise auferhalb des Unsicherheitsintervalls
und besitzen einen zusétzlichen Wendepunkt.

Diese Abweichungen lassen sich als unterschiedliche Zusammensetzung der
Losungen deuten. Da alle Klassen dquivalent die vorliegenden Eingabedaten
erklaren, ist jedoch jede beliebige Gewichtung dieser als gleichberechtigtes Ergeb-
nis anzusehen. Bei offensichtlich nicht normalverteilt gestreuten (vgl. Abb.[16)
und zudem willkiirlich gewichteten Losungen ist die Standardabweichung, wie
in |9, [19] verwendet, als Mafs fiir die Unsicherheit allerdings zu hinterfragen.
Eine Angabe von Minimum und Maximum koénnte eine bessere Vorstellung der

verbleibenden Unsicherheit vermitteln.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Es konnte bestétigt werden, dass bei der direkten Rekonstruktion des dynami-
schen Strukturfaktors aus F'(7) unter Einbezichung von Momenten insbesondere
bei kleinen Wellenzahlen nicht geniigend Information vorliegt, um die Form des
Spektrums so detailliert wie bei der Darstellung durch die ideale Responsefunkti-
on wiederzugeben.

Bei dem die DLFC bestimmenden Verfahren konnte Optimierungspotential
gefunden und teilweise ausgeschopft werden. Die Betrachtung eines grofseren
Suchraums liefert weitere Losungen, die Ergebnisse enthalten jedoch nur minimale
Abweichungen, was darauf hinweist, dass das bisherige Verfahren im Rahmen
der gewahlten Darstellung auch fiir das stark korrelierte Elektronengas r; > 10
bereits eine akkurate Beschreibung liefert. Bei Voruntersuchungen zur DLFC
(vgl. Abb.[16) hat sich gezeigt, dass auch unter Einbeziehung sdmtlicher zur
Verfligung stehender Information das grundlegende Problem der Uneindeutigkeit
der Losung weiterbesteht. Fraglich ist das von Dornheim, Groth et al. angegebene
Unsicherheitsintervall.

Eine Einbeziehung weiterer Losungen — und damit moglicherweise eine noch
genauere Abschitzung fir S(q,w) — wére mit einer anderen Darstellung fiir
Im G(q,w) denkbar. Prinzipiell kénnte man diese wie bei SOM oder GIFT auch
diskret wahlen und damit eine grofse Auswahl von Losungen darstellen. Zu kldaren
bleibt jedoch, wie sich dabei die weiteren bekannten Eigenschaften der LFC
direkt nutzen lassen.

Nachdem sich dem dynamischen Strukturfaktor und der Dichte-Dichte-Response
des HEG nun ausgiebig gewidmet wurde, wére ein nachster Schritt, zu tiberpriifen,
inwiefern sich das Verfahren auf die Rekonstruktion anderer dynamischer Grofen
ibertragen lisst, und so auf Basis noch durchzufithrender PIMC-Berechnungen

z.B. Transporteigenschaften (vgl. [20]) warmer dichter Materie zu untersuchen.
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