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1. Einleitung

Korrelierte Quantensysteme in externen Confinementpotentialen sind von zunehmender Bedeu-
tung in vielen Gebieten der Physik. Betrachtet man zusétzlich noch ein externes elektromagne-
tisches Feld, kommt es zu einem komplizierten Wechselspiel von Effekten. Um diese beschreiben
zu kénnen, wird eine selbstkonsistente, vielteilchentheoretische Beschreibung benétigt. Hierzu
ist die Methode der Nichtgleichgewichts-Greenfunktionen besonders geeignet. In der vorliegen-
den Arbeit erfolgt daher eine Untersuchung von Vielteilchensystemen im Nichtgleichgewicht mit
dieser Methode. Es handelt sich dabei um eine statistische Beschreibung, bei der zur Untersu-
chung des makroskopischen Verhaltens des Systems die Gesamtheit aller moglichen Zusténde,
gewichtet mit der Wahrscheinlichkeit ihres Auftretens, benutzt wird. Die Nichtgleichgewichts-
Greenfunktionen stellen eine Verallgemeinerung der herkémmlichen Dichtematrizen auf zwei
Zeiten dar. In der Abhéngigkeit der Funktionen von zwei Zeiten, liegt ein grofer Vorteil der
Theorie. Zusétzlich zu der, in der Dichtematrix — welche aus der Greenfunktion zu gleichen Zei-
ten bestimmt werden kann — enthaltenen statistischen Information des Systems, ist durch die
zusétzliche Zeit in den Nichtgleichgewichts-Greenfunktionen auch noch die dynamische (spek-
trale) Information des Systems enthalten.

Die Methode der Nichtgleichgewichts-Greenfunktionen geht von dem feldtheoretischen Ansatz
der Darstellung der Operatoren in der zweiten Quantisierung aus. Hierdurch ist eine Erfiillung
der Spinstatistik sichergestellt. Die zeitliche Entwicklung der Feldoperatoren fiihrt auf die Be-
wegungsgleichungen der Nichtgleichgewichts-Greenfunktionen, die Kadanoff-Baym-Gleichungen
(KBE), welche 1964 von Kadanoff und Baym, durch eine analytische Fortsetzung der imaginéiren
Greenfunktionen auf die reelle Zeitachse, abgeleitet wurden [1]. In diesen beiden Gleichungen
sind die einzeitigen kinetischen Gleichungen als Spezialfélle auf der Zeitdiagonalen enthalten und
sie haben gegeniiber den konventionellen kinetischen Gleichungen vom Boltzmann-Typ mehrere

Vorteile:

1. Esist nicht nur die kinetische Energie, sondern die gesamte Energie des Systems erhalten.



1. Einleitung

Dieses ist besonders bei stark korrelierten Systemen, wie z.B. dichten Plasmen, wichtig,

da dort der Anteil der potentiellen Energie nicht vernachléssigt werden kann.

2. Die Vielteilchenkorrelationen werden in der KBE in der Selbstenergie zusammengefasst,

fiir welche mit den Feynman-Diagrammen sehr effiziente Niherungen existieren.

3. In der Herleitung der KBE ist keine Beschrinkung beziiglich der Zeit zu machen (mit der
Boltzmanngleichung z.B. kénnen nur Zeitenskalen betrachtet werden, auf denen die Zeiten
grofer sind als die Korrelationszeit), so dass auch Prozesse, die auf ultrakurzen Zeitska-
len im Bereich von Femtosekunden ablaufen, mit den Greenfunktionen untersucht werden
kénnen. Dieses ist ein sehr interessanter Aspekt, da gerade in den letzten Jahren experi-
mentelle Methoden zur Untersuchung des Verhaltens von Vielteilchensystemen auf diesen
Zeitskalen entwickelt wurden. Man betrachte hier z.B. ein Plasma oder einen Halbleiter.
Regt man diese mit einem Femtosekundenlaser an, so finden ultraschnelle Relaxationspro-
zesse statt. Auch intrinsische Prozesse von Vielteilchensystemen laufen auf Zeitskalen im

fs-Bereich ab und kénnen mit wachsender Prézision experimentell untersucht werden.

Diese Arbeit ist wie folgt aufgebaut:

In Kapitel 2 wird eine ausfiihrlichere Einfiihrung in die Theorie der Nichtgleichgewichts-
Greenfunktionen gegeben.

In Kapitel 3 erfolgt die Herleitung eines eichinvarianten Formalismus, da in der Arbeit speziell
Vielteilchensysteme in einem homogenen elektrischen Feld und einem externen Confinementpo-
tential betrachtet werden. Bei elektrischen Felder ist immer besondere Vorsicht beziiglich der
Eichfreiheit geboten, da eine Abhéngigkeit der erhaltenen Resultate von der Eichung zu verhin-
dern ist. Es daher ein komplett eichinvarianter Formalismus verwendet, in dem das elektrische
Feld und ein schwach inhomogenes Confinementpotential selbstkonsistent integriert sind. In
Kapitel 3 wird zuerst eine eichinvariante Darstellung der Greenfunktionen angegeben [2] und
die Kadanoff-Baym-Gleichung in einer eichinvarianten Darstellung hergeleitet, bevor in den
folgenden Kapiteln mit der Auswertung der Gleichung fiir spezielle Systeme begonnen wird.
Vielteilchensysteme in starken elektrischen Feldern wurden schon h#ufig mit der Methode der
Greenfunktionen untersucht [3], [4] - [8]; hier erfolgt nach [9] eine zusétzliche Beriicksichtigung
eines externen Confinementpotentials, so dass z.B. auch geladene Teilchen in Fallen, Valenz-

elektronen in Metallen oder Teilchen in niederdimensionalen Heterostrukturen in einem Con-



finementpotential, wie Quantentrége, Quantendriahte und Quantenpunkte, untersucht werden

kénnen.

In Kapitel 4 wird mit einer Untersuchung der spektralen Eigenschaften begonnen. Hierzu wird
die Spektralfunktion von Systemen in einem homogenen elektrischen Feld und einem schwach
inhomogenen Confinementpotential bestimmt. Diese kann in der Nichtgleichgewichts-Theorie
direkt aus der retardierten und der avancierten Greenfunktion bestimmt werden. Ein grofser
Vorteil der Nichtgleichgewichts-Greenfunktionen besteht darin, dass fiir die Untersuchung von
Systemen in elektrischen Feldern keine Storungsentwicklung notwendig ist, so dass beliebig hohe

Feldintensititen betrachtet werden konnen.

Die in Kapitel 4 bestimmten Spektralfunktionen sind nur fiir die Beschreibung von klas-
sischen Systemen geeignet. Da aber eine quantenmechanische Beschreibung von Vielteilchen-
systemen angestrebt wird, wird auf die Idee des Quantenpotentials zuriickgegriffen. Die Ab-
leitung einer quantenmechanisch verallgemeinerten Bewegungsgleichung fiir die Phasenraum-
Wahrscheinlichkeitsdichte f(R,p) geht zuriick auf Wigner, der 1932 eine quantenmechanische
Korrektur in Form von Ableitungen des urspriinglichen Potentials fiir die Fluktuationen der
Verteilungsfunktion bestimmte [10]. Hieraus entstand die Idee des Quantenpotentials, bei der
zur Beriicksichtigung von Quanteneffekten in klassischen Gleichungen, das klassische, lokale
Potential durch ein effektives, nichtlokales Potential ersetzt wird, in dem die Quanteneffek-
te integriert sind. Dieses effektive Potential wird als Quantetpotential bezeichnet. Feynman
und Kleinert entwickelten mit Hilfe dieses Ansatzes aus der klassischen Zustandssumme eine
effektive Zustandssumme, welche eine sehr gute Nidherung der schon vorhandenen quantenme-
chanische Zustandssumme darstellt, aber eine einfachere rechnerische Form besitzt [11]. Sowohl
Bohm, als auch Ferry nutzten ein Quantenpotential, um in der klassischen hydrodynamischen
Gleichung auch Quanteneffekte einbeziehen zu kénnen [12], [13]. Diese Idee wurde also schon
haufig erfolgreich auf Gleichgewichtsysteme angewendet. Auch bei der Beriicksichtigung von
Quanteneffekten in Paarwechselwirkungenspotentialen wurde das Quantenpotential eingesetzt
[14]-|16]. Hierbei konnte gezeigt werden, dass die Singularitét des Coulombpotentials unter Be-
riicksichtigung von Quanteneffekten verschwindet. 2004 wurde erstmals von Bonitz und Dufty
[9] die Theorie des Quantenpotentials auch auf Nichtgleichgewichtssysteme angewendet. Um
eine Spektralfunktion zu erhalten, in der auch Quanteneffekte beriicksichtigt werden, wird in
Kapitel 5 daher ein Quantenpotential abgeleitet, mit dem die klassische Spektralfunktion in eine

quantenmechanische Spektralfunktion umgewandelt werden kann.



1. Einleitung

In Kapitel 6 erfolgt die Betrachtung der Zustandsdichte der Vielteilchengysteme. Diese kann
direkt aus der Spektralfunktion bestimmt werden und ist besonders gut zum Vergleich der theo-
retischen Resultate mit dem Experiment geeignet. Die Zustandsdichte, die aus der Benutzung
des urspriinglichen Potentials resultiert, wird mit der Zustandsdichte, welche aus der Benutzung
des Quantenpotentials resultiert, verglichen.

Die Untersuchungen in den Kapiteln 4-6 bezogen sich auf die spektralen FEigenschaften der
Systeme. Um auch die Untersuchung der makroskopischen Gréfsen des Systems zu ermdogli-
chen, wird daher in Kapitel 7 eine eichinvariante Bestimmungsgleichung fiir die Wignerfunktion
hergeleitet. Diese ist als Spezialfall in der Differenz der KBE und ihrer Adjungierten auf der
Zeitdiagonalen enthalten. Auch hier werden wieder ein Vielteilchensystem in einem homogenen
elektrischen Feld und einem zusétzlichen Confinementpotential betrachtet. Auferdem werden
Zweiteilchenstofe im Rahmen der Bornschen Ndherung berticksichtigt.

Die Betrachtungen der Kapitel 3-7 beziehen sich auf Einbandsysteme. Da die Nichtgleich-
gewichts-Greenfunktionen aber auch zur Beschreibung von Mehrbandsystemen, wie z.B. einem
Festkorper, sehr gut geeignet sind, wird die bis dahin benutzte Theorie in Kapitel 8 abschliekend

noch auf die Beschreibung von Mehrbandsystemen erweitert.
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2. Theorie der

Nichtgleichgewichts-Greenfunktionen

Es wird zuerst eine kurze Einfiihrung in die statistische Beschreibung von Vielteilchensystemen
mit der Methode der zweiten Quantisierung und darauf aufbauend eine kurze Einfithrung in die
Arbeit mit Nichtgleichgewichts-Greenfunktionen gegeben. Zusétzlich erfolgt eine Untersuchung
der Zeitentwicklung eines Systems im Nichtgleichgewicht, d.h. unter dem Einfluss einer externen
Storung, welche auf die Einfithrung der Keldysh-Kontur fiihrt. Fiir eine tiefergehende Betrach-
tung wird die Literatur [1], [17] , [18] und [19] empfohlen, auf der die hier gegebene Einfiithrung

basiert.

2.1. Zweite Quantisierung

Eine zur Beschreibung von Vielteilchensystemen ununterscheidbarer Teilchen besonders gut
geeignete Methode, ist die der zweite Quantisierung. Hierbei werden die Teilchen durch Erzeu-
gungs- und Vernichtungsoperatoren dargestellt, die im Fockraum (Teilchenzahlraum) wirken. In
dieser Darstellung erzeugt der Erzeugungsoperator af(b) ein Teilchen in dem Zustand ‘b> und
der Vernichtungsoperator a(b) vernichtet ein Teilchen in dem Zustand |b> Mit b wird dabei
eine komplette Einteilchenobservable bezeichnet, wie z.B. der Ort und der Spin oder der Impuls
und der Spin. Die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren erfiillen die Kommutator- bzw.

Antikommutatorregeln

[a(b), aT(b’)} —3(b—b). (2.1)

Hierbei gilt das obere Vorzeichen fiir Bosonen und das untere Vorzeichen fiir Fermionen. Diese

Notation wird in der gesamten Arbeit beibehalten, wenn beide Teilchensorten betrachtet werden.
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2. Theorie der Nichtgleichgewichts-Greenfunktionen

Die (Anti-)Kommutatorregeln stellen sicher, dass die durch Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren dargestellten Vielteilchenzustéinde der korrekten Spinstatistik unterliegen, d.h. dass
die Wellenfunktionen der Fermionen antisymmetrisch und die Wellenfunktionen der Bosonen
symmetrisch sind. Dass die fundamentalen Symmetrien fermionischer und bosonischer Systeme
bei dieser Methode der Beschreibung von Vielteilchensystemen direkt enthalten sind, ist einer
der grofsten Vorteile der zweiten Quantisierung. Ein anderer Vorteil ist die Verkniipfung von
Vielteilchen-Hilbertrdumen, die zu verschiedenen Teilchenzahlen gehéren. Durch diese Eigen-
schaft wird auch die Beschreibung von Prozessen ermdoglicht, bei denen die Teilchenzahl nicht
konstant bleibt, wie z.B. bei lonisations- oder Rekombinationsprozessen.

Um mit der Methode der zweiten Quantisierung arbeiten zu kdnnen, ist es wichtig, die hermi-
teschen Operatoren, welche in der Quantenmechanik die physikalischen Observablen beschrei-
ben, durch die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren af(b) und a(b) auszudriicken. Dabei
ist zu beachten, dass die meisten Operatoren, die auf ein N-Teilchensystem angewendet werden,

nur auf s Teilchen des Systems wirken, d.h.

s

N
Av =34 ;. (2.2)
1...2

=1

Bei dem Grofsteil der Operatoren handelt es sich um Einteilchen- oder Zweiteilchengrofen, wie

2
Di
m

. N
z.B. der Operator der kinetischen Energie T'= )~ 5
i=1

, der eine Einteilchengrofe darstellt, oder

. N,
der Wechselwirkungsoperator W = )" W;;, der eine Zweiteilchengrofe darstellt. Ein s-Teilchen-
i<j
Operator ikt sich wie folgt durch die Operatoren af(b) und a(b) ausdriicken

o +
Ar b ..b’1> at(b1)...at(bs)a(bl) . ..a()) .

. 1
A= /d61 . dbydt; .. b, (by ... b,
St

(2.3)

Da in diesem Ausdruck explizit mit den Mikrozustinden |b1 e bN> gearbeitet wird, handelt
es sich um eine mikroskopische Beschreibung. Es soll allerdings eine Betrachtung von Vielteil-
chensystemen erfolgen, welche Teilchenzahlen in dem Bereich N~ 10?3 besitzen, wodurch eine
mikroskopische Beschreibung hier nicht geeignet ist. Es wird daher eine statistische (makrosko-
pische) Beschreibung benutzt, bei der das makroskopischen Verhalten des Systems durch die
Gesamtheit aller méglichen Mikrozustinde }bl>, gewichtet mit der Wahrscheinlichkeit P, ihres
Auftretens, beschrieben wird. Die auf diese Weise definierten Zustdnde werden als gemischte

Zustdnde bezeichnet. Um eine Beschreibung von Vielteilchensystemen mit Hilfe von gemischten

12



2.1. Zweite Quantisierung

Zustdnden zu ermoglichen, wird der sogenannte Dichteoperator eingefiihrt

p=>Y Pl (2.4)
l

fiir den Trp = 1 gilt. Der Dichteoperator enthilt die gesamte statistische Information des Viel-
teilchensystems. Mit ihm 146t sich der Mittelwert eines beliebigen Operators durch <fl> =

Tr(pA) bestimmen. Der Mittelwert fiir einen s-Teilchen-Operator lautet dann

Ar | ..b’1>i<dT(b1) ATUAY (AR ..d(b’1)>.

(2.5)

<A1,_5> - Sll/dbl ... db, db’l...db;<b1...b5

Mit < . > ist im Folgenden immer eine Mittelung iiber den Dichteoperator gemeint.

Wie bereits erwihnt, handelt es sich bei den meisten Operatoren, die die physikalischen
Observablen des N-Teilchen-Systems beschreiben, lediglich um s-Teilchen-Grofen. Es ist daher
sinnvoll, zur Berechnung des Erwartungswertes einer s-Teilchen-Grofe, nicht den kompletten
N-Teilchen-Dichteoperator zu benutzten. Hierzu wird der sogenannte reduzierte Dichteoperator

eingefiihrt, welcher nur noch von s Teilchen abhéngt. Er ist definiert durch
Fi s =V*Trsp1. NpN, (2.6)

wobei V' das Volumen des Systems bezeichnet. Hiermit lautet der Mittelwert einer s-Teilchen-

Grofe

Al...s

b;...b’1><b’1...b;

Fl..‘s

<A1,,,s> - ;/dbl...dbsdb’l...db; <b1...b8 bs...b1>. (2.7)

<b’1 .. b;}FL“s‘bs .. b> wird reduzierte s-Teilchen-Dichtematrix genannt. Aus einem Vergleich
der Ausdriicke (2.5) und (2.7) erhélt man sofort eine Beziehung zwischen der reduzierten s-

Teilchen-Dichtematrix und den Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

ns<b1...bs

Fl...s

b ..b’1> - <aT(b1) AT (AR ..d(b’1)> . (2.8)

Hier bezeichnet n die mittlere Teilchendichte, fiir die n = % gilt. Genau wie bei der kompletten
Dichtematrix héngen die Diagonalelemente mit der Besetzung der Zustédnde zusammen und
die Nicht-Diagonalelemente mit der Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen den betrachteten

Zustanden.

13



2. Theorie der Nichtgleichgewichts-Greenfunktionen

2.1.1. Feldoperatoren

Es soll nun nicht mehr ldnger mit der abstrakten Basis }bl> gearbeitet werden, sondern auf
die Ortsdarstellung b, — r,s,, iibergegangen werden. Da in der vorliegenden Arbeit keine
explizite Betrachtung des Spins durchgefiihrt wird, wird dieser im Folgenden unterdriickt. Die
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren in der Ortsdarstellung werden Feldoperatoren Yt und

1) genannt und erfiillen entsprechend (2.1) die Kommutatorrelationen

§w). 00| = [0 =0,
-] = |

¥ F
). 0] = ). (2:9)
Es ist moglich die s-Teilchen-Dichtematrix durch die Feldoperatoren darzustellen. Sie lautet
dann
n® <r1 crs| Pyl .r'1> - <1Z)T(r1) () d(rl) .. .qﬁ(r’l)> . (2.10)

Einen interessanten Aspekt stellt die Dynamik der Feldoperatoren dar. Der Hamiltonoperator

) N N
Hy =) (57;1 + Vi) + > Wi, welcher nichtrelativistische Systeme, in denen héchstens Zweiteil-
. =~

=1 J
chenwechselwirkungen auftreten, beschreibt, lautet in der Schreibweise der zweiten Quantisie-

rung (ausgedriickt durch Feldoperatoren)
iy = [ 6100 (=g e+ V0D ) 0
+ % /drldrg DT (e1) DT (e2) Wy — r2) (1) h(ra) (2.11)

Hier bezeichnet V' (rq) ein externes Potential und W (ry — re) die Zweiteilchen-Wechselwirkung.
Mit diesem Hamiltonoperator kann durch die Heisenberggleichung die zeitlichen Entwicklung

der Feldoperatoren bestimmt werden
o . . .
in =t S A
ih = (x,1) [¢ (r, t),H} . (2.12)

Unter Anwendung der Kommutatorrelationen (2.9) erhilt man aus der Heisenberggleichung die

folgende Bewegungsgleichung fiir den Feldoperator 12)(1)

2
(m; + A - v<1>) = [Rwa-2d@ie 0. (2.13)
mit
1 =rq,t, /dl = /dl‘ldtl, W(l — i) = W(I‘l — f‘l) (5(t1 — fl) . (2.14)

14



2.2. Keldysh-Kontur

Diese Notation wird in der gesamten Arbeit benutzt.

Da sich die hermiteschen Operatoren nach der Beziehung (2.5) durch Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren — und somit durch Feldoperatoren — ausdriicken lassen, kann man aus
der Bewegungsgleichung der Feldoperatoren die Bewegungsgleichung aller physikalischen Ob-
servablen ableiten. Die Bewegungsgleichung fiir den adjungierten Feldoperator kann durch eine

analoge Rechnung beziiglich ¢ (1") bestimmt werden.

2.2. Keldysh-Kontur

Bevor die Nichtgleichgewichts-Greenfunktionen eingefiihrt werden, erfolgt noch eine kurze Un-
tersuchung der Erwartungswerte von Operatoren, welche in einem Nichtgleichgewichtssystem
wirken. Im Nichtgleichgewicht entwickelt sich das System unter dem Einflufs einer externen Sto-
rung, die zu dem Zeitpunkt ¢y eingeschaltet wird. Der Hamiltonoperator eines solchen Systems

lautet
H(t) = Ho + Hy(t) . (2.15)

Hierbei stellt Hy den zeitunabhingigen Anteil des Hamiltonoperators dar, der alle Einteilchen-
beitrige und interne Wechselwirkungen des Systems enthilt. Hj(t) beschreibt die externe Sto-
rung des Systems durch das rdumlich nichtlokale Potential V(1,1") = V(r1t1,r}t]) 6(t1 — 7)),
welches zum Zeitpunkt tg eingeschaltet wird, und ist daher zeitabhéingig. Vor dem Anschalten
der Stoérung, also zu Zeiten t < tp, befinde sich das System im thermodynamischen Gleichge-
wicht. Das Interesse gilt nun der Entwicklung der physikalischen Observablen des Systems unter
dem Einfluss dieser Storung.

Bei einer derartigen Problemstellung ist es sinnvoll, vom Heisenbergbild auf das Wechsel-
wirkungsbild iiberzugehen. Im Wechselwirkungsbild werden sowohl die Zustéande als auch die
Operatoren zeitabhéngig dargestellt. Hierbei entwickelt sich die Wellenfunktion unter dem Ein-
fluss des zeitabhéngigen Storungsanteils des Hamiltonoperators und die Operatoren entwickeln
sich unter dem Finfluss des zeitunabhingigen Anteils des Hamiltonoperators. Ein Operator
im Heisenbergbild ist mit dem Operator im Wechselwirkungsbild {iber die folgende Beziehung

verkniipft

A~

Ay (1) = S(t1,t0) " A7(1) S(ta, to) - (2.16)
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2. Theorie der Nichtgleichgewichts-Greenfunktionen

Hier bezeichnet

t

S(t,tg) = Texp {—z/t d2d2 V(2,2)¢1(2) qﬁ(é)} (2.17)

0
den Zeitentwicklungsoperator im Wechselwirkungsbild, welcher die Eigenschaften S(¢,t') =
St t) = ST(t',t) und S(t,1) S(f, ') = S(t,t') besitzt. T ist der Zeitordnungsoperator, der die
Operatoren entsprechend ihrer Zeiten chronologisch anordnet. Hierbei steht der Operator mit
der frithsten Zeit ganz rechts und der Operator mit der spitesten Zeit ganz links. Werden Fer-
mionen betrachtet, so entsteht bei Vertauschung der Operatoren ein durch die Antisymmetrie
fermionischer Zustande hervorgerufener Vorzeichenwechsel.

Der Erwartungswert eines Operators im Wechselwirkungsbild lautet dann

(An(1)) = (S(t1,t0) ™ A1) S(t1.0)) - (2.18)

Die Greenfunktionen sind als Mittelungen eines Produktes von zwei Feldoperatoren zu unter-
schiedlichen Zeiten mit dem Dichteoperator definiert. Der Erwartungswert eines solchen Pro-

duktes im Wechselwirkungshild lautet

(T [bn() 3] ) = (T [Stto.t) 1) St #) ]IS W t0)]) - (2.19)

Man erkennt, dass in diesem Ausdruck (wie auch schon im Ausdruck (2.18)) ein Problem beziig-
lich der Zeitordnung auftritt. Unter Benutzung der Eigenschaften des Zeitentwicklungsoperators

kann der obige Ausdruck wie folgt umgeformt werden:

(1 [sto.w it sty s )
:<S(to,t1)5(t1, %0) (00, 1) $1(1) S(t1, #) ¥} (1)5 (2], 10) )
= {S(t0,00) T [ (o0, 10) (1) §(1)] ) (2.20)

Da hier Nichtgleichgewichtssituationen betrachtet werden, ist in diesem Fall die Anwendung
des adiabatischen Theorems, welches in der Gleichgewichtstheorie benutzt wird, nicht mdéglich.
Um dennoch eine Zeitordnung zu erhalten, wird eine von Keldysh 1964 entwickelte Methode
benutzt (s. [20] und Referenzen darin). Dieser fithrte eine spezielle Zeitkontur ein, die entlang der
reellen Zeitachse von tg zu einem bestimmten Punkt ¢ = max(¢1, ;) und von dort wieder zuriick
nach tg lauft. Diese Zeitkontur wird als Keldysh-Kontur bezeichnet. Der obere Ast der Keldysh-

Kontur unterliegt einer chronologischen Zeitordnung, wiahrend der untere Ast — entsprechend der
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2.3. Nichtgleichgewichts-Greenfunktionen

-0 L *\J

-

reelle Zeitachse

max(t,,t,")

Abbildung 2.1.: Keldysh-Kontur

umgekehrten Durchlaufrichtung — einer antichronologischen Zeitordnung unterliegt. Mit Hilfe

dieser Kontur kann der Ausdruck (2.20) nun wie folgt geschrieben werden
(Stto, o) T [S(o0,t) hs (M F}(1)]) = (Te [Sttosto) i) I])]) o (221
mit
S(tg, to) = Te exp {—z’ /CdZ d2 U(2,2)41(2) 1/3@)} . (2.22)

Hierbei ist T der Zeitordnungsoperator, welcher die Zeiten entlang der Keldysh-Kontur anord-

net, und |, o besagt, dass eine Integration entlang der Keldysh-Kontur zu betrachten ist.

2.3. Nichtgleichgewichts-Greenfunktionen

Im Abschnitt 2.1 wurde gezeigt, dass eine komplette statistische Beschreibung von Vielteilchen-
systemen mit Hilfe von Dichtematrizen erfolgen kann. Im dem Abschnitt (2.1.1) wurde dann
die Beziehung (2.10) hergeleitet, die eine Darstellung der reduzierten Dichtematrizen durch Fel-
doperatoren ermdglicht. In diesem Abschnitt werden nun die reellzeitigen Nichtgleichgewichts-
Greenfunktionen eingefiihrt, welche eine Verallgemeinerung der Dichtematrizen darstellen, da
die beiden Feldoperatoren von nun an nicht mehr nur von gleichen, sondern von verschiedenen
Zeiten abhingen konnen.

Die Definition der reellzeitigen, zeitgeordneten Nichtgleichgewichts-Greenfunktion fiir ein Teil-
chen erfolgt iiber den, im vorigen Abschnitt schon betrachteten, Erwartungswert zweier Feld-

operatoren

G, 1) = o (To [Sto, ) b 3] ) = o (Te [Padh)]) . 223)

Die physikalische Bedeutung dieser Funktion ist direkt zu erkennen. Es wird die Propagation
eines Teilchen durch ein System beschrieben, welches diesem zur Zeit ¢; am Ort r} hinzugefiigt

wird und zur Zeit ¢; am Ort r; wieder entnommen wird. Betrachtet man die Definition der
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2. Theorie der Nichtgleichgewichts-Greenfunktionen

zeitgeordneten Greenfunktion, so erkennt man, dass durch unterschiedliche Anordnungen der
beiden Zeiten t; und ¢} auf der Keldysh-Kontur vier verschiedene Einteilchen-Greenfunktionen
dargestellt werden kénnen (im Folgenden sind Operatoren ohne Index als Operatoren im Hei-

senbergbild zu verstehen):

G(1+71,+) 296(171/)’ G(1—71/+) :g>(171/)7 (224)

G(_,1") = g%1,1"), G(14,10) =g~(1,1"). (2.25)

Der Index “+” gibt dabei an, dass die betrachtete Zeit auf dem oberen (chronologischen) Ast
der Keldysh-Kontur liegt, der Index “—” steht fiir den unteren (antichronologischen) Ast der
Keldysh-Kontur.

Diese vier Einteilchen-Greenfunktionen sollen nun genauer analysiert werden. Angefangen
wird mit ¢¢(1,1"), welche als kausale Greenfunktion bezeichnet wird. IThre Definition im Heisen-

bergbild lautet

g1, 1) = = (T [s)ii)]) (226)

Hier ist T' der chronologische Zeitordnungsoperator. Analog ordnet die antikausale Greenfunk-
tion g*(1,1’) die Operatoren entsprechend ihrer Zeiten auf dem unteren Ast an, was insgesamt
gesehen einer antichronologische Ordnung entspricht.

Zwei sehr wichtige Groken stellen die Einteilchen-Korrelationsfunktionen

7 (11) = = <¢<1>¢*<1'>>, (2:27)

dar. Bedingt durch die unterschiedliche Anordnung der Zeiten auf den beiden Asten der Keldysh-

Kontur sind diese beiden Greenfunktion unabhéngig voneinander. Es gilt
G(1,1)=0(t —t)) g (1,1) +0(t) —t1)g=(1,1") (2.28)

Aus der Korrelationsfunktion ¢< erhélt man fiir den Fall gleicher Zeiten t; =t} die reduzierte

Einteilchen-Dichtematrix

+ih g~ (1, 1)y —p = = (YT (2], ) d(r1,)) = n (x1| Fi(t)|r}) . (2.29)
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2.3. Nichtgleichgewichts-Greenfunktionen

In den Korrelationsfunktionen ist also die gesamte statistische Information des Systems ent-
halten. Betrachtet man auch noch den Fall gleicher Orte, d.h. r; = r}, so sieht man, dass

+ih g<(1,1") die rdumliche Dichte der besetzten Zustinde liefert

+ihg=(1,1) gy g~y =y, = (DT (r1,8) (r1, 1)) = n(r1,t) . (2.30)

Die Korrelationsfunktion g~ stellt unter den gleichen Bedingungen die raumliche Dichte der
unbesetzten Zustiande dar. Man kann daher sagen, dass ¢< die rdumliche Dichte der Teilchen
und g~ die rdumliche Dichte der Locher angibt.

Im Gegensatz zu Gleichgewichtssituationen hingen die Korrelationsfunktionen im Nicht-
gleichgewicht nicht mehr nur von der Differenz der Variablen r = r1 — rj und 7 = ¢; — ¢},
sondern direkt von beiden Variablen ab. Daher ist es im Nichtgleichgewicht vorteilhaft, Relativ-

und Schwerpunktvariable einzufiihren

r| +r
R = 1—5 L r=ry—rj,
t t
T:%, T=1t —t). (2.31)

In den meisten Fillen variieren die Schwerpunktvariablen R und 7" langsam auf einer makrosko-
pischen Skala und die Relativvariablen r und 7 schnell auf einer mikroskopischen Skala. Durch
den Ubergang auf Relativ- und Schwerpunktvariablen wird in diesen Féllen eine Skalensepa-
ration moglich. In der neuen Darstellung kann nun eine Fouriertransformation beziiglich der

Relativvariablen durchgefiihrt werden
gé(p, R,w,t) = /dT dr e~ Proiwr gé(r, R,7,t). (2.32)

Betrachtet man die Einteilchen-Korrelationsfunktion zu gleichen Zeiten (d.h. 7 = 0), so erhilt

man die Wignerfunktion

d
f(p,R,t) = +ih g=(p, R, 7,t)|__, = iiﬁ/;: 9~(p,R,w,t). (2.33)

Die Wignerfunktion kann als eine rdumlich aufgeloste Verteilungsfunktion fiir den Impuls be-
trachtet werden. Es ist allerdings Vorsicht geboten, da diese Gréfhe im Nichtgleichgewicht nicht
unbedingt positiv definit ist. Bei der Bestimmung von Erwartungswerten mit der so bestimmten
Wignerfunktion treten allerdings keine Probleme auf, so dass mit der Einteilchen-Wignerfunk-

tion die Erwartungswerte aller Einteilchengréfen bestimmen werden konnen. Als Beispiel sei
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2. Theorie der Nichtgleichgewichts-Greenfunktionen

auch hier wieder der Ausdruck fiir die kinetische Energie angegeben

(T) /dR/ i (PR (2.34)

Fiir die Berechnung der Einteilchengréfsen sind also nur die Werte auf der Zeitdiagonalen er-
forderlich. Da die Greenfunktionen aber von zwei Zeiten abhingen, kénnen mit den Korrelati-
onsfunktionen auch die Erwartungswerte von Zweiteilchengréfen bestimmt werden. Als Beispiel

erhélt man fiir die potentielle Energie (die Herleitung dieses Ausdrucks ist in [1] angegeben)

_ .1 dp [0 9N P’ '
(V)(t) _i4zh/dR/(2ﬂh)3 {m ((%1 8t’1) Qm}g (P, t1,t1) [y - (2.35)

Hierbei wird allerdings nicht nur die Kenntnis der Korrelationsfunktion auf der Zeitdiagonalen,
sondern — durch die Ableitungen — auch in der direkten Umgebung der Zeitdiagonalen vorausge-
setzt. Dass aus den Einteilchen-Korrelationsfunktionen Erwartungswerte von Zweiteilchengro-
fsen berechnet werden konnen, ist einer der Vorteile der Nichtgleichgewichts-Green-Funktionen.

Durch die Abhéngigkeit der Greenfunktionen von zwei Zeiten ergibt sich eine weitere wichtige

Eigenschaft dieser Methode. Betrachtet man die Beziehung
9=(p,R,E,t) = /dm}i PTg<(p.R.7 1), (2.36)

welche sich mit E = hw aus (2.32) ergibt, erkennt man, dass in den zweizeitigen Korrelations-
funktionen auch die Information iiber die spektralen Eigenschaften des Systems enthalten sind.

Diese lassen sich durch die sogenannte Spektralfunktion darstellen
a(1,1) =in{g”(1,1") — g=(1,1")} . (2.37)

Durch die Bildung der Differenz entféllt die statistische Information, so dass in der Spektral-
funktion nur die dynamische Information des Systems enthalten ist. Im Gegensatz zu einzeitigen
Theorien, in denen die Bestimmung der Spektralfunktion ein zusétzliches Problem darstellt,
kann sie aus den Nichtgleichwichts-Greenfunktionen direkt bestimmt werden.

Aus den vorangegangenen Betrachtungen wird klar, dass in den Korrelationsfunktionen die
gesamte statistische und dynamische Information des Systems enthalten ist. Sie stellen somit die
fundamentalen Gréfsen der Theorie der Nichtgleichgewichts-Greenfunktionen dar. Es existieren
neben den Einteilchenkorrelationsfunktionen und der kausalen und antikausalen Greenfunktion
aber noch zwei weitere wichtige Greenfunktionen, die retardierte und die avancierte Greenfunk-

tion, die wie folgt definiert sind

gYALY) =20t — 1)) [97(1,1) = g=(1,1)] . (2.38)
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Man erkennt, dass die retardierte und die avancierte Greenfunktion nicht unabhéngig von den
Korrelationsfunktionen sind. Da zu ihrer Bestimmung (genau wie bei der Spektralfunktion) die
Differenz der Korrelationsfunktionen betrachtet wird, ist in ihnen nur die dynamische Informati-
on des Systems enthalten. Die Spektralfunktion 1dft sich wie folgt durch diese Greenfunktionen

ausdriicken
a(1,1) = ih (g"(1,1) — g*(1, 1)) . (2.39)

Abschliefsend sei in diesem Abschnitt noch zu erwihnen, dass das Konzept der Einteilchen-
Korrelationsfunktionen auf s-Teilchen-Korrelationsfunktionen

(.81 ) = (ijﬁ) () ) () D)

PO s ) = <Zlh> (). () () .11 (2.40)
erweitert werden kann. Mit den s-Teilchen-Korrelationsfunktionen lassen sich dann die Erwar-

tungswerte von s-Teilchengréfsen bestimmen.

2.4. Herleitung der Kadanoff-Baym-Gleichungen

In den vorangegangenen Abschnitten wurde gezeigt, dass die Greenfunktionen die komplette
statistische und dynamische Information des Vielteilchensystems beinhalten. Es wurde bisher
allerdings noch keine Moglichkeit zur Bestimmung dieser fundamentalen Grofien angegeben.
Dieser Abschnitt beschiftigt sich daher mit der Herleitung von Bewegungsgleichungen fiir die

Greenfunktionen.

2.4.1. Die Martin-Schwinger-Hierarchie

Den Ausgangspunkt der Herleitung bilden die Bewegungsgleichungen der Feldoperatoren. Fiir
den Vernichter ist das die Gleichung (2.13). Wie schon erwéhnt, kann mit ihrer Hilfe die Dynamik
jeder physikalischen Observablen, und somit die Dynamik des gesamten N-Teilchensystems,
bestimmt werden.

Um eine Bewegungsgleichung fiir die zeitgeordnete Green-Funktion (2.23) zu erhalten, wird
die Gleichung (2.13) von rechts mit ¢ (1’) multipliziert, eine Mittelung iiber den Dichteoperator
p durchgefithrt und der Zeitordnungsoperator T¢ auf die gesamte Gleichung angewendet. Au-

ferdem wird das Potential V(1) auf ein rdumlich nichtlokales Potential V (rit1,7t}) 0(t1 — }),
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2. Theorie der Nichtgleichgewichts-Greenfunktionen

wie es im Abschnitt 2.2 benutzt wird, verallgemeinert. Man erhélt

(ingr, + o) (T @0]) - [atvi, D (refim i)
—oe(1-1) /C a2 W1 -2)(Te [j) @ @) d)]) . 4y

Die Notation 2% = ry,ts + 04 bedeutet, dass t2+ infinitesimal groféer ist als to, um bei Ausfiih-
rung der Zeitordnung die urspriingliche Anordnung der Operatoren in der Bewegungsgleichung
(2.13) wiederherstellen zu konnen. Auferdem gilt dc(1 — 1') = §(r1 —r}) oo (t1 — t}), wobei die
Deltafunktion auf der Keldysh-Kontur wie folgt definiert ist

St —t) to,t
bo(t—t)=¢ —5(t—t), t_, b ) (2.42)
0, ty,t" und ¢t/

Die Deltafunktion entsteht, wenn man die Ableitung aitl an dem Zeitordnungsoperator vorbei-
zieht, da diese beiden Operatoren nicht kommutieren [1].

Unter Benutzung der Definition (2.23) erhélt man aus (2.41) die folgende Bewegungsgleichung
fiir die Greenfunktion:

o R y e N )
<mat1 + A1> G(1,1') —/Cdl V(1,1)G(1,1) = 6¢(1 — 1) + zh/CdZ W(1—2)G(12,1'27).

(2.43)

Die zu (2.43) adjungierte Gleichung erhélt man durch eine entsprechende Ableitung beziiglich
des adjungierten Feldoperators 4T (1).

Man erkennt, dass die Einteilchen-Greenfunktion durch die Wechselwirkung W (1 — 2) an
die Zweiteilchen-Greenfunktion gekoppelt ist. Betrachtet man die Bewegungsgleichung fiir die
Zweiteilchen-Greenfunktion, so koppelt diese an die Dreiteilchen-Greenfunktion. Die Gleichung
(2.43) stellt somit das erste Glied einer Hierarchie dar, der sogenannten Martin-Schwinger-
Hierarchie. Diese Hierarchie stellt eine Verallgemeinerung der BBGKY-Hierarchie fiir den redu-

zierten Dichtoperator dar.

2.4.2. Einfiihrung der Selbstenergie

Um eine geschlossene Gleichung fiir die Einteilchen-Greenfunktion zu erhalten, muss eine Mog-

lichkeit zum Abbruch der Hierarchie gefunden werden. Eine formale Entkopplung der Martin-
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Schwinger-Hierarchie wird durch die Einfithrung der sogenannten Selbstenergie 3 ermdglicht
+ih /d2 W(l-2)G(12,12%) = /dl 2(1,1)G(1,1) . (2.44)
C C

Auch ¥ ist auf der Keldysh-Kontur definiert und ist beziiglich der Anordnung der Zeiten analog
zu der zeitgeordneten Greenfunktion zu verstehen. Setzt man die Definition der Selbstenergie
in die Bewegungsgleichung (2.43) der zeitgeordneten Greenfunktion ein, so erhélt man eine

geschlossene Bewegungsgleichung fiir die Einteilchen-Greenfunktion

2
(ma + hA1> G(1,1) /dIV(l, DG, 1) = d(1 - 1) + /di S(1L1) G, 1) .
8t1 2m C C

(2.45)

Die dazu adjungierte Gleichung lautet

<_m8(i’1 + ;;Ay> G(1,1) — /Cdl G, 1) V(1,1 =6c(1-1) + /Cdl G(1,1)%(1,1') .

(2.46)
Diese beiden Gleichungen sind nicht mehr an die Zweiteilchen-Greenfunktion gekoppelt. Sie wer-
den als Kadanoff-Baym-Gleichungen (KBE) bezeichnet und miissen fiir eine Losung der Green-
funktion zusammen erfiillt sein. Die Kadanoff-Baym-Gleichungen sind die Hauptgleichungen in
der Theorie der Nichtgleichgewichts-Greenfunktionen. Sie beschreiben die Dynamik identischer
Teilchen in dem effektiven Feld ¥ + V fiir Gleichgewichts- und Nichtgleichgewichtsprozesse. Die
Probleme die in einem Vielteilchensystem durch die Korrelationen der Teilchen untereinander
entstehen, sind allerdings nicht verschwunden, sondern wurden in die Selbstenergie transfer-

riert. Die Aufgabe besteht nun darin, geeignete Ndherungen fiir die Selbstenergie zu finden.

Dazu erfolgt zuerst eine genaue Untersuchung der Selbstenergie [21]:

1. Verhalten zum Anfangszeitpunkt tg
Betrachtet man den Ausdruck (2.44) fiir den Anfangszeitpunkt, d.h. bei t; =t} = to, so

muss gelten

lim dl ¥(1,1)G(1,1") = +ih /dr2 W(ry —r2) G(r1,re, 11, Th; 1)) - (2.47)

tlzt/lzt() C
Um eine eindeutige Losung zu erhalten ist somit die Annahme einer Anfangsbedingung
fiir die Zweiteilchen-Greenfunktion notwendig. Allgemein dargestellt lautet diese zum Zeit-

punkt tg

G(ry,ro, vy, rot0) = G(1,1) G(2,2') |, + G(1,2)) G(2,1') |, + c(r1,r2,1], 153 t0) -
(2.48)
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Die Zweiteilchen-Greenfunktion kann zum Anfangszeitpunkt ¢y als eine Summe zweier Pro-
dukte von unkorrelierten Einteilchen-Greenfunktion und der Anfangskorrelationen, welche
in ¢(ry, ra, ], rh; to) zusammengefasst sind, betrachtet werden. Fiir eine eindeutige Losung
muss eine Aussage liber die Anfangskorrelationen gemacht werden. Eine hiufig benutzte

Anfangsbedingung ist “Bogolyubov’s condition of weakening of initial correlations”

lim  G(12,1'?) |, = G(1,1)G(2,2) |,, £ G(1,2) G(2,1) |, - (2.49)

top——0o0
Diese Bedingung besagt, dass das System im Limes t) — —oo keinen Anfangskorrelationen
unterliegt und fiihrt auf die von Kadanoff und Baym urspriingliche hergeleitete Form der

KBE [22].

. Integration auf der Keldyshkontur zum Anfangszeitpunkt ¢g

Fiir den Fall t; = t| = tg, verschwindet das Integral auf der Keldysh-Kontur. Damit die
Beziehung (2.44) erfiillt ist, muss daher ein Term in der Selbstenergie existieren, der eine
Deltafunktion beziiglich der Zeit beinhaltet und die Korrelationen beriicksichtigt. Damit

wird die Selbstenergie zu
»(1,1) =21 (1,1) + (1, 1) + 2 (1,1, (2.50)
mit iy (1,1") = 3in(1,7)t0) 6(t) — to). Hierbei wurde der Korrelationsanteil der Selbst-

energie in ¥ und X¢(1,1’) aufgeteilt. Dieses wird in den folgenden Abschnitten noch

naher erliutert.

Unter Beriicksichtigung dieser beiden Betrachtungen erhilt man die folgende Bewegungsglei-

chung fiir die Einteilchen-Greenfunktion

=0c(1—-1)+ /Cdi {=°1,1) + =1, 1)} G(1,1) , (2.51)

und die adjungierte Gleichung, welche man aus der Heisenberggleichung des adjungierten Feld-

operators durch eine entsprechende Rechnung erhélt

<m§t’ i ﬁzm)a( 1)~ [ (VL Y) + S L))

=6(1-1)+ / dl G(1,1) {=°(1,1) + =™(1,1)} . (2.52)
C
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Diese Gleichungen stellen die Kadanoff-Baym-Gleichungen fiir eine beliebige Anfangskorrelation
zum Zeitpunkt to dar. Sie sind der Ausgangspunkt der folgenden Betrachtungen. Sie stellen
eine Verallgemeinerung der bisher bekannten kinetischen Gleichungen dar, welche als Grenzfélle
in ihnen enthalten sind. Sie sind fiir beliebige Zeiten giiltig, vor allem auch auf ultrakurzen
Zeitskalen, wodurch mit ihnen der Aufbau der Anfangskorrelationen betrachtet werden kann.
Auferdem ist bei ihnen sowohl die Dichte, als auch die totale Energie erhalten. In dieser Form
wurde noch keine Ndherung beziiglich der Korrelationen vorgenommen.

Je nach Anordnung der Zeitargumente auf der Keldysh-Kontur erhilt man die Bewegungs-
gleichung fiir eine der vier Einteilchen-Greenfunktionen. Im Folgenden werden die Gleichungen
fiir die beiden Einteilchen-Korrelationsfunktionen ga2 bendtigt, welche daher hier explizit ange-
geben werden. Um die Korrelationsfunktionen zu erhalten miissen die Zeiten auf verschiedenen
Asten der Keldysh-Kontur angeordnet werden. In diesem Fall verschwindet die Deltafunktion
in (2.51) und (2.52) und unter Benutzung von ¥ = 0 erhiilt man die Gleichungen

<ih88t1 + ZAQ G(1,1) - /dl (V(1,1) +="(1,1)) G(1, 1)

- / AT {E2(1LT) - SE(L D)} 2L 1) - / TSZ(1L1) {2 (1L 1) — gS(1.1))

to

(2.53)

und die adjungierte Gleichung

<m£,1 + zhanl) G(1,1) — /di G(1,1) (V(1,1) + =H(1, 1)

:/1011 {95(1,1)—95(1,1)}25(1,1’)—/ldIg§(1,I){z;(I,1/)—25(1,1')} .

to to
(2.54)
Bisher wurden noch keine méglichen Naherungen fiir die Selbstenergie angegeben. Zum Ab-
schluss dieses Kapitels sollen daher noch zwei N&herungen betrachtet werden, die in dieser

Arbeit benutzt werden.

Hartree-Fock-N3herung

Die Zweiteilchen-Greenfunktion beschreibt die Propagation zweier Teilchen durch ein System,
die diesem an dem Raumzeitpunkt r}, ¢} und r}, ¢} hinzugefiigt und an dem Raumzeitpunkt
ri,t; und ro,ts wieder entnommen werden. Wahrend dieser Propagation wechselwirken die

Teilchen miteinander oder mit den restlichen Teilchen des Systems.

25



2. Theorie der Nichtgleichgewichts-Greenfunktionen

Die Zweiteilchen-Greenfunktion wird in der Hartree-Fock-Naherung wie folgt durch Ein-

teilchen-Greenfunktionen gendhert
G(12,1'2)) = G(1,1G(2,2") £ G(1,2")G(2,1) . (2.55)

Diese Néherung ist in Abbildung 2.2 graphisch dargestellt und soll noch kurz erldutert werden.

Der erste Term auf der rechten Seite von (2.55) beschreibt die voneinander unabhéngige Propa-

Abbildung 2.2.: Hartree-Fock-Néherung

gation der Teilchen durch das System. Dieser Teil wird als Hartree-Anteil £ der Selbstenergie
bezeichnet. Da mit der Methode der Nichtgleichgewichts-Greenfunktionen identische Teilchen
betrachtet werden, kann allerdings eine Vertauschung der Teilchen stattfinden. Der so entste-
hende Austauschterm entspricht dem zweiten Term auf der rechten Seite von (2.55) und wird
als Fock-Anteil X der Selbstenergie bezeichnet.

Um einen konkreten Ausdruck fir ¥ und ¥ zu erhalten, wird auf der rechten Seite von

(2.44) die Zweiteilchen-Greenfunktion durch (2.55) ersetzt. Man erhélt

1) =21, - 2F (1, 1)

= 4ihd(1 — 1) /d2 W(l—-2)G(2,27) +inW (1 —-1)G(1,1) . (2.56)

Eine Besonderheit dieser Né&herung ist es, dass sie lokal in der Zeit ist. Betrachtet man den
Hartree-Beitrag, so erkennt man, dass dieser Beitrag unabhéngige Teilchen beschreibt, die sich
in dem Potential ¥H bewegen. Dieser Term stellt somit ein mittleres Feld da, welches durch
die Teilchen des Systems erzeugt wird. Jedes Teilchen des System bewegt sich in diesem Feld.
Betrachtet man ein zusétzliches dufseres Potential V' (1), so konnen dieses Potential und der
Hartree-Beitrag zu einem effektiven Potential VFT(1) = V(1) +%H(1) zusammengefasst werden.
Auch der Fock-Beitrag kann als ein mittleres Feld interpretiert werden. Der Austauschterm ist
allerdings nicht rdumlich lokal und kann daher nicht mit in das effektive Potential integriert
werden.

Da die Vielteilcheneffekte in der Hartree-Fock-Naherung nur durch ein zusétliches mittleres

Feld zum Ausdruck kommen, wird diese Nahrung auch als 'mean-field’-Naherung bezeichnet.
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2.4. Herleitung der Kadanoff-Baym-Gleichungen

Der Ansatz, dass die Zweiteilchen-Greenfunktion durch ein Produkt aus unkorrelierten Ein-
teilchen-Greenfunktionen ausgedriickt wird, stellt die einfachste Naherung fiir die Selbstenergie

dar.

Zweite Bornsche Naherung

Im Rahmen der Hartree-Fock-N&herung ist es nicht moglich Stofiprozesse der Teilchen zu be-
schreiben. Da aber gerade die Teilchenstdfie einen wichtigen Prozess in Vielteilchensystemen
darstellen, soll hier eine Ndherung entwickelt werden, die iiber die Hartree-Fock-Ndherung hin-
aus geht und zusétzlich auch Zweiteilchenstéfe beriicksichtigt.

Zusétzlich zu der im obigen Abschnitt betrachteten unabhéngigen Propagation der Teilchen
durch das System wird nun noch ein moglicher Streuprozess der beiden Teilchen, welche sich an
den Orten Ty und Ty zum Zeitpunkt #; befinden, beriicksichtigt. Auch hier ist ein Austauschterm
moglich. Graphisch ist die Naherung der Zweiteilchen-Greenfunktion in Abbildung 2.3 darge-

stellt. Driickt man diese Graphik durch die Greenfunktionen aus, so erhélt man den folgenden

1'—» 1 1'—— 1 1 . 1 epppip 1’ 1
G, ~ + >< + ! + | X
2" 2 22— 2 2! 2 [ 27 2

Abbildung 2.3.: Bornsche Niherung

Y

Ausdruck fiir die Selbstenergie ¥
»(1,1) =211, 1) + 291, 1) . (2.57)

Die Zweiteilchenstofe sind hierbei in ¢ zusammengefasst, welches wie folgt lautet

»C(1,1) = + (ih)? /dr2 drl, V(r; —r2) V(r} — 1%)
x {G(1,1')G(2,2")G(2,2) + G(1,2') G(2,1") (;(2/,2)}751:152%,1:]?,2 : (2.58)

Hier beschreibt der zweite Term den Austausch. Diese Ndherung wird als zweite Bornsche N&-
herung bezeichnet, welche im Gegensatz zu der Hartree-Fock-Naherung nicht mehr zeitlich lokal
ist.

Es werden hier keine weiteren Niherungen betrachtet, da in dieser Arbeit nur die Hartree-
Fock-Niaherung und die Bornsche Niherung bendtigt werden. Fiir Ndherungen, die iiber die

Bornsche Néherung hinaus gehen, wird auf |1] oder [18] verwiesemn.
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2. Theorie der Nichtgleichgewichts-Greenfunktionen

Nach diesem kurzen Uberblick iiber die Theorie der Nichtgleichgewichts-Greenfunktionen,
soll nun mit der Auswertung spezieller Systeme im Nichtgleichgewicht begonnen werden. Dazu

erfolgt im nichsten Kapitel die Ableitung eines komplett eichinvarianten Formalismus.
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3. Eichinvariante

Kadanoff-Baym-Gleichungen

Bevor mit der Herleitung einer eichinvarianten Darstellung der KBE begonnen wird, wird zuerst
eine Untersuchung der Eichinvarianz elektromagnetischer Felder vorgenommen. Dabei wird das
Verhalten der Feldoperatoren — und somit der Greenfunktionen — in Abhéngigkeit von der
gewahlten Eichung betrachtet und eine modifizierte Fouriertransformation bestimmt, mit der
die Greenfunktionen eichinvariant dargestellt werden kénnen. Mit Hilfe dieser Transformation

kann anschlieend die eichinvariante Darstellung der KBE abgeleitet werden.

3.1. Eichinvarianz elektromagnetischer Felder

Die Erzeugung von elektrischen und magnetischen Feldern durch Ladungen und Strome, sowie
die zeitabhingige Kopplung dieser Felder, werden durch die 1864 von James Clark Maxwell

aufgestellten Maxwellgleichungen beschrieben:

divE(r, £) = drp(r, 1) | rot B(r, ) + 18%?” _0,
c
: 10E(r,t) 4w,
_ _ 2 o _ 1
divB(r,t) =0, rot B(r, t) Y ; j(r,t) (3.1)

Diese vier Gleichungen bilden die Basis der Elektrodynamik.
Aus einer Betrachtung der beiden homogenen Maxwellgleichungen wird deutlich, dass sich
elektromagnetische Felder eindeutig aus einem skalaren Potential ®(r,¢) und einem Vektorpo-

tential A(r,t) bestimmen lassen, nach
10A(r,t)
c Ot

Ersetzt man in dieser Darstellung das Vektorpotential und das skalare Potential durch

B(r,t) =V x A(r,t) , E(r,t) = —V&(r,t) . (3.2)

A(r,t) — Al(r,t) = A(r,t) + Vx(r,t)

~ 1ox(r,1)
c Ot

¢(I‘,t> - ¢/(I‘,t) :¢(I‘,t> ) (33)
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3. Eichinvariante Kadanoff-Baym-Gleichungen

wobei x(r,t) eine beliebige skalare Funktion ist, so erkennt man, dass — unabhéngig von dem
Aussehen von x(r,t) — die Felder E(r,¢) und B(r,t) unveréndert bleiben. Das Vektorpotential
und das skalare Potential sind somit nicht eindeutig bestimmt. Die Transformation (3.3) wird
als Eichtransformation und die skalare Funktion x(r,t) als Eichfeld bezeichnet. Die Freiheit in
der Wahl einer beliebigen skalaren Funktion x(r,?) in (3.3) ist als Eichfreiheit des elektromag-
netischen Feldes bekannt.

Diese Eichfreiheit kann zu Problemen bei der Entwicklung von kinetischen Gleichungen fiih-
ren, mit denen Systeme in Anwesenheit elektromagnetischer Felder betrachtet werden. Geht man
bei der Entwicklung der kinetischen Gleichungen {iber die lokale N&herung hinaus und beriick-
sichtigt Gradientenkorrekturen erster oder héherer Ordnung, so erhélt man bei der Verwendung
unterschiedlicher Eichungen verschiedene Endgleichungen. Eine Abhéngigkeit der Resultate von
der gewédhlten Eichung ist natiirlich nicht zufriedenstellend und daher ist es wichtig eine eichin-
variante Darstellung der kinetischen Gleichungen abzuleiten.

Betrachtet man eine Wellenfunktion ¢, (r,t), so ist die Beziechung der Wellenfunktion in der

neuen Eichung zu der Wellenfunktion in der alten Eichung gegeben durch [23]

Feax(r,t)

Yl (r,t) =e Pa(r,t) . (3.4)

Diese Beziehung gilt analog fiir Feldoperatoren. Durch das Einsetzen dieser Bezichung in die

Definition der Greenfunktion erhilt man die Eichtransformation der Greenfunktion

fee fxtmn et} ( Lo (\(R+Lt+2)—x(R-L,t—Z
a

GL(1,1) = e © 1) = Y1), (35)

Der Index a steht hier fiir die betrachtete Teilchensorte.
Hieraus 1afst sich eine modifizierte Fouriertransformation ableiten, mit der die Green-"funk-
tionen eichinvariant dargestellt werden kénnen. Die Idee dieser Herleitung geht zuriick auf Fujita

[2]. Unter Benutzung der Relation

T r T
*)—X(R—?t—§

: ):(T@t—rﬁR)/_zd)\x(R+)\r,t+)\T) (36

r
X(R+ §,t+

NI

und unter Anwendung einer Fouriertransformation beziiglich r und 7, erhdlt man aus (3.5) die

eichinvariante Greenfunktion in der Wignerdarstellung

i [Y2_ A T (wtead(RAALEAA)) = L1 (ke A(REAr t4AT
ga(k7R,w7t):/dr/dT€f_l/2 {(+ R (e ))} ga(r,R,T,t).

(3.7)
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3.1. Eichinvarianz elektromagnetischer Felder

Der Beweis, dass der Phasenfaktor auch wirklich wegfallt, wenn g,(r, R, 7, ¢) durch die Relation
(3.5) ersetzt wird, ist in 3] gegeben.

In den folgenden Untersuchungen wird sich auf die Betrachtung von homogenen elektrischen
Feldern beschriankt. Die Rechnungen werden in der Vektorpotentialeichung durchgefiihrt. Diese

sieht fiir homogene elektrische Felder wie folgt aus

»p=0 und A(t) = —c/t dtE(t) . (3.8)

Hiermit vereinfacht sich die Transformation (3.7) zur Bestimmung der eichinvarianten Darstel-

lung der Greenfunktion (3.7) zu

Jo(k, R w,t) = /dr/dTe

mit der zugehdrigen Riicktransformation

| 3
iwr— (k-&-%% 7_de(f))
t—T
2

ga(r7Ra T, t) ) (39)

. 1 1 t+% n
dk dw —iwT+Er (k-i-thfgth({)) ~
ga(r,R, T, t) = W ge Ja

Der Ausdruck (3.9) stellt eine Fouriertransformation beziiglich r und 7 mit einem modifizier-

(k,R,w,t) . (3.10)

ten Impuls dar. Fiir den Spezialfall der Betrachtung von homogenenen elektrischen Feldern
kann man daher die eichinvariante Greenfunktion aus der urspriinglichen Greenfunktion in der
Wignerdarstellung erhalten, indem der urspriingliche Impuls p durch den modifizierten, feldab-
héngigen Impuls

t+7

p_>k+%“ /de(f) (3.11)

=
ersetzt wird.

Diese Eigenschaft wurde von einigen Gruppen z.B. von Haug und Jauho [3], oder Kremp,
Schlanges, Kraeft und Bonitz [18], [4] und [5], dazu genutzt, die Spektralfunktion oder die Wig-
nerfunktion in der eichabhingigen Darstellung zu berechnen und anschliefend, entsprechend
(3.11), den Impuls zu ersetzen, um eine eichinvariante Darstellung zu erhalten. In der vorliegen-
den Arbeit wird allerdings das Vorgehen von Bonitz und Dufty [9] benutzt, bei dem mit Hilfe
der Transformation (3.9) die gesamte KBE eichinvariant dargestellt wird. Durch Lésen der ei-
chinvarianten KBE erhélt man dann direkt die eichinvarianten Greenfunktionen und somit die

eichinvariante Spektralfunktion oder Wignerfunktion.
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3. Eichinvariante Kadanoff-Baym-Gleichungen

3.2. Eichinvariante Darstellung der Kadanoff-Baym-Gleichungen

Nachdem mit (3.9) eine modifizierte Fouriertransformation abgeleitet wurde, mit der eine ei-
chinvariante Darstellung der Greenfunktionen ermoglicht wird, kann mit der Ableitung der
eichinvarianten Darstellung der Kadanoff-Baym-Gleichungen begonnen werden.

Es sollen Vielteilchensysteme in einem homogenen elektrischen Feld und einem zusétzlichen
externen Confinementpotential betrachtet werden. Der Hamiltonoperator, der ein solches Sys-

tem beschreibt, lautet

A (pi — %A(Fi,t))Q 2

H= Z S + Vi(ri,t) +ZW(ri —rj). (3.12)
i=1 1<J

Wie im vorigen Abschnitt schon erwéhnt, wird die Vektorpotentialeichung (3.8) benutzt. Mit

diesem Hamiltonoperator erhilt man fiir die Korrelationsfunktionen ga2 die Kadanoff-Baym-

Gleichung

{m% - e[§v1 - %A(l)] - \/1(1)}95(1, 1) — /dﬁ SHE (1, 5141) 92 (F1t1, 1)
1

:/tldi {25(1,1)—25(1,1)}95(1,1’)—/tadizaé(lj) {97(1,1) — g7 (1,1)} . (3.13)

to to

Hierbei wurde eine allgemeine Dispersionsrelation benutzt.
Diese Gleichung muss zusammen mit ihrer Adjungierten erfiillt werden. Um die adjungierte
Gleichung zu erhalten wird die Gleichung (3.13) unter Benutzung der Relation [¢=(1,1')]* =

— ¢2(1’,1) komplex konjugiert und anschliefend werden 1 und 1’ getauscht

0 h a _ _ _
{Sihgy = [ 1V0 = A - Vi) b1 1) - [dmgE L E )t )
1

:/1d1 {g;(m)—g;(1,1)}z§(1,1’)—/1d1g§(1,1){z;(1,1')—25(1,1')}. (3.14)

to to

Diese beiden Gleichungen sind nun eichinvariant darzustellen. In den folgenden Abschnitten
wird dieses zuerst fiir die linke Seite der Gleichungen, also fiir die Einteilchenbeitrige realisiert,

anschlieffend wird die rechte Seite — also die Stofintegrale — betrachtet.
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3.2. Eichinvariante Darstellung der Kadanoff-Baym-Gleichungen

3.2.1. Einteilchenbeitrige

Unter der Annahme, dass in dem betrachteten System makroskopische und mikroskopische Pro-
zesse auf unterschiedlichen Lingenskalen ablaufen, ist ein Ubergang auf Relativ- und Schwer-
punktvariablen angebracht. Hierbei ist zu beachten, dass ein homogenenes elektrisches Feld

betrachtet wird, d.h. dass das Vektorpotential nur von der Zeit und nicht vom Ort abhingt

0 1h h
{ihg =[5 7VR+ Ve =LA@M) - VIR + 2,00 p g2 Rt t) = IZ(n Rt 1)
1
(3.15)
Die adjungierte Gleichung, abhéngig von Relativ- und Schwerpunktkoordinaten, lautet
0 1h h , r , > ,
- - — — — <
{Fihgy —e[-3 7R+ Ve - A VIR - 5 ) g Rt 1)

= —[IZ(r, R, 1}, t1)]". (3.16)

Hierbei wurden die Beziehungen V,, = %VR + Vr und V,, = %VR — V; benutzt. Die Stokinte-
grale, welchen den Hartree-Fock-Beitrag und den Kollisionsbeitrag der Selbstenergie beinhalten,
werden hier in dem Ausdruck Iaz(r, R, t1,t]) zusammengefalt.

Es soll nun der Ubergang auf die eichinvariante Darstellung der KBE und ihrer adjungierten
Gleichung erfolgen. Dazu wird auf die beiden Gleichungen der rdumliche Anteil der eichin-
variante Fouriertransformation (3.9) angewendet. Diese Rechnung soll hier ausfiihrlich fiir die

Gleichung (3.15) gezeigt werden.

1. Nach Anwendung der Transformation (3.9) lautet die Gleichung (3.15):

) ea 1 A(t)
—5r ( fdt tq—t! ) 9 15 n . .
/dre {zha—tl—eb;VR-F;Vr— ;A(tl)] —VI(R+§,t1)}
(o) >
t! ~ / ~ ,
X/(QWH)S ¢ ' 95 (ki Rt 1)) = IZ (K, R, 11, 1)) (3.17)

Hierbei wurde ga%(r, R,t1,t}) durch die Riicktransformation (3.10) der eichinvarianten

Foruriertransformation ersetzt.

2. Die in der Riicktransformation enthaltene Integration und die Exponentialfunktion kénnen
an den Operatoren in der Klammer vorbei gezogen werden. Man muss die Operatoren in
der Klammer aber erst auf die Exponentialfunktion wirken lassen, bevor man letztere an

ihnen vorbeiziehen kann:
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3. Eichinvariante Kadanoff-Baym-Gleichungen

o Wirkung von ihaitl auf die Exponentialfunktion

ir(kytee fdt” fl“)j)

maTl e g 92 (k1, R, t1, )
iy (kﬁ-ea fdf” ﬁ(tt/ ) e 1 ! A(t”) )
- 4 a ( arr 2V A ) i
‘ {ctlt’lr/ n—p  Al)) i
ty
x G2 (k1, R, t1,t}) . (3.18)
o Wirkung von %Vr auf die Exponentialfunktion
. ir(ky+ce fdt// 2<ttf) .
gvr e gl 93 (k1, R, 11, ) (3.19)
% (k1+°‘1 fdt” A(ft/)) t A"
) t
—e Jua {k1+%/dt//t(t)/}gg(kl,R,tl,tg) . (3.20)
C 1=l

t
hV angewendet auf g5 (kl, R, t1,t)) ergibt Null, da die Green-Funktion nicht von r

abhéngt.

) %EVR, fa A(t1) und V7(R+5,t1) haben keine Wirkung auf die Exponentialfunktion,

so dass sie einfach an ihnen vorbei gezogen werden kann.

3. Nach Ausfithrung der Ableitungen heben sich die beiden feldabhéngigen Phasenfaktoren
der Exponentialfunktion gegenseitig weg. Der Vektor r kann durch den Ausdruck ik Vi

ersetzt werden. Die gesamte Gleichung lautet dann

t1
dkl — Ly (k—k1) 0 ih / " A(t//)
i ih - — dt — At 21
/ /%h ‘ at1+ct1—t’ Vk( th—t (1)) (3:21)
t
t
1h €a 1 n A" €a r &2 !
—elgpVRtka 2 fdt oo = A - VIR A+ 5 1) 1G5 (ke Rt 1)
t] !
= ~C?(kv R7t17t/1) . (322)

Da nur noch die Exponentialfunktion von r abhéngt, kann die r-Integration nun unter Be-
nutzung von [dr =T (k=k1) — (27h)3 §(k — k1) eliminiert werden. Anschliefend kann die
k-Integration mit Hilfe der entstandenen Deltafunktion ausgefiihrt werden. Die Integra-

tionen {iber das Potential kénnen nicht mit ausgefiihrt werden, da bei dem Potential nicht
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3.2. Eichinvariante Darstellung der Kadanoff-Baym-Gleichungen

zwangsldufig von einer Separation der Schwerpunkt- und Relativkoordinate ausgegangen

werden kann. Die Gleichung lautet dann

{iha pl g </dt” Al _ A(t1)> (3.23)

— ;A(t )]} 92 (k, R, t1, 1)) (3.24)

k i -
- /dr/ d : e_gr(k_kl) ‘/I(R—'_ E7t1) gf(klathlat/l) = a%(k’ thlat/l) :

(3.25)

Um die Gleichung etwas iibersichtlicher darzustellen, wird nach [4] die folgende Kurzschreib-

weise eingefiihrt

ea [V, A(t)—A(t") ea [V, A" e,
Ko (t,t) = - /t dt” — = dt” — + ?A(t) : (3.26)

C t/

K2 (t,1') stellt einen feldabhingigen Impuls mit den folgenden Eigenschaften dar:
1. KMt t)=0.
2. KMt t) — KL (1) = < (A(t) — A()) = —e, [4,ATE(F)
Die Differenz gibt den zusédtzlichen Impuls an, den ein geladenes Teilchen durch die An-

wesenheit eines elektrischen Feld dazu gewinnt.

St (A(t) — A(t") = eq [dt" [, dEE(?)

3. — K (t,t) (t — 1) = — 2
Diese Beziehung beschreibt die durch das Feld hervorgerufene értliche Verschiebung eines

geladenen Teilchens in der Zeit At =t —t'.

Mit dieser Abkiirzung lautet die eichinvariante Darstellung der KBE

0 h
{matl_mtl_t, Kg(tbtg)vk—e[%vwk—Kfj(tl,ta)]} 92 (k, R, t1, 1))

/dr/(;khl)g e~ i (k) yel (R 4 g,tl) 92 (ki R, t1,t)) = IZ(k, R, t1,1;) . (3.27)
7T
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3. Eichinvariante Kadanoff-Baym-Gleichungen

Um die zu (3.27) adjungierte Gleichung zu erhalten, kann entweder eine analoge Rechnung fiir
die adjungierte Gleichung von (3.15) durchgefithrt werden oder die Gleichung (3.27) komplex

konjugiert werden. Die adjungierte Gleichung lautet

.0 . 1 h .
{_Zhatll — thK?(t&,tl) Vk - 6[—ZVR + k — K‘s(tll,tl)}} ga%(k? R,tl,tll)

- /dl‘/ (zdﬂkhl)j e%r(k_kl) VIEH(R+ gvt/l) ga%(klaRatlvtll) = _[ia%(lg R, t/17t1)]*

(3.28)

Hiermit ist also eine eichinvariante Darstellung der linken Seite der KBE gefunden. Die Betrach-

tung der rechten Seite erfolgt im néchsten Abschnitt.

3.2.2. Stollintegrale
Gradientenentwicklung

Um die komplette KBE in der eichinvarianten Darstellung zu erhalten, folgt noch eine Betrach-
tung der Stokintegrale. Auch hier wird — in Analogie zu dem Vorgehen bei den Einteilchenbei-
tragen — mit dem Ubergang auf Relativ- und Schwerpunktvariablen begonnen. Dieser Ubergang

ist allerdings genauer zu betrachten, da die Stokintegrale von der folgenden Struktur sind

I($1,$/1) = /dfl A(CL‘l,fl) B(l'_l,l'll)

Tr—x

Hier bezeichnet z1 =ry,t1; . =r,7; X = R,t und 7 = 47 — 2.
Um in dem obigen Ausdruck die makroskopischen und die mikroskopischen Variablen zu ent-
koppeln, wird in einer ersten groben Naherung angenommen, dass  und & —x vernachlissighare

Korrekturen der Schwerpunktvariablen darstellen. Man erhilt das Stofsintegral
I(r,R,7,t) = /df‘/th(r -5, R,7—1,t) B(t,R,1,t) . (3.30)

Hier ist eine Faltungsstruktur beziiglich der Relativvariablen zu erkennen. Es wird daher noch
eine Fouriertransformation der Relativvariablen vorgenommen. Unter Beachtung des Faltungs-
theorems F(AxB(z)) = V2m F(A(z)) F(B(z)), wobei F(A) die Fouriertransformierte der Funk-

tion A bezeichnet, erhilt man

I(k,R,w,t) = A(k, R, w,t) B(k, R, w,1) . (3.31)
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3.2. Eichinvariante Darstellung der Kadanoff-Baym-Gleichungen

Diese Naherung wird als lokale Naherung bezeichnet, da durch die Vernachlissigung der Korrek-
turterme eine Lokalisierung der Funktionen um die Schwerpunktvariablen vorgenommen wird.
Die lokale Ndherung stellt eine komplette Entkopplung der mikroskopischen und der makrosko-
pischen Variablen dar, d.h. die Dynamik des Prozesses auf der mikroskopischen Ebene wird bei
dieser Ndherung als unabhéngig von der Dynamik auf der makroskopischen Ebene angesehen.
Fiir homogene Systeme ist diese Ndherung beziiglich des Ortes exakt, da die Ableitungen nach
R verschwinden. Aufer fiir homogene Systeme wird die lokale Ndherung noch fiir schwach in-
homogene Systeme verwendet, da in diesen Systemen die Gradienten der Schwerpunktvariablen
vernachlissigbar klein sind.

Um iiber die lokale Niherung hinaus gehen zu kénnen, wird eine Gradientenentwicklung der
Funktionen A(z — z, X + %) und B(Z, X — %5%) um die Schwerpunkvariable durchgefiihrt. Die
auftretenden Gradienten sind durch die langsame Anderung der Schwerpunktvariablen klein.
Bricht man diese Entwicklung nach der nullten Ordnung ab, erhélt man die bereits betrachtete
lokale Néherung. Beriicksichtigt man zusétzlich die erste Ordnung und fiihrt auch hier wieder
eine Fouriertransformation beziiglich der Relativvariablen durch, erhélt man fiir die Stofiterme

den folgenden Ausdruck

ih 0A 0B 0A 0B

Hier haben A und B stets das Argument (k,R,w,t). Diese Ndherung des Stofterms wird als
Gradientenkorrektur erster Ordnung bezeichnet. Sie ist bei Systemen, deren Inhomogenitét nicht

mehr als schwach angesehen werden kann, zu benutzten.

In dieser Arbeit wird nur die lokale N&herung benutzt. Der Hartree-Fock-Beitrag der KBE

lautet in der lokalen Niherung beziiglich der Koordinaten

ICIL{F(r,R,tl,tll):/df'ZgF(r—I",R,tl)gf(f,R,tl,tﬁ) — 2K R, 1) g2 (k, R, t1,1)),

(3.33)
und die Stofintegrale lauten (gezeigt am Beispiel des ersten Integrales)
t1
161 = /t diy [ de {37 (r -5, R, 11, 81) — S5 (e — 5, R, 0,11} 02 (5, R, 1, 1)
0
— /tldf1 {32 (k, R, t1,11) — 25 (k, R t1, 1)} 92 (k, R, 1, 17) . (3.34)
to
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3. Eichinvariante Kadanoff-Baym-Gleichungen

Eichinvariante Darstellung der StoRintegrale

Auch die StoRintegrale miissen eichinvariant dargestellt werden. Wie an (3.33) und (3.34) gut zu
erkennen ist, stellen die Stofintegrale in der Ortsdarstellung eine Faltung beziiglich des ersten
Arguments dar. Es wird daher zuerst ganz allgemein die eichinvariante Darstellung einer Faltung

betrachtet. Die so erhaltene Struktur kann dann auf die Stokintegrale {ibertragen werden.

Den Ausgangspunkt der Rechnung stellt der allgemeine Ausdruck (3.30) dar. Hier soll aller-

dings nur die lokale N&herung beziiglich der Koordinaten betrachtet werden
I(r,R,t,t)) = /dfl/df A(r —r1,t1,8) B(r, R, 1, 1)) . (3.35)

Um die eichinvariante Darstellung dieser Faltung zu erhalten, werden jetzt die Funktionen A(r—
T,t1,t1) und B(T, R, t1,t]) durch die ihre Riicktransformation (3.10) ersetzt. Um die Rechnung
moglichst iibersichtlich zu halten, werden die Zeitargumente und die Integration iiber ¢; nicht

mitgeschrieben, da sie sich nicht dndern.

. ty ’ i )L en , ,
raigai feo(ke o) (e o)
I(r,R)= [dr @nh) e 1

t1 ’
iy | KktEa [ dt’ A(t/> t1 t1
k rr\EE ) . At) e At/
:/(;Th)ge ( 6 1)A(k+e/dt’ () —e/dt’ (Q,R)

Die Zwischenschritte dieser Rechnung sind in dem Appendix B angegeben.

Die eichinvariante Darstellung der linken Seite dieses Ausdrucks erhélt man ebenfalls unter

Anwendung der Riicktransformation

iy (k—f—%‘l Jar A )
N dk ) 4 1% ~ /
1R 1) = [ e | IR, 1, 1) . (3.37)

Vergleicht man diese beiden Ausdriicke, so erhilt man die eichinvariante Darstellung einer Fal-

tung

38



3.2. Eichinvariante Darstellung der Kadanoff-Baym-Gleichungen

t1 t1
) - A) e A(t) ,
Tk R.t.t)) = [di, A(k ea/dt’ —“/dt’ L R0
(R, 1, 1) / ! (+c ti—t) ¢ th—t " 1)
t’1 t
bAoA
~ e t [ t _
B(k+ =2 [ df — 2 [ ar= R, .t ). 3.38
x ( +c/ th— ¢ c/ bt 1) (3.38)
# #

Mit (3.38) kann jetzt die eichinvariante Darstellung der Stofintegrale aufgeschrieben werden.
Bei der eichinvarianten Darstellung des Hartree-Fock-Terms (3.33) ist allerdings vorsichtig sein,
da bei diesem Beitrag keine Integration iiber ¢ auftritt und die Selbstenergie X'F nur auf der
Zeitdiagonalen existiert. In dem Argument der Selbstenergie ist also t; = | = ¢ zu setzen, in
dem Argument der Greenfunktion ist ¢j = ¢ zu setzen. Die Integrale in den beiden Argumenten

kiirzen sich dann weg und man erhélt
Ik, R, 11, t7) = S0 (k, R, t1) 52 (k, R, t1, 1)) (3.39)

In der lokalen Ndherung ist die eichinvariante Darstellung des Hartree-Fock-Beitrags somit gleich
dem urspriinglichen Ausdruck.

Das erste Stokintegral (3.34) lafst sich direkt in der Form (3.38) aufschreiben, ebenso das zweite
Stokintegral. Die beiden Ausdriicke werden daher nicht extra angegeben, sondern es wird gleich
die eichinvariante Darstellung der Einteilchenbeitrige und der Stofiterme zusammengesetzt. Man

erhdlt die eichinvariante Darstellung der KBE in der lokalen Naherung

{ma i K (t, 1)) Vi — E[E,VR +k - K& (4, 1) — SHF(k, R,tl)]}
8t1 tl - tl 21

x G2 (k, R, t1,1))

dk; _i _ r >
| T (k—lk1) —.t1) 32 (k t1,
t1 _ _ _ _ _
- / dt_l {Ei(kmodlvRa t17t1) - Zj(kmodlaRﬂ t17t1>)} flag (km0d27R7t17t/1)
to

t) s B B B
— / dt1 22 (Kmod1, R t1, 1) {32 (Kmod2s R 11, 11) — G5 (Kmoa2, Ry 11, 11) ), (3.40)

to

und die zugehorige adjungierte Gleichung
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3. Eichinvariante Kadanoff-Baym-Gleichungen

{—ma—m ! KA(tl,tl)Vk—e[—EVR+k KA(tl,tl)—SEF(k,R,tg)]}

X gaé (ka R7 1, tll)

dk i
/ / 1 ﬁr(k_kl) ‘/[(R‘i‘ g,tll) gaz(klaRﬂ tlvt,l)

= / di {f]; (kmodla R) tlv 7?1) - g(f (kmodla Ra t17 El)} i’][?(knlonv Ra El) tll)
to

"
- / ldi gaz(kmodla R7 tlvt_l) {Ei(km0d27 R7 LTl?tll) - Ej(kmod% R? t_17tll)} ) (341)

to

mit Kypoar = k + & tjdt' gg,i - %“_tfldt’ t‘jﬁg und Kyoqo = k + € fdt/A e fdt’tl t, :
Diese beiden Gleich;lngen sind die telichinvarianten Kadanoft- Baym Glelchungen 1n der Wigner-
darstellung fiir ein Vielteilchensystem in einem homogenen elektrischen Feld und einem schwach
inhomogenen Confinementpotential. Sie stellen den Ausgangspunkt fiir die folgende Herleitung
von eichinvarianten Gleichungen zur Berechnung der Spektralfunktion und der Wignerfunktion

dar.

3.3. Kinetische Gleichungen fiir g%/

Die Bestimmung der Spektralfunktion setzt nach der Definition (2.39) die Kenntnis der retar-
dierten und der avancierten Greenfunktion voraus. Daher soll nun ausgehend von der eichinvari-
anten KBE und ihrer adjungierten Gleichung eine eichinvariante Bewegungsgleichung fiir g%/
hergeleitet werden.

Um die Herleitung iibersichtlicher zu gestalten, werden die Ausdriicke (3.27) und (3.28) be-
nutzt, in denen die StoRterme in T (k,R,t,t") zusammengefasst sind. Zuerst ist die Summe der

KBE und ihrer Adjungierten zu bilden

L0 Ky (1)) h h
{QﬂiaT —2mﬁvk —G[ZVR—i—k—KaA(tl,t’l)] —e[—%vR+k—K§(t’1,t1)]}

x G2 (k, R, t1,1,)

/d/ dk1 {emtrti) vt (R 4 T ) — et 0 vt (R 1 T 4) ] 52 (k1 Rotr. 1)

—2[92(k, R, t1, 1)) + 217 2 (K, R, 11, }) . (3.42)

Hier wurde von der Tatsache Gebrauch gemacht, dass der Hartree-Term aus ©HF lokal in der Zeit
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3.3. Kinetische Gleichungen fiir g%/

und im Ort ist und daher mit dem Potential V7 zu einem effektiven Potential zusammengefasst

werden kann, in dem die Teilchen sich bewegen

V}eﬁ (I‘l,tl) = V](I‘l,tl) + E(I‘l,tl) . (343)

Der Fock-Term aus YU wird im Folgenden als IF2 bezeichnet und mit auf die rechte Seite
der KBE geschrieben. Die Abkiirzung I¢ beschreibt den Korrelationssanteil der Selbstenergie.
I_(t1,t}) stellt die Kurzschreibweise fiir 3 {I(t1,t}) — [I(t1,t})]*} dar.

In der bisherigen Herleitung wurde eine beliebige Dispersionsrelation der Teilchen betrachtet.

Zur Bestimmung der Spektralfunktion wird jetzt der Spezialfall einer parabolischen Dispersi-

onsrelation e(k) = fm angenommen. Die Summe der beiden Dispersionsrelation in (3.42) lautet
dann
h h Ay
[ -VR +k - K2 (t1,t1)] —e[—2—iVR+k—Ka (t,t1)] —

1 h 2 1 h
—mi(l {k2 + (ZVR> + 5 (KSQ (tlatll) + K92 (tllvtl)) - 2kKaA+ (tlatll) - ?VRKC?— (tlatll)} :

(3.44)

Dieser Ausdruck wird in der Gleichung (3.42) ersetzt. Die Bewegungsgleichung der Einteilchen-
Korrelationsfunktionen fiir Systeme, in denen die Teilchenenergien einer parabolischen Disper-

sionsrelation geniigen, lautet dann

h 2 1 2 2
(k2 + (ZVR) +3 (KaA (t1,t)) + K& (t’l,tl)>

th— — Vi —

b0 et t)
or t —t] 2my

—2kKZ, (t1,1)) — hVRK (t1,t ))}gi(k,R,tl,tﬁ)

1 dki f _ip (ki) qreft T\ ip(k—ky) yreff
2/dr/(2ﬂ_h)3{ef DVET(R L) - eb R0 VA R4 ) 2 (R 1)

a

— [C2 (R, 11, 1,) + IF2 (kR 11, 8)) (3.45)

Betrachtet man die Definition (2.38) von ¢g®/#, so ist nun noch die Gleichung fiir g< von der
Gleichung fiir g~ abzuziehen und eine Deltafunktion einzufiigen. Man erhélt die folgende Be-

wegungsgleichung fiir die retardierte und die avancierte Greenfunktion
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3. Eichinvariante Kadanoff-Baym-Gleichungen

h

i

{ma— 'h;Kflﬁ(tl,t’l)Vk— ! [(EVR)QJer— Ko (t1,t)) Vi

or t1—t) 2mg L2 24

1 2 2 -
+ = (KA (ty, 1)) + KA (t’l,tl)) — 2kK{j+(t1,t'1)} }gf/A(k, R, t1,t1%)

2
1 dky — L r(k—ki)yeff r Lp(k—ki) yreff ry
2/dr/(27rh)3 {eF ORIV R 4 Do) et RO VET (R4 1) |

X G (Ky, Roty, 87) = 8 (81— 1)) + 1% (R, 1, 1)) (3.46)

Diese partielle Differentialgleichung stellt eine exakte, eichinvariante Bewegungsgleichung fiir
g™%/A dar. Sie ist giiltig fiir beliebig grofie Feldstirken und inhomogene Potentiale. In dem StoR-
term werden die Korrelationsbeitrége des Vielteilchensystems beriicksichtigt. Ausgehend von
dieser Gleichung kann die eichinvariante Darstellung von ¢*/# und somit die Spektralfunktion
fiir Vielteilchensysteme mit einer parabolischen Dispersionsrelation in einem externen Confine-

mentpotential und einem homogenen elektrischen Feld bestimmt werden.
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4. Spektralfunktion

In dem vorangegangnen Kapitel wurde mit der Gleichung (3.46) der Ausgangspunkt zur Bestim-
mung der Spektralfunktion geschaffen. In diesem Kapitel sollen nun einige Spektralfunktionen
fiir Elektronen in einem elektrischen Feld und/oder einem Confinementpotential berechnet und
ausgewertet werden. Fiir Elektronensysteme gilt e, = —e, und mg = me.

Um die Spektralfunktion zu bestimmen wird die Bewegungsgleichung (3.46) an das betrach-
tete System angepasst und analytisch gelést. Aus der so erhaltenen retardierten und avancierten

Greenfunktion ergibt sich nach
a(1,1) =ih {g™(1,1) — ¢*(1,1)} (4.1)

die zugehorige Spektralfunktion. Da die Bewegungsgleichung in der eichinvarianten Darstellung
benutzt wird, erhélt man durch dieses Vorgehen direkt eine eichinvariante Spektralfunktion.
In den folgenden Rechnungen werden die Stofsterme vernachlafhigt, d.h. es werden Einteilchen-
spektren ohne den Einfluss méglicher Teilchenkorrelationen betrachtet. Fiir Systeme in starken
elektrischen Feldern ist dies eine gute Ndherung, da im Falle hoher Feldstérken bei elektrisch
geladenen Teilchen die Wirkung des Feldes auf die Teilchen stérker ist als die Wechselwirkung

der Teilchen untereinander.

4.1. ldeales Elektronengas

Es wird mit der Untersuchung des einfachsten Falls eines idealen, homogenen Elektronengases in
Abwesenheit eines elektrischen Feldes und Confinementpotentials begonnen. In diesem System

gilt A(t) = V(R,t) = Vr = 0. Die Bewegungsgleichung (3.46) reduziert sich auf

2
{mi - 2%} oAk, 7) =6 (7) | (4.2)
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4. Spektralfunktion

i k2

mit der Losung ¢™/4(k,7) = FLO(xr)e " " und der Spektralfunktion

;.2
sz

alk,7)=¢ ", (4.3)
Durch eine Fouriertransformation beziiglich 7 folgt die Spektralfunktion in der Energiedarstel-
lung

a(k,w) = 27h 5(hw - "“2) . (4.4)

2m

Durch die Deltafunktion ist jedem Impuls k eine feste Einteilchenenergie fw zugeordnet. Man
erhélt also das schon bekannte Energiespektrum freier Teilchen, in dem die Teilchenzustinde
eine unendliche Lebensdauer besitzen. Beriicksichtigt man hier noch den Hartree-Beitrag der
Selbstenergie, erhilt man die Spektralfunktion a(k,w) = 27h §(fw — e(k,w)), wobei e(k,w)
die kinetische Energie plus die durch das Hartree-Potential zusitzlich entstandene potentielle
Energie des Teilchens bezeichnet. Die einzige Verdnderung gegeniiber (4.4) besteht in einem
Shift des Delta-Peaks, die Lebensdauer der Teilchenzusténde bleibt unbegrenzt. Eine begrenzte

Lebensdauer der Zusténde entsteht bei der Beriicksichtigung von Stofprozessen.

4.2. Homogenes elektrisches Feld

Nun wird die Spektralfunktion eines freien Teilchensystems in einem homogenen elektrischen
Feld beliebig hoher Feldstérke betrachtet. Fiir dieses System gilt V(R,t) = Vg = 0. Die Bewe-
gungsgleichung (3.46) lautet in dem Fall

t+3
L0 el — 1 I o leos, o 24t
{maT in [ﬁ /th(Z) EDA}Vk S [k: +§?(A (t) + A (tl))
2
) t+3 ) t+35 t+7
eq 1 1 2 0 €0
- -Da /th(t‘)+32(/th(a) +kDA—20k/th(t_)}}:5(7-)
t—Z t—1 t—Z

(4.5)

Hier bezeichnet Dao = A(t1) + A(t}). Durch ein analoges Vorgehen, wie im Fall des idealen
Elektronengases, erhilt man aus (4.5) die Spektralfunktion

2 2 (e t+% )
i _k _i_1 € T 2 1 _
“h 2me T B Tme o2 {tidetA(f) - ( 7f%th(E)) }

ak,7,t)=e +e 2 !
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4.2. Homogenes elektrisches Feld

Die erste Exponentialfunktion ist die Losung des idealen Systems (freier Anteil), die zweite
Exponentialfunktion beschreibt die Anderung des Einteilchenspektrums durch die Anwesenheit
des elektrischen Feldes (feldabhéngiger Anteil). Betrachtet man in der Spektralfunktion (4.6)
den Limes E — 0, so geht der feldabhéingige Anteil gegen Eins und es bleibt nur der freie Anteil
— also die Losung des idealen Elektronengases — iibrig. Dieser Limes ist somit richtig in der
Spektralfunktion enthalten.

Die Spektralfunktion eines Elektronensystems in einem konstanten elektrischen Feld wurde
auch schon in [3], [18] oder [4] bestimmt. Hierbei wurde die normale KBE zur Berechnung der
retardierten und avancierten Green-Funktion in der Wignerdarstellung benutzt und anschliefend
der Impuls entsprechend (3.11) ersetzt, um die eichinvariante Darstellung zu erhalten. Vergleicht
man die dort bestimmte Spektralfunktion mit der hier berechneten Spektralfunktion, so sieht
man, dass sie identisch sind.

Eine analytische Fouriertransformation dieser Spektralfunktion ist nicht méglich. Die Ener-
giedarstellung wird hier daher nur fiir den Spezialfall eines konstanten elektrischen Feldes ange-
geben. Der Spezialfall eines harmonischen elektrischen Feldes soll hier nicht betrachtet werden,

hierzu wird z.B. auf [3] oder [6] verwiesen.

4.2.1. Konstantes elektrisches Feld

Es wird ein konstantes elektrisches Feld E = Eg mit dem zugehorigen Vektorpotential A(t) =
—cEqt betrachtet. Wertet man die allgemeine Spektralfunktion (4.6) fiir diesen Fall aus, erhélt

man

i K2, c0Fd 3)
— + T
a(k, R, 7,t) = e ”<2meT e’ ) (4.7)

Die Energiedarstellung der Spektralfunktion ergibt sich wieder aus einer Fouriertransformation
beziiglich 7. Um die Integration ausfiihren zu kénnen, wird die Exponentialfunktion mit Hilfe
der Euler-Formel auf eine Integration {iber einen Sinus und einen Kosinus umgeschrieben. Die
Integration von —oo bis oo iiber den Sinus ergibt Null, da es sich um eine ungerade Funktion
handelt. Fiir die Integration iiber den Kosinus erhilt man unter Benutzung der Definition der

Airy-Funktion

[3:]é Ai([sj]é) - /Ooodt cos(at” +at) | (4.8)
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4. Spektralfunktion

die folgende Spektralfunktion in der Energiedarstellung

k2
— hw
_amh 2 ) (4.9)
12 680E0]§ [12 60E0]§

alk,R,w,t) =

Diese Spektralfunktion ist in Abbildung 4.1 fiir unterschiedlich starke elektrische Felder gezeigt.

Durch die Anwesenheit eines konstantes elektrisches Feldes sind zu einem festen Impuls ver-

—— F=0.15
2 L
1 L
a (fiw)
A /&in 0

€kin

Abbildung 4.1.: Spektralfunktion (4.9) eines Elektronensystems in einem konstanten elektrischen Feld
unterschiedlicher Feldstirken bei einem fixierten Impuls k und zu einem festen Zeit-

2 2
punkt t. F' = hQ% und a, = 27h.

schiedene Einteilchenenergien moglich. Im Gegensatz zu dem Fall des idealen Gases besitzen
die Teilchen hohere Energien, die um so grofer werden, je stirker das Feld ist. Gleichzeitig
werden die Peaks bei einer Erhdhung des Feldes niedriger und breiter. Betrachtet man den
Grenzfall E — 0, so schieben sich die einzelnen Maxima auf einen Peak bei der kinetischen

Energie zusammen. Dieses entspricht der Spektralfunktion des idealen Elektronengases.

Ein interessanter Aspekt, der in Abbildung 4.1 deutlich wird, ist, dass die Spektralfunktion
auch negative werden kann. Die Deutung der Spektralfunktion als eine Dichte, wie es aus dem

Gleichgewicht bekannt ist, ist im Nichtgleichgewicht also nicht mehr anwendbar.
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4.3. Schwach inhomogenes Confinementpotential

4.3. Schwach inhomogenes Confinementpotential

Nachdem die Spektralfunktion eines Systems in einem elektrischen Feld analysiert wurde, folgt
nun die Betrachtung eines Systems in einem inhomogenen Confinementpotential. Aus der all-

gemeinen Bewegungsgleichung (3.46) folgt fiir diesen Fall die partielle Differentialgleichung

{'ha : [(th)2+k2}}g§/A(k7R,t1,t’1)

or T 2m, L\2

1 dk i (ke o r i (ke o r
_2/dr/(27rhl)3 {e 5k kl)VIff(R+§7tl)+€ Fr(k kl)VIff(R_i’t/l)}

x gRIA ki, R, 11, th) =6 (1 — 1)) (4.10)

Betrachtet man ein schwach inhomogenes Confinementpotential, so ist VRVIeﬂr (R) klein und
kann vernachlissigt werden. Das Potential unter dem Integral kann um R entwickelt werden
(s. 5.5), woraus in der lokalen Niherung V& (R+3%) ~ Vet (R) folgt. Die Bewegungsgleichung
vereinfacht sich dann zu

. a kz 1 e €
{% — oo =5 (VTR + V(R ta))}gg/f\(k, Rt #) =6 (h—t) . (411)

Hier wurde zuerst die Exponentialfunktion ausgeklammert und anschliefend die Darstellung
der Deltafunktion zur Auswertung der Integrationen genutzt. Aus der Lisung dieser Differenti-

algleichung erhilt man die Spektralfunktion

t1
k2 ) _
“hame” 7 JAVET(RD)
t/
1

alk, R,7,t) =e¢ e (4.12)

Auch hier 14kt sich die Spektralfunktion als Produkt zweier Exponentialfunktionen darstellen,
wobei die erste Exponentialfunktion wieder den freien Anteil angibt und die zweite Exponen-
tialfunktion die durch das Confinementpotential hervorgerufene Modifikation gegeniiber des
Spektrums des idealen Elektronengases darstellt. Diese Struktur war auch schon bei der Spek-
tralfunktion (4.6) beziiglich des elektrischen Feldes zu beobachten.

eff
Betrachtet man ein schwach zeitabhéngiges oder zeitunabhéngiges Potential, so ist Ta‘gé <

VEE(t), so dass VEE(t £ 7) ~ VFE(t) angenommen werden kann. Die Zeitintegration in der
Exponente 14t sich ausfiihren und nach einer Fouriertransformation erhilt man die folgende
Spektralfunktion in der Energiedarstellung

2

a (k,w) = 21h 5(m - Qk - fff(R,t)> . (4.13)

e
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4. Spektralfunktion

Durch die Delta-Funktion ist einem Elektron mit einem Impuls k an jedem Ort eindeutig ein
Energiewert zugeordnet. Die hier bestimmte Spektralfunktion ist dadurch nur fiir die Beschrei-
bung von klassischen Systeme giiltig, da die Heisenbergsche Unschérferelation AzAp > %L ver-

letzt wird.

4.4. Allgemeine Spektralfunktion

Abschliefsend wird die Spektralfunktion fiir ein Vielteilchensystem in einem homogenen elektri-
schen Feld und einem schwach inhomogenen Confinementpotential betrachtet. Die zu l6sende

Bewegungsgleichung lautet

) 1 1 1
{z’haT —ih— K (1) Vie— 5 [k:Q +3 (KAZ(tl,t’l) KA, t1)> — 9KKA, (tl,t’l)}

—%(VIQH(R, t;) + Ve (R, t’l)) }QS/A(k, R,ti,t)) =6 (t —t}) . (4.14)

Hier wurde wieder die Annahmen gemacht, dass das Potential nur schwach zeitabhingig ist.

Da in der partiellen Differentialgleichung keine Kopplung zwischen dem Potential und dem
elektrischen Feld auftritt, ist die Spektralfunktion ein Produkt aus drei Exponentialfunktionen,
in dem jeder Anteil des Systems durch eine Exponentialfunktion beschrieben wird

5 2 t+3 3 2

, , D2 _ L _

O —%VIGH(R,t)T *%j%m[ detA(f)Q*;( / th(f)) }
-3

TR 2me T
a(Rk,7,t) =e e e ' 2 : (4.15)

Mit dieser Spektralfunktion lassen sich klassische Einteilchenspektren von Elektronen in einem
homogenen, zeitabhéngigen elektrischen Feld beliebiger Intensitdt und einem schwach inhomo-
genen Confinementpotential beschreiben. Die Beschreibung von elektrischen Feldern beliebig
hoher Intensitit setzt hier keine Stérungsentwicklung voraus. Um einen analytischen Ausdruck
fiir die Spektralfunktion in der Energiedarstellung zu erhalten, muss — wie schon in Abschnitt

(4.2) diskutiert — die konkrete Darstellung eines elektrischen Feldes eingesetzt werden.

Es wurde in diesem Kapitel deutlich, dass die berechneten Spektralfunktionen durch die Ver-
tauschung des Orts- und Impulsoperators nur fiir klassische Systeme giiltig sind. Im Rahmen
der hier gemachten Naherungen werden in den Spektralfunktionen also keine Quanteneffekte be-
riicksichtigt. Im nichsten Kapitel wird daher der Ansatz des Quantenpotentials vorgestellt, mit
dem aus den klassischen Spektralfunktionen quantenmechanische Spektralfunktionen abgeleitet

werden konnen.
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5. Quantenpotential

Bei der bisherigen Betrachtung der Spektralfunktionen von Elektronensystemen in einem star-
ken elektrischen Feld und einem schwach inhomogenen Confinementpotential war festzustellen,
dass die erhaltenen Spektralfunktionen nur fiir die Beschreibung von klassischen Systemen giiltig
sind, da bei ihnen der Ortsoperator und der Impulsoperator kommutieren. In diesem Abschnitt
sollen nun Spektralfunktionen hergeleitet werden, die auch fiir die Beschreibung von inhomo-
genen, quantenmechanischen Systemen geeignet sind. Um die klassische Beschreibung in eine
quantenmechanische Beschreibung umzuwandeln, wird ein Quantenpotential benutzt. Bei die-
sem Ansatz werden weiterhin die klassischen Gleichungen benutzt, das urspriingliche Potential
wird aber durch ein effektives Potential ersetzt, das auch zusitzliche Quanteneffekte beriick-

sichtigt. Dieses effektive Potential wird daher als Quantenpotential bezeichnet.

Die bisherige Anwendung des Quantenpotentials bezieht sich — wie in der Einleitung bereits
erwahnt — weitestgehend auf Systeme im Gleichgewicht. Hier soll die Anwendung des Quan-
tenpotentials auf Systeme im Nichtgleichgewicht verallgemeinert werden. Dazu wird das ur-
spriingliche Potential in der retardierten und avancierten Green-Funktion ,und der zugehérigen
Spektralfunkion, durch ein impulsabhéingiges Quantenpotential ng (k, R, 7,t) ersetzt, dessen
genaue Struktur anschliefend bestimmt wird. Dieses Quantenpotential wird mit einem von
Gardner und Ringhofer [24] berechneten Quantenpotential verglichen. Setzt man das Quanten-
potential in die Spektralfunktion ein, erhélt man eine Spektralfunktion, die auch Quanteneffekte
beriicksichtigt. Durch die zusétzliche Impulsabhéngigkeit des Potentials wird die Heisenbergsche

Unscharferelation nicht mehr verletzt.

Fir die von dem Quantenpotential abhingige retardierte Greenfunktion wird der folgende

Ansatz gemacht

i k2 i yeff _ie 1 t}%diA(i)Z— 1 (H}%diA(f))2
i T _EVQ (k,R,7,t)T R o2 2me . T .
(R, k, 7, 1) = —ﬁ@(’i') e e e o2 o2 . (5.1)
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5. Quantenpotential

und somit gilt fiir die Spektralfunktion

2 t+% t+%
L T S I ONGER (OO

TR 2me

a(R,k, 7,t) = e e “heg =3 ) (5.2)

Hier wurde die Spektralfunktion (4.15) benutzt, die klassische Systeme beschreibt, und das ur-
spriingliche Potential Vfﬁ (R, t) durch das Quantenpotential ersetzt. Die Greenfunktion stellt
den Ausgangspunkt fiir die Bestimmung des Quantenpotentials und der quantenmechanischen
Spektralfunktion dar. Mit mit dem Begriff “quantenmechanische Spektralfunktion” ist im Fol-
genden stets die Spektralfunktion mit dem Quantenpotential und mit “klassische Spektralfunk-

tion” die Spektralfunktion mit dem urspriinglichen Potential gemeint.

5.1. Confinementpotential

Es wird zuerst die Spektralfunktion fiir ein quantenmechanisches Vielteilchensystem in einem
Confinementpotential ohne duferes elektrisches Feld betrachtet. Um eine Bestimmungsgleichung
fiir das Quantenpotential abzuleiten, wird die retardierte Greenfunktion (5.1) ohne den feldab-
hingigen Anteil in eine Bewegungsgleichung (4.10) eingesetzt

0 1L [, he 2 o1) 4 —;;(Qmﬁveff(kRTt))
{ZﬁaT — Qme [(zVR) + k :| } ﬁ 9(7’) e

_ ; _ i kl eff T
/ / g cos(r = hkl)Vfﬁ(R—Fg,t)%@(T)e ’< VG R, t)) —5(r) . (5.3)

Hierbei wurden die beiden Exponentialfunktionen unter dem Integral zu einem Kosinus zu-
sammengezogen, da das Potential als schwach zeitabhingig angenommen wird. L&t man die
Operatoren auf die Exponentialfunktionen wirken, erhédlt man die Bestimmungsgleichung fiir

das Quantenpotential

VST (k, R, 7, 1) — (vav (R, 7, 6) 7+ [Va VST (k, R, 7, t)}272>]a(k, R,7,1)

/ / hkl) VAR + %,t) aky,R,7,t) =0. (5.4)

Da ein schwach inhomogenes Confinementpotential betrachtet wird, kann das Potential um die

Schwerpunktkoordinate R entwickelt werden

o0

(£1)! IVi(R) .
ZZ:; 21l' OR;OR;---ORy Lilj- T, (5.5)
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5.1. Confinementpotential

womit man fiir das Integral die Entwicklung

dk k -k
/dr/ (277711)3 cos(r - 1) Vfﬁ(R—i— g,t) a(k, R, 7,1)

Z (ih)* 82lveff(R t) o
220 2]! .- ORy Ok - Oky

a(k, R, 7,t) (5.6)

erhilt. In der Niherung nullter Ordnung, welche der lokalen N#herung entspricht, lautet der

Beitrag des Integrals

/&/<mgcwuk‘h)wﬂﬁ+rﬁamhanw - VI (R,t)a(k,R, 1) . (5.7)
(2mh) h 2

Das Integral wird in der Bestimmungsgleichung (5.4) durch seine Entwicklung in nullter Ord-

nung ersetzt. In diesem Fall ist zu beriicksichtigen, dass fiir eine konsistente Darstellung der
Bestimmungsgleichung in dieser Ndherung auch alle restlichen Gradiententerme als vernachlés-
sighar klein angesehen werden miissen, d.h. VRVIQH (R, t) ~ 0. Es folgt das Quantenpotential in

nullter Naherung:

eff e
VO, R, 7, t) = Vi (R, 1) . (5.8)

Man erhélt das schon bekannte, klassische Ergebnis des vorigen Kapitels. Um eine quantenme-
chanische Korrektur des Potentials zu erhalten, muss das Integral also mindestens bis zur ersten
Ordnung entwickelt werden.

Fiir die Bestimmung des Quantenpotentials in der Ndherung héherer Ordnungen wird ein

Iterationsverfahren benutzt. Hierbei wird wie folgt vorgegangen

VO R ) = Vi (R ) + PV R ) ©9)

mit

1
F(VST (&, R,7,8) 3 (k, R 7, 1) = {Sm (i VAVS" (<, Ry, 0) 7 + [VRVST (k R, 7, 1)]72)

eff(R, t) + /dr cos(rk_

Um das Quantenpotential in der Ndherung 1.0Ordnung zu erhalten, wird zuerst in (5.10) fiir das

k1) fof(R + ;715)} ak,R,7,t) . (5.10)

Integral die Entwicklung erster Ordnung eingesetzt, d.h.

dk k—k
fof et

2
N (Vfﬂ(R,t) %VRVEﬁ(R,t) vﬁ) a(k,R,7,1) . (5.11)

51



5. Quantenpotential

Man erkennt, dass der zweite Term der Entwicklung von h? abhingt und nichtlokal beziiglich
des Ortes ist. Er stellt somit einen quantenmechanischen Anteil dar.

Nun wird noch in (5.10) fir das Quantenpotential das Quantenpotential nullter Ordnung
(5.8) eingesetzt und der Laplaceoperator des Impulses auf die Spektralfunktion (5.2) ohne den
feldabhangigen Anteil angewendet. Aus (5.9) entsteht dann das Quantenpotential in erster Ord-

nung
eff(1 e
V(R K, 7,t) = VET (R, 1) + 6V (k, R, 7,1)72 (5.12)

mit

! @vﬁvleff(R, t) + 81

e T Me

2
Wo(k R, 7t) = - {[VRfof (R,1)]* + Z—vﬁwﬁ (R,t)} :

(5.13)

Das Quantenpotential kann als Summe des klassischen Potentials Vfﬁ und eines Korrekturterms
0Vg dargestellt werden. Aufféllig ist, dass in der Korrektur durch die Ableitungen nach R nur
nichtlokale Terme vorkommen. Hier wird der quantenmechanische Charakter deutlich sichtbar,
weil sich bei einer quantenmechanischen Betrachtungweise die Elektronen nicht mehr wie Punkt-
teilchen verhalten, sondern durch eine delokalisierte Wellenfunktion beschrieben werden. Man
kann nicht mehr von einem bestimmten Ort reden, an dem sich das Elektron in dem Potential
befindet, vielmehr spiirt es durch seine Ausdehnung und die damit verbundene Dichteverteilung
eine Uberlagerung verschiedener Werte des Potentials. Bei der Methode des Quantenpotentials,
bei der die Teilchen weiterhin durch eine klassische Spektralfunktion beschrieben werden und
die Quantenkorrekturen in dem neuen Potential enthalten sind, kann man sich diesen Effekt
derart vorstellen, dass ein Punktteilchen an einem bestimmten Ort R nicht nur die Wirkung
des Potentials an genau diesem Punkt, sondern auch aus der Umgebung dieses Punktes spiirt.

Betrachtet man die Quantenkorrekturen (5.13) des Potentials, so sieht man, dass es sich bei
dem ersten Term um einen imaginidren Term handelt. Imagindre Terme werden gewdhnlich durch
Stoke der Teilchen hervorgerufen und verursachen eine Ddmpfung der Spektralfunktion. Dieser
Term schwicht wegen seines Vorzeichens die Spektralfunktion allerdings nicht ab, sondern 1dft
sie anwachsen. Es handelt sich hierbei also um ein nicht begriindeten Beitrag, der auf einen

Mangel des Ansatzes (5.1) schliefen 1aft. Betrachtet man diesen Term allerdings im Verhéltnis
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5.2. Confinementpotential und elektrisches Feld

zum letzten Term in (5.13), so erkennt man, dass er, bedingt durch £, sehr viel kleiner ist und

vernachlissigt werden kann.

Weiterhin ist zu beachten, dass dieses Ergebnis durch die Anwendung des Iterationsverfahrens
nur giiltig ist, wenn der Korrekturterm (5.13) klein gegeniiber dem urspriinglichen Potential ist.

Ist dies nicht der Fall, bleibt die Moglichkeit einer numerischen Losung der Gleichung (5.4).

Nachdem das Quantenpotential bekannt ist, kann die resultierende Spektralfunktion unter

Benutzung des Ansatzes (5.2) bestimmt werden

—i ’;’TQJFVGH(R,t) T+VeT (K R, 7 )3
alk, R,7,t) =e¢ h{<2 < ) ¢ } . (5.14)

Sie hat die gleiche Struktur wie die Spektralfunktion (4.7), die nicht wechselwirkende Elektronen
in einem konstanten elektrischen Feld beschreibt. Die Fouriertransformation zum Ubergang auf

die Energiedarstellung wird daher analog zu (4.7) durchgefiithrt und ergibt

ak,R,w,t) = (5.15)

Wl

orh Ai<2k”i + VAT (R, 1) — hw)
(312 6V)] 312 6V)3

Die Spektralfunktion wird jetzt nicht mehr durch eine Deltafunktion, sondern durch eine Airy-
Funktion beschrieben. Das Quantenpotential verschmiert den scharfen Delta-Peak und sorgt fiir
die Entstehung zuséatzlicher Nebenpeaks, wodurch fiir ein Teilchen an einem festen Ort mit einem
festen Impulse verschiedene Energiewerte méglich sind und das Heisenbergsche Unschérfeprinzip

nicht mehr verletzt wird.

5.2. Confinementpotential und elektrisches Feld

Das betrachtete System befindet sich nun zusétzlich zu dem schwach inhomogenen Confinement-
potential auch noch in einem homogenen elektrischen Feld. Es wird entsprechend des vorigen
Abschnitts vorgegangen mit dem einzigen Unterschied, dass jetzt die komplette Greenfunktion

(5.1) zu betrachten ist und diese in die feldabhéngige Bewegungsgleichung (4.5) eingesetzt wird.
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5. Quantenpotential

Die resultierende Bestimmungsgleichung fiir das Quantenpotential lautet

1
{Ve" (e R t) = —— (i VRVST (6, Ry 1) + 72 [VR VST (k R, 7, 1))

e

1 e (A(tl) - A(t’l)) VeVS" (k, R, 7, t)}a(ka R,7.1)

4dm,. c

—+

_/dr cos(e ) VR4 1) ak R =0, (516)

Setzt man die Entwicklung des Integrals in nullter Ndherung ein und vernachléssigt alle Gradi-

ententerme, erhélt man das Quantenpotential in nullter Naherung

eff e
VQ © (k7 Ra T, t) = VI f (R7 t) . (517)

Auch hier entspricht die nullte Ndherung wieder dem klassischen Ergebnis.
Unter Benutzung des schon beschriebenen Iterationsverfahrens erhilt man aus dem ersten

Iterationsschritt das Quantenpotential

Ve R k7t A) = VET(R, 1) + Vo (k, R, 7, A)7, (5.18)
mit
Vo, R, 7 1 E) = " GRVET(R, 1) + VRV (R, 1)]* + L (R, 1)
s AN, T L 4me T ) Me ’ me ’
t1
€0 eff n
R,t dtE(t) . Nl
gy TRV (R0 [ arE (5.19)

Die einzige Anderung gegeniiber dem Quantenpotential (5.13) fiir ein feldfreies System besteht
in dem zusétzlichen feldabhingigen Term. Auch dieser Term ist nicht lokal und somit quanten-
mechanischen Ursprungs.

Hiermit erhalt man nach (5.2) die quantenmechanische Spektralfunktion

P HE
(VTR Vo (R} i B T [ Jara@?=1( [ dia®m) }
¢ 3 3

ak, R,7,t;A) =e¢ e
(5.20)

Die Spektralfunktion in dieser allgemeinen Darstellung l&ft sich durch die Abhéngigkeit von
dem Vektorpotential (s. Abschnitt 4.2) im allgemeinen Fall nicht mehr analytisch fouriertrans-
formieren. Es wird daher nur die Energiedarstellung fiir den Spezialfall eines konstanten elek-
trischen Feldes betrachtet. Die Integration iiber das Vektorpotential und die anschliefsende Fou-

riertransformation verlaufen analog zu (4.7). Es folgt die Spektralfunktion fiir Teilchen in einem
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5.2. Confinementpotential und elektrisches Feld

konstanten elektrischen Feld und einem schwach inhomogenen Confinementpotential unter Be-

riicksichtigung von Quanteneffekten

k2 eff
2rh + VAR, t) — hw

alk,R,w,t) = - Ai(Zme (R ) ) (5.21)

(0% (0%

mit
2E2 3

— (32 Kk ‘%0 22
a [3}1 <5VQ(R, D+ S (5.22)

Diese Spektralfunktion ist in Abbildung 5.1 dargestellt. Fiir die Graphik wurde die Spektral-

funktion in der folgenden Form benutzt

a(k,R,w,t) _ lAi (1;:5) 7 (5.23)

ap/e y

in der € = £ + Vi(R), z = hw/e und y = a/e ist.

2Mme

Abbildung 5.1.: Spektralfunktion a (k, R,w,t; @) eines Elektronensystems in einem konstanten elektri-
schen Feld und einem schwach inhomogenen Confinementpotential inklusive Quanten-

korrektur zu einem festen Zeitpunkt t mit a, = 27h.
Je grofer « ist, desto weiter nach rechts verschiebt sich der Hauptpeak der Spektralfunktion.

Dieser Trend zu groferen Energien ist leicht zu verstehen. Zum einen kommt es zu einer Be-

schleunigung der Elektronen durch das elektrische Feld, zum anderen (z.B. bei E = 0) wéchst
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5. Quantenpotential

die Gesamtenergie der Elektronen durch das Quantenpotential. Das Quantenpotential fiithrt zu
einer Kompression der Wellenfunktion, was in einer Erhéhung der kinetischen Energie resultiert.
Zuséatzlich zu dem Hauptpeak entstehen Seitenpeaks, die sich mit wachsendem « ebenfalls zu
groferen Energien hin verschieben. Es ist aufserdem zu erkennen, dass sich mit wachsendem «
die Hohe der Peaks verringert, sie sich dafiir aber verbreitern (Vgl. Abbildung 4.1). Bei grofen
a kann dies zu der Existenz negativer Energien (hw < 0) fiihren.

Im Grenzfall o — 0 fallen alle Peaks mit dem Hauptpeak zusammen und die Spektralfunktion
wird zu einer Deltafunktion. An der Formel (5.21) wird dieser Effekt unter Benutzung der

Beziehung lin% 1Ai(Z) = §(x) deutlich.
E—>

5.3. Vergleich mit dem Quantenpotential von Ringhofer und

Gardener

Es soll ein Vergleich des erhaltenen Quantenpotentials (5.18) mit einem fiir Gleichgewichtssitua-
tionen bestimmten Quantenpotential durchgefithrt werden. Es wird dazu das Quantenpotential

von Ringhofer und Gardener (s. [24], S.163, (43)) benutzt. Dieses lautet

w23

1

VAVI(R) + O(hY). (5.24)

Zur Herleitung dieses Quantenpotentials wurden in der klassischen Dichtematrix p(r,r’) das
urspriingliche Potential durch ein effektives (Quanten-)Potential ersetzt. Mit der daraus erhalte-
nen Dichtematrix wurden die quantenmechanischen Bloch-Gleichungen gelost. Das entstandene
Quantenpotential wurde nur auf der Diagonalen (d.h bei r = r' = R) betrachtet und anschlie-
flend um die Schwerpunktkoordinate R entwickelt. Das Quantenpotential beschreibt ein System
im thermodynamischen Gleichgewicht und ist daher unabhingig von dem Impuls und der Zeit.
Um das hier erhaltene Quantenpotential (5.18) mit (5.24) vergleichen zu konnen, ist daher eine
Mittelung beziiglich des Impulses mit einer Gleichgewichtsverteilung durchzufiihren. Diese Mit-
telung wirkt sich nur auf den zweiten reellen Term in (5.19) aus und soll hier kurz abgeschétzt
werden. Bei der Mittelung iiber eine Maxwellverteilung geht % in %kBT = %% mit 3 = k:E%T
{iber. Es ist aber auch noch ein 72 enthalten, fiir das 7 ~ A3 gilt. Der zweite reelle Term in (5.18)
lautet also nach der Mittelung ~ m%ek];—zT VI%VIGH (R, t). Fiihrt man nun den Vergleich durch, so

erkennt man, dass das Quantenpotential (5.24) genau wie das hier bestimmte Quantenpotenti-

al (5.19) eine Summe des urspriinglichen Potentials und einer nicht lokalen Quantenkorrektur
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5.4. Auswertung des Quantenpotentials fiir ein Oszillatorpotential

darstellt. Das urspriingliche Potential, sowie der Korrekturterm ~ VAV7(R) sind auch in dem
hier bestimmten Quantenpotential (5.18) vorhanden und stimmen bis auf die Vorfaktoren (die
bei dieser kurzen Abschétzung nicht mitbetrachtet wurden) iiberein. Das hier bestimmte Quan-
tenpotential enthilt allerdings noch zwei weitere Terme, da es Systeme im Nichtgleichgewicht
beschreibt und somit viel allgemeiner als (5.24) ist.

Es ist noch zu erwéhnen, dass durch die verschiedenen Ansidtze der Ableitungen der bei-
den Quantenpotentiale einen grofser Unterschied zwischen ihnen besteht: Das Quantenpotential
von Ringhofer und Gardener wurde durch eine Ersetzung des Potentials in der Dichtematrix
entwickelt. Dadurch kann das klassische Potential im Hamiltonoperator direkt durch das Quan-
tenpotential ersetzt werden, d.h. Hios — ﬁQ. Der Gradient des Quantenpotentials kann als
eine quantenmechanische Kraft gedeutet werden, welche auf die Teilchen des Systems wirkt und
z.B. direkt in Molekulardynamiksimulationen benutzt werden kann. Fiir die Bestimmung des
Quantenpotentials (5.18) hingegen, wurde das Potential in der Spektralfunktion ersetzt. Durch
dieses Vorgehen kann das Quantenpotential nicht direkt in den Hamiltonoperator eingesetzt
werden, sondern fiihrt zu einer Renormierung der Einteilchenenergie € — €. Dieser Vergleich
ist daher nur als ein erster Vergleich zu sehen, bei dem nicht zwangsliufig eine Ubereinstimmung

vorliegen muss. Die gute Ubereinstimmung ist daher um so interessanter.

5.4. Auswertung des Quantenpotentials fiir ein

Oszillatorpotential

Das Quantenpotential wird fiir den Fall eines Vielteilchensystem in einem externen Oszillator-
potential V(R,t) = %QZR2 und einem konstanten elektrischen Feld genauer analysiert. Der
Hartree-Beitrag wird hier nicht mitbetrachtet. Ein besonderes Interesse besteht dabei an den
Grenzen, in denen die in der Rechnung gemachten Ndherungen ihre Giiltigkeit behalten. Es
wird hier ein harmonisches Oszillatorpotential betrachtet, was keine qualitative Einschrankung
bedeutet, da im allgemeinen ein Potential mit einem Minimum, in der direkten Umgebung des

Minimums, durch ein Oszillatorpotential approximiert werden kann.

Das Quantenpotential (5.18) lautet ausgewertet fiir ein harmonisches Oszillatorpotential

1 3k m
VEr KRt = C2R2 4+ -2 (2 PO2R2 L 0By R ) 2. 5.25
o kR, 71 5 +4 2m+2 + eolo T (5.25)
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5. Quantenpotential

Mit diesem Quantenpotential erhilt man die Spektralfunktion

2mh

a(k,R,w,t) =

3h2 (102 g Eg 3
1 {3€kin + V}(R7 t) + 6O:EO . R} + 24m.

« Ai exin + VI(R, 1) — hw

-1, (5.26)

(312 (302 (B + Vi(R, ) + eoBo - R} + 5320 )|

welche das Einteilchenspektrum von freien Elektronen in einem parabolischen Potential und
einem konstanten elektrischen Feld unter Beriicksichtigung von Quanteneffekten beschreibt.

Durch die Anwendung eines Iterationsverfahrens muss gewihrleistet sein, dass der Korrektur-

term des Quantenpotentials sehr viel kleiner ist als das urspriingliche Potential, d.h.

V(R,t) > 6Vo(k, R, 7, t; A)T2. (5.27)

Aus dieser Ungleichung werden jetzt fiir den Fall eines konstanten elektrischen Feldes und eines
Oszillatorpotentials Bedingungen ermittelt, die fiir eine korrekte Benutzung des Quantenpoten-
tials erfiillt sein miissen. Hierzu wird jeder reelle Korrekturterm aus (5.19) einzeln gegen das
urspriingliche Potential abgeschétzt. Da hier speziell der Fall eines schwach inhomogenen Po-
tentials betrachtet wird, ist man vor allem an einer oberen Grenze der Frequenz des Potentials,

mit der das Quantenpotential seine Giiltigkeit behalt, interessiert.

e 1. Term: Es wird gefordert

2

8me

F 2 72 4 2 Me 2 2
VeV (R.T)] = Tm QiR < TR (5.28)
Dieser Ausdruck 1aft sich zusammenkiirzen zu

1
17292 <1. (5.29)

Um 7 abzuschitzen, wird die Energie-Zeit-Unschérferelation i < 7 €ges(k, R) benutzt.
Setzt man diese in die obige Ungleichung ein, leitet sich die folgende Bedingung fiir die

Ogrzillatorfrequenz ) ab
hQ < 2e405(k, R). (5.30)

Diese Relation kann fiir bestimmte Punkte verletzt werden (z.B. k = 0, R = 0). Es ist hier
aber nicht die kinetische Energie an einem bestimmten Punkt, sondern die mittlere kine-

tische Energie der Teilchen des Systems zu betrachten, d.h. <k2/2me> = %kBT. Beziiglich
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5.4. Auswertung des Quantenpotentials fiir ein Oszillatorpotential

der potentiellen Energie ist zu beachten, dass das Quantenpotential eingefithrt wurde,
um zusitzliche Quanteneffekte zu beriicksichtigen. In diesem Fall kann man allerdings
nicht mehr von einem Teilchen an einem bestimmten Ort sprechen, sondern von einem
Teilchen mit einer quantenmechanischen Ausdehnung. Dieser Effekt wurde schon in der
Delokalisierung der Korrekturterme deutlich. Fiir R wird hier daher die charakteristische

Oszillatorldnge xg = \/% eingesetzt. Die Bedingung lautet dann
RO < 2€g05(k, 20) - (5.31)
in der eges(k, o) = %k‘BT + 20?23 bedeutet.
2. Term: Es wird gefordert
72 k2

3
RV (R, T) = S aan(k) 0 < %92}22. (5.32)

8Me Me

Auch hier wird wieder die Energie-Zeit-Unschérferelation benutzt. Dieser Ausdruck laft

sich dann umformen zu

3 h?

5 m Gkin(k) < Gées(k, R) . (533)

Benutzt man — aus den gleichen Griinden wie in Term 1 — fiir R wieder xg, erhélt man

;ekin(k) B < 2 (k, o) (5.34)

Die Gesamtenergie besteht aus einem kinetischen und einem potentiellen Anteil. Fiir die
kinetische Energie gilt daher eyn(k) < €ges(k, R). Die kinetische Energie kann somit her-

ausgekiirzt werden, woraus die folgende Bedingung entsteht

°o
) < geges(k, x0) - (5.35)

3. Term:

Dieser Term ist nur in dem Quantenpotential enthalten, wenn sich das System, zusétzlich
zu dem Confinementpotential, in einem homogenen elektrischen Feld befindet. Es wird hier
der Fall eines konstanten elektrischen Feldes betrachtet. Die Gesamtenergie lautet dann
Fall €ges = €xin + €pot + €E, Wobei eg = g E - R und es gilt (A(tl) — A(tﬁ)) = —cEgT.
Daraus folgt

O 2Ry VRV (RT) = D0 E RO < TEOPR?. (5.36)
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5. Quantenpotential

Das Skalarprodukt kann als FyR cos? geschrieben werden, wobei ¥ den eingeschlossenen
Winkel bezeichnet. Der Kosinus variiert zwischen 1 und -1. Bei der Abschitzung ist jeweils
der Wert einzusetzen, mit dem die linke Seite groftmoglich ist. Welcher der beiden Werte
zu wihlen ist, hingt von dem Vorzeichen der Ladung ab. Ansonsten wird dieser Term wie

der vorangegangene ausgewertet. Es folgt

< etk R). (5.37)

1
‘26(1 Eo i)

Auch hier ist beziiglich der Feldenergie wieder die Ausdehnung eines quantenmechani-
schen Teilchens zu beachten. Es ist somit das gleiche Argument fiir die Feldenergie zu
benutzen, welches in den vorigen Termen fiir das Potential benutzt wurde. Daraus folgt

die Bedingung
hSY < 2 €ges(k, X0) (5.38)

mit €ges<k7 1‘0) = %kBT + %Q%ﬁ% + leoExg‘

Aus diesen drei Bedingungen wird ersichtlich, dass fiir die Giiltigkeit des Quantenpotentials

die klassische Gesamtenergie €ges(k, o) des Teilchens sehr viel gréfer sein muss, als der Abstand

der Energieniveaus h{) des quantenmechanischen Oszillators. Dieses ist im Allgemeinen fiir ein

schwach inhomogenes Potential erfiillt.
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6. Zustandsdichte

In den beiden vorangegangenen Kapiteln wurde deutlich, dass die Spektralfunktion im Nicht-
gleichgewicht negative Werte annehmen kann. Im Gegensatz zu der Spektralfunktion, die zur
Beschreibung im Gleichgewicht benutzt wird, kann sie also nicht unmittelbar als eine Dichte oder
Wahrscheinlichkeitsverteilung gedeutet werden. Es wird daher zum Vergleich mit Experimenten

eine neue physikalische Grofe bendtigt. Hierzu wird aus der Spektralfunktion die Zustandsdichte

_—l m r R w :i a w :# a w
plw) = —=1 [Tg (k,R, )} 27thk:zR: (k, R, w) (%h)4/dk/dR (k, R, w)

(6.1)

abgeleitet. Die Zustandsdichte gibt die Anzahl der Einteilchenzusténde pro Energieintervall an.

In den vorigen Kapiteln erfolgte eine Beschrinkung auf Elektronensysteme, deren Teilchen-
energien einer parabolischen Dispersionsrelation € = % unterliegen. Dieses soll auch in diesem
Kapitel beibehalten werden. Im dreidimensionalen Fall kann die Integration iiber den Impuls

kann dann wie folgt durch eine Integration iiber die Energie ersetzt werden

mlh)LL/dR/dka(k,R,w):é%L/dR/dk k2 a(k, R, w)

S dR/ de €2 a(e, R,w) | (6.2)
27Th 0

mit pg = (2;4777;2)3 m/2m.

Den Ausgangspunkt dieses Kapitels stellen die in den Kapiteln 4 und 5 berechneten Spek-
tralfunktionen in der Energiedarstellung dar. Aus diesen Spektralfunktionen wird durch eine
Integration iiber den Phasenraum die Zustandsdichte des jeweiligen Systems bestimmt. Da die
Spektralfunktionen ohne die Beriicksichtigung der Stokintegrale bestimmt wurden, werden auch
in den Zustanddichten keine Korrelationen der Teilchen untereinander berticksichtigt. Als Con-

finementpotential wird in diesem Kapitel stets ein harmonisches Oszillatorotential verwendet.
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6. Zustandsdichte

6.1. Konstantes elektrisches Feld ohne Confinementpotential

Die Spektralfunktion im Falle eines konstanten elektrischen Felds lautet

[0 o

21h in — hw
alk, R, w,t) = 0 Aj <€km ) : (6.3)
wobel o = [ﬁzeé—fﬁ]% und ey, die kinetische Energie % der Elektronen bezeichnet.
Man erhélt aus dieser Spektralfunktion unter Benutzung der Substitution z = = die folgende

Zustandsdichte

p(w) = po Vaz / dz 22 Ai(z+z) . (6.4)
0

Hier ist x = —% und V bezeichnet das Volumen des Systems, welches durch die Integration iiber
R entstanden ist. Dieses Integral kann analytisch Verwendung der Rechenregeln fiir die Airy-
Funktion in mehreren Schritten geldst werden. Der Losungsweg ist im Appendix A angegeben.

Man erhialt die Zustandsdichte

PR Tt fae (- 2e) - B ge( R (6.5)

23

Dieses Ergebnis unterscheidet sich von dem Ergebnis von Haug und Jauho [3] lediglich um eine
Konstante. Die Zustandsdichte ist hier ohne Beriicksichtigung mdglicher Teilchenkorrelationen
abgeleitet worden. In [8] wird die Zustandsdichte fiir ein System in einem konstanten elektrischen
Feld unter Einbeziehung méglicher Teilchenstdfse bestimmt.

Fiir die Zustandsdichte eines Systems in einem harmonischen Feld wird auf [3| und [7] ver-

wiesen.

6.2. Klassische Zustandsdichten

Es sollen nun die klassischen Zustandsdichten eines Elektronensystems in einem harmonischen
Oszillatorpotential bestimmt werden, d.h. die Zustandsdichten werden aus den klassischen Spek-
tralfunktionen ohne Beriicksichtigung der Quantenkorrekturen des Potentials abgeleitet. Es er-
folgt zuerst die Betrachtung eines Systems, das sich nur in einem Oszillatorpotential befindet,

anschliefsend wird auch noch ein konstantes elektrisches Feld beriicksichtigt.
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6.2. Klassische Zustandsdichten

6.2.1. Klassisches Potential

Es wird mit dem einfachsten Fall eines Systems, welches sich nur in einem klassischen, harmoni-
schen Oszillatorpotential befindet, angefangen. In diesem Fall ist die Spektralfunktion propor-

tional zu eine Deltafunktion und lautet
a(k,w) = 2rh 5(7%; — €in — VOSZ) . (6.6)

Um die folgenden Ausdriicke iibersichtlicher zu gestalten, werden die Kurzschreibweisen Vg, =
ZO2R? und 0 = % benutzt.

Aus der obigen Spektralfunktion erh&lt man durch die Integration iiber R und k die Zu-
standsdichte

p(0) = %7%9 620(0) . (6.7)

Man erkennt, dass die Zustandsdichte quadratisch von 6 abhéingt. Als Test der hier benutzten
Theorie soll diese Zustandsdichte nun noch mit der bekannten Zustandsdichte aus der Statis-
tischen Physik verglichen werden. In der Statistischen Physik 14t sich die Zustandsdichte aus

der Ableitung aller Mikrozustdnde, deren Energie kleiner als fw ist, bestimmen |25] und lautet

p(0) = %h% 620(0) . (6.8)

Die mit der Methode der Nichtgleichgewichts-Greenfunktionen bestimmte Zustandsdichte ist
also identisch mit der klassischen Zustandsdichte aus der statistischen Physik.
6.2.2. Klassisches Potential und konstantes elektrisches Feld

Zusétzlich zu dem harmonischen Oszillatorpotential wirkt auch wieder ein konstantes elektri-

sches Feld auf das System. Die Spektralfunktion eines solchen Systems lautet

ak,R,w,T) = (6.9)

27h | €xin + Vosz — hw
- Ai - .
Q) [%19]5 Q) [%79]5

2 2
. _esEg 1
mit ¥ = % 5a-

Aus dieser Spektralfunktion folgt die Zustandsdichte

1 (1\s 1 [ , 0
p(ﬁ):m<819> m/ﬂ dz 22 Ai (Z_[éﬂ]ls> . (6.10)
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6. Zustandsdichte

25 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ i

20 |

15 ¢

€qa p(0)
10 +

Abbildung 6.1.: Klassische Zustandsdichte fiir verschiedene Feldstirken. Rote Kurve: 9¥=10; blaue Kur-
ve: ¥=1000; griine Kurve: 9¥=10000. e = hf2

Die Integration kann numerisch ausgefiihrt werden. In der Abbildung 6.1 ist die Zustandsdichte
fiir verschiedene Feldstiarken gezeigt. Man sieht, dass durch die Anwesenheit eines konstanten
elektrischen Feldes Zustdnde mit negativen Energien existieren. Je grofser die Intensitét des
Feldes ist, desto starker verschiebt sich die Kurve hin zu negativen Energien, was wie folgt
erklart werden kann: Der Hamiltonoperator eines Teilchens in einem Oszillatorpotential und

einem konstanten elektrischen Feld lautet H (p,q) = + %QQq2 + egE q. Dieser 1akt sich

2Me
umformen zu
2 2 2 2
- P Me o o el e B
H = —Q - . 6.11
(P, q) 2me + 2 (q + meQ2> 2m2 (6.11)

Die rechte Seite stellt nun wieder den Hamiltonoperator eines Teilchens in einem Oszillatorpo-
tential dar, in dem die Koordinaten des Minimums des Ortes und der Energie allerdings durch

das Feld modifiziert wurden

GE g E ) (6.12)

= (0.0 _ _
(90, €0) = (0,0) — ( 2meQ27 2m Q2

Die Verschiebung des Oszillatorpotentials zu negativen Energien erkldrt die Verschiebung der

Zustandsdichte zu negativen Energien
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6.3. Zustandsdichte mit Quantenkorrektur

6.3. Zustandsdichte mit Quantenkorrektur

Jetzt soll auch noch die Zustandsdichte fiir Elektronensysteme unter Beriicksichtigung von
Quanteneffekten bestimmt werden. Es werden hierfiir die in dem Kapitel 5 bestimmten Spek-
tralfunktionen benutzt, die nicht mehr von dem klassischen Potential, sondern von einem Quan-
tenpotential abhdngen. Auch hier wird zuerst ein System, dass sich nur in einem harmonischen
Ostzillatorpotential befindet, betrachtet, bevor anschliefsend auch das konstante elektrische Feld

mitbetrachtet wird.

6.3.1. Quantenpotential (E = 0)

Zuerst wird die Zustandsdichte eines Elektronensystems in einem Oszillatorpotential mit Quan-
tenkorrektur, aber ohne elektrisches Feld, betrachtet. Die Spektralfunktion dieses Systems lau-
tet:

2mh in Sz hw
a(k, R, w, 1) = m Ai Gin + VO

[3 7202 (3ein + VOSZ)]% [3 72 Q2 (Bewin + VOsz)]%

(6.13)

Im Folgenden werden die Abkiirzungen a = 345, b = % und © = % benutzt. Aus dieser

Spektralfunktion folgt die Zustandsdichte

[ a+b—-0
_msz/ / b 4a+gbl/3A ([3a+§b]1/3> . (6.14)

Auch diese Zustandsdichte kann wieder numerisch ausgewertet werden. Sie ist in Abbildung 6.2

(rote Kurve) dargestellt. Zusétzlich ist in dieser Abbildung zum Vergleich noch die klassische
Zustandsdichte (6.7) (blaue Kurve) eines Systems in einem Oszillatorpotential gezeigt. Die Ab-
bildung zeigt, dass durch die Quantenkorrektur — wie auch im Fall des konstanten elektrischen
Feldes im vorigen Abschnitt — eine Verschiebung der Zustandsdichte zu negativen Energien er-
folgt. Betrachtet man die Spektralfunktion (5.21), sieht man, dass die Quantenkorrektur den
gleichen Einfluss auf die Verdnderung der Spektralfunktion hat, wie das konstante elektrische

Feld, wodurch auch in diesem Fall Zustidnde bei negativen Energien entstehen.

Um die Zustandsdichte fiir ein System in einem homogenen elektrischen Feld und einem Os-
zillatorpotential inklusive Quantenkorrektur zu erhalten, ist ein analoges Vorgehen anzuwenden,

wie bei den beiden vorigen Féllen. Der Fall soll hier daher nicht ndher betrachtet werden.
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6. Zustandsdichte

€q p(9)

Abbildung 6.2.: Vergleich der Zustandsdichte mit Quantenkorrektur (rote Kurve) und ohne Quanten-
korrektur (blaue Kurve). In der rechten Graphik ist ein vergroferter Ausschnitt aus

der linken Graphik zu sehen. eq = h{)
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7. Kinetische Gleichung fiir die

Wignerfunktion

In den vorigen Kapiteln wurde schon mehrfach erwdhnt, dass in den Korrelationsfunktionen die
gesamte statistische und dynamische Information des Systems enthalten ist. Es ist allerdings
moglich, dass man nicht an der kompletten Information des Systems, sondern nur an einem
Teil davon interessiert ist. In dem Abschnitt (3.3) wurde bereits eine Gleichung zur Bestim-
mung der retardierten und avancierten Green-Funktionen hergeleitet, mit denen anschliefend
die spektralen Eigenschaften des Systems untersucht werden konnten. In diesem Abschnitt gilt
das Interesse nun den statistischen Figenschaften des Systems und es wird daher eine eichinva-
riante Gleichung zur Bestimmung der Wignerfunktion hergeleitet, mit der die Betrachtung der
makroskopischen Grofen des Systems moglich ist. Da die Wignerfunktion eine einzeitige Grofse
ist, ist es mitunter sinnvoll eine Rechnung mit den komplizierteren zweizeitigen Funktionen zu

vermeiden und eine geschlossene Gleichung nur auf der Zeitdiagonalen abzuleiten.

7.1. Herleitung der kinetische Gleichung

Um eine eichinvariante, kinetische Gleichung zur Bestimmung der Wignerfunktion zu erhalten,
muss zuerst die Differenz der eichinvarianten KBE fiir ¢< und der zugehérigen adjungierten
Gleichung in der Wignerdarstellung gebildet werden. Die entstandene Gleichung ist dann auf
der Zeitdiagonale, d.h. zu gleichen Zeiten t; = t| = t, zu betrachten. Es wird wieder zuerst
eine Untersuchung der linken Seite der Gleichung, also der Einteilchenbeitrige, durchgefiihrt.

anschliefsend werden die Korrelationsheitrége der rechten Seite betrachtet.

7.1.1. Einteilchenbeitrige

Es wird auch hier — wie schon bei der Betrachtung der dynamischen Eigenschaften — die kineti-

k2

sche Gleichung fiir eine parabolische Dispersionsrelation €(k) = 5 - ausgewertet. Bei der Bildung
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7. Kinetische Gleichung fiir die Wignerfunktion

der Differenz der KBE (3.27) und ihrer Adjungierten (3.28) entsteht die folgende Differenz der

beiden Dispersionsrelationen

—6[%VR+1{— K2 (t1,t))] +e[—E,VR+k— K2 (t),t1)] — (7.1)
:—27; {KAz(tl, ) — KAQ(tl,t1)+2thR AKKE (t1,t )—EVRKG+(t1, )}.
(7.2)

Mit diesem Ausdruck erhélt man durch die Subtraktion von (3.27) und (3.28) die Gleichung

KA (t,t
{zha_zh“‘(l’ DVie %k
ot t1 —t] 1 Mg
1
2mg,

<KA2(t17 ) KA (th tl) 4kKA (tb ) EVR Ka+ (tlv )> } §a< (ka R7 1, tll)

—/dr G hl)g (e—ﬁ”k—k”VI(R + g,tl) —ent (k) V(R 4+ i,t’l)) o (ki R, 1, 1))
n

— Re [f; (k, R, 1, t’l)} , (7.3)

die jetzt auf der Zeitdiagonalen betrachtet wird. Es wird die Kurzschreibweise I (t1,t]) =

I(t1,t)) + [I(t1,t])]* benutzt.

Bevor der Limes gleicher Zeiten der Gleichung (7.3) gebildet wird, erfolgt zuerst eine Un-
tersuchung des zweiten Terms der Gleichung zu gleichen Zeiten, da hier die Grenzwertbildung

wegen der Differenz im Nenner sorgfiltig ausgefiihrt werden muss. Es gilt

1e, t1 At th At
K2 (t1,t)) = “Ca {/ dt” *) —A(ty) /ldt” ") +A(t’1)}
t

2c tl—tll t1 tll—tl

= —16—“ {A(t1) - A} .

Unter Anwendung der Regel von ’Hospital erhélt man mit Hilfe der Beziehung E(t) = — % %A(t)
K2 (t1,t 1
T G EL D ea B(1) . (7.4)

t1—>t/1 t]_ - tll 2

Hiermit kann jetzt die Gleichung (7.3) auf der Zeitdiagonalen betrachtet werden. Unter Be-
nutzung von (7.4), der Eigenschaft K*(t,t) = 0, sowie der Relation —ih g (k, R, 7, 1) |t1:t,1:t =

fa(k,R,t) erhilt man die folgende eichinvariante, kinetische Gleichung fiir die Wignerfunktion
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7.1. Herleitung der kinetische Gleichung

{‘9+kvR E()V }fa<th>

dk1 §i k kl) r ~
Vi(R+ = 1) f. (ki, R,
w5 [0 [ o T ViR D) fu s R

— _Re [faj (k, R,tl,t’l)} . (7.5)

Auf der Zeitdiagonalen konnen die beiden Exponentialfunktionen unter dem Integral iiber das

Potential zu einem Sinus zusammengezogen werden.

7.1.2. Selbstenergiebeitrage

Die Stofintegrale in der eichinvarianten Darstellung wurden in Abschnitt (3.2.2) hergeleitet. Da
die KBE auf der Zeitdiagonalen ausgewertet werden soll, ist der Ausdruck (3.38) fir t; =t} =1t
zu betrachten. In diesem Fall gilt

t t

1 1 t
a At a At a At
lim o [ap AL gy fa [ qp Al ), - e/dt’ ®) (7.6)
t1—t ¢ thh—t1 -t c th —t c t—1t1

t1 t/l t1

Unter Benutzung der Kurzzschreibweise (3.26) sieht dann die eichinvariante Darstellung der

Faltung (3.38) zu gleichen Zeiten wie folgt aus
f(, R 1) = /dt1 Al KR 1) Bkt KA R) Bt (7.7)

Fir den Fall gleicher Zeiten erhalten die beiden an der Faltung beteiligten Operatoren somit
gleiche Impulsargumente, welche durch den feldabhingigen Impuls gegeniiber dem nicht eichin-

varianten Fall verschoben sind.

Hartree-Fock-Beitrage

Die eichinvariante Darstellung des Hartree-Fock-Beitrags (3.39) auf der Zeitdiagonalen lautet
SHE (K R, 1) §2(k, R, 1) . (7.8)
Die Differenz der Hartree-Fock-Beitrage in (3.27) und (3.28) ergibt dann
S (k,R,t) 52(k, R, t) — 32(k, R, t) 77 (k,R,t) = 0. (7.9)

Die beiden Hartree-Fock-Beitrége heben sich bei Benutzung der lokalen N&herung fiir die Stof-

integrale in der Gleichung fiir die Wignerfunktion gegenseitig.
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7. Kinetische Gleichung fiir die Wignerfunktion

Stolintegrale

Auf der Zeitdiagonalen erhilt man fiir die eichinvariante Darstellung der Stofintegrale in der

KBE (3.40)

t

T

A {7 (k+ K2 (6D R, 11) = S5 (k+ K2 (4, 1), R, ,0) b 52 (k + K2 (4,1), R, 1)
to
t

—

a7 52 (k+ Kp (1.0) R, 1.7) {7 (k + K2 (L0, R 11) = 35 (k + K2 (41) R, 7. 0) }
to
t
dt {ii(k+KaA<t,i> R, 1,1) Gy (k+ K (t,1) , R, 1,t)

T~

o

—35(k+ Ko (1), R, t,) g7 (k+ K2 (6,0, R, T, t)} . (7.10)

Fiir die Stokintegrale der adjungierten KBE (3.41) auf der Zeitdiagonalen erhélt man den Aus-
druck

t
—/dt{ii(k+K$(t,f>;t,t) ga (k+ K (t,0)31,7)

to

S5 (k+ K (t,1);4,t) éi(k+K§(t,£);t,f)}. (7.11)

Diese beiden Ausdriicke unterscheiden sich lediglich im Vorzeichen und in den Zeitargumenten.
Im Appendix C wird gezeigt, dass die Zeitargumente dieser Ausdriicke auf der Zeitdiagonalen

vertauscht werden diirfen. Die Differenz der beiden Stofiintegrale ergibt dann

t
2/ df{ii(k+K§(t,t‘),R7t,ﬂ Js (k+ K3 (1, 0) R, 1,t)

to

—35 (k+ K2 (t, 1), R, t,1) g7 (k + K2 (1,9, R, £, t)} . (712)

Die Stofintegrale sind hier in der lokalen Naherung angegeben.

7.1.3. Kinetische Gleichung fiir die Wignerfunktion

Setzt man die Einteilchenbeitrége und die Stofintegrale auf der Zeitdiagonalen wieder zusam-

men, so erhdlt man die folgende eichinvariante Gleichung fiir Systeme in einem homogenen
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7.1. Herleitung der kinetische Gleichung

elektrischen Feld beliebiger hoher Feldstirke und einem zusétzlichen Confinementpotential

ot

dk k k ~
// Lo si - I)WGH(R+g,t)fa(k1,R,t)

{ o . i Vi — E(t)vk} fo (k, R, 1)

- —2Re[/ df {2§(k+K§(t,E),R;t,f) éj(kJrKﬁ(t?f),R;ﬂt)

to

5 <k + K (D) Rit D) g7 (k + KA (), Ritt) }} . (1.13)

Der Hartree-Beitrag wurde wieder mit dem urspriinglichen Potential zu einem effektiven Poten-
tial zusammengefafst.

Damit die Gleichung weiter ausgewertet werden kann, erfolgt auch hier eine Beschrankung
auf schwach inhomogene Potentiale. Unter Benutzung von (5.5) 1t sich dann das Integral iiber

das Potential in (7.13) wie folgt entwickeln

/ / dkl si k kl)VIe (R+ )fa (th t)

27Th h

. h2 aSXGeH(R t)
a {VRVI ROV~ 31 3R, 0R» 0R;

”}fa (kaR7t) : (714)
Um die kinetische Gleichung der Wignerfunktion fiir Teilchensysteme in einem inhomogenen
Confinementpotential zu erhalten, miissen somit mindestens Gradientenkorrekturen erster Ord-

nung beriicksichtigt werden.

Das Integral wird wie folgt in der Gradientenkorrektur 1.Ordnung genahert:

dk (k —k z f
/ /2 hl sin T 1)vj,eff(R+;,1t)fa (k1,R,t) = —VRV/T (R, )V fa (k, R, ) |,
v

(7.15)

womit man auf der Zeitdiagonalen die folgende Gleichung fiir die Wignerfunktion erhalt

{ gt + i Vi - (VR (R, ) - eaE(t))Vk} o (kR 1)

— 2Re [/tdf{i; (k+ KA(t,7) ,R;t,t’) s (k+ K (1,1) ,R;ﬂt)

to

5 (k+ij(t,£),R;t,E) > (k+K§(t,i),R;t,t)}] . (7.16)

Es fillt auf, dass die Stokintegrale in der lokalen Ndherung auftauchen, das Potential, sowie

der Hartree-Beitrag aber in der ersten Ordnung Gradientenkorrektur dargestellt sind. Fiir eine
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7. Kinetische Gleichung fiir die Wignerfunktion

konsistente Gleichung miissten auch die Gradientenkorrekturen erster Ordnung der Stofintegrale
mitbetrachtet werden. Im Falle starker elektrischer Felder ist der Einfluss der Stéke in dem
System aber klein (s. [4] oder Kapitel 4) und es reicht aus, die Stobintegrale in der wesentlich
einfacheren Darstellung der lokalen Ndherung zu benutzen.

Die Gleichung (7.16) stellt noch keine geschlossene Gleichung fiir die Wignerfunktion dar, da
die Stobintegrale durch die Korrelationsfunktionen und die Selbstenergien noch von zweizeiti-
gen Funktionen abhingen. Es muss daher eine passende Nidherung der Selbstenergien gefunden
werden, in der die Selbstenergien als Funktionale der Korrelationsfunktionen dargestellt werden
und die Korrelationsfunktionen wiederum miissen als Funktionale der einzeitigen Wignerfunk-
tion dargestellt werden. Dieses Problem wird als Rekonstruktionsproblem bezeichnet und im

folgenden Abschitt behandelt.

7.2. Generalisierter Kadanoff-Baym-Ansatz

Zur Losung des Rekonstruktionsproblems, d.h. um die zweizeitigen Korrelationsfunktionen durch
die einzeitige Wignerfunktion auszudriicken, wurde der folgende Ansatz —in Anlehnung an die

Gleichgewichtstheorie — entwickelt
+ihgg (t,11) = f2(0) iR {gg (t1,11) — g2 (b1, 81) } = aa(tr, 1) F2(1) - (7.17)

Dieser Ansatz wird Kadanoff-Baym-Ansatz (KBA) genannt. Hier bezeichnet f=~(t) = fu(t) und
fZ () = 1= fo(t) und fiir a4(t1,t)) ist die Spektralfunktion des Nichtgleichgewichtssystems
einzusetzen. Dafiir kann n&herungsweise die freie Spektralfunktion benutzt werden.

Ein Problem des KBA ist es, dass durch ihn keine Korrelations- und Retardationseffekte
beschrieben werden. Besonders bei der Beriicksichtigung eines elektrischen Feldes sind aber
Retardationseffekte zu erwarten. Um diese beriicksichtigen zu kénnen, entwickelten Lipavsky,
Spicka und Velicky im Jahre 1986 den Generalisierten Kadanoff-Baym-Ansatz (GKBA) [26].

Dieser lautet in der lokalen Naherung

gaz(pvatlat/l) = ig};{(pvRytlatll) fa%(p7R7 tll) + fa%(pvRa tl)Qﬁ(pa thht/l) : (718)

Die Inhomogenitéit wird in der lokalen N&herung nur durch eine zusétzliche Abhingigkeit der
Funktionen von der Schwerpunktkoordinate R beriicksichtigt. Der n#chste Schritt wire auch
hier (analog zu den Stoftermen), diesen Ansatz nicht in der lokalen N&herung, sondern in der

1.0rdnung Gradientenkorrektur zu benutzen.
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7.2. Generalisierter Kadanoff-Baym-Ansatz

Da eine eichinvariante Darstellung der kinetischen Gleichung der Wignerfunktion gesucht ist,
muss der GKBA erst eichinvariant dargestellt werden, bevor er in der Gleichung (7.16) ange-
wendet werden kann. Hierzu wird von der Ortsdarstellung des GKBA in der lokalen Né&herung

ausgegangen

92 (r, R, t1, 1)) :i/df‘ {gf}(r—f,R,tl,t’l) F2ER, ) —ff(r—f',R,tl)gfl'\(f',R,tl,tll)} .
(7.19)

Um die eichinvariante Darstellung zu erhalten, werden — dem schon bekannten Vorgehen ent-

sprechend — die einzelnen Funktionen wieder durch ihre Riicktransformation (3.10) ersetzt

92 (k, R, 1, 1))

Ak pr(icres far ALY
/ (2rh)? ¢ t

(r r)(k +4a fdt” A ))

dk’ dx” -y f‘(k”—‘,—%zA(t’)) N
_i/ / o { A TV GROE R L) e VK R
s

St

e (2 a00) - felirscs fao a)

i P2 Rt e i ~g(k~,R,t1,t3)}. (7.20)

Nutzt man beziiglich der r-Integration die Darstellung der Deltafunktion aus, filhrt anschlieffend
die Integration iiber k’ aus und vergleicht dann die beiden Seiten der Gleichung, erhélt man die

eichinvariante Darstellung des GKBA [5]

ga?(k, R,tl,t’1> = i{g}}(k,R,tl,t’l) ff(k—Kf}(t’l,tl) ,R;t’1>
—f<(k K2 (41, 1) ,R; tl) gaA(k’,R,tl,t’1>}. (7.21)

Die Argumente der Wignerfunktionen sind um den feldabhéngigen Impuls Kﬁ(tl,tll) bzw.
K2 (t),t1) geshiftet, wobei die unterschiedliche Zeitabhingigkeit der beiden Wignerfunktionen
zu beachten ist. Bei einer festgelegten Zeitordnung bleibt in diesem Ansatz nur ein Term erhal-
ten, da entweder nur gf oder g2 existiert.

In dem Stofintegral von (7.16) sind zwei Produkte der Selbstenergie und der Greenfunktion

zu berechnen, die von folgender Struktur sind

i:;(k T KAL), R, E) g2 (k T KAL), R, t) . (7.22)
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7. Kinetische Gleichung fiir die Wignerfunktion

Ersetzt man die Impulsargumente in dem eichinvarianten GKBA (7.21) entsprechend, erhalt

man, da durch die Integration in (7.16) immer ¢ > ¢ gilt,

32 (k+ K2 (LD R t) = F /2 (kK + Qu(t, D, R, ) 3 (k + K2 (LD) R L t)

ga%(k+KaA(t,f) ,R,t,f) - igg(kJrKaA(t,f) ,R,t,t‘) f;(k+Qa(t,ﬂ,R, t) (7.23)

Hierbei bezeichnet Q,(¢t,t) = —e, ft—t dt'E(t') den zusitzlichen Impuls eines Teilchen durch die
Anwesenheit eines dufseren elektrischen Feldes.

Fiir gg/A

wird ndherungsweise die freie Losung (5.20) inklusive Quantenpotential benutzt. Da
die Stokintegrale in der lokalen Ndherung angegeben werden, fallen alle Gradiententerme weg,
so dass die gesamte Quantenkorrektur 6Vg(k, R, ¢1,t]) (s. 5.19) herausfillt. Die freie Losung

von ¢R/A lautet dann

. 2 . .
i k2 6—% Pa(t1,th) 6—% Sa(t1,t])

GEAR, Kk, 1, 1)) = :F%@ (£(t1 —t))) e " (7.24)

Hierbei bezeichnet

t1

Pa(t t’)—/tldEVEH(RE) d St t’)—ezl[/tldfﬁ({)— ! (/de(f)ﬂ
a\ll,l1) — I P un a171_622ma tl*tll )

t t

t
und es gilt: P,(t1,t)) = —P,(t},t1) und S, (t1,t)) = —Sa (¢}, t1). Bei der Berechnung der retar-
dierten und avancierten Greenfunktion wurde ebenfalls die Annahme eines schwach inhomoge-

nen Potentials gemacht.

7.3. Selbstenergien in der Bornschen Niherung

Nachdem nun klar ist, wie die zweizeitigen Korrelationsfunktionen mit Hilfe des GKBA né-
herungsweise durch die einzeitige Wignerfunktion ausgedriickt werden kénnen, muss zur Aus-
wertung der Gleichung (7.16) noch eine Ndherung fiir die Selbstenergien gemacht werden, in
der diese durch die Korrelationsfunktionen dargestellt werden. Hierzu wird die zweite Born-
sche Ndherung benutzt, wobei der Austauschterm zur Vereinfachung vernachlafigt wird. Die

Selbstenergie lautet in der Ortsdarstellung
2(ry, 1), by, 1)) = +(ih)? Z /drg drhy Vop (r1 — 12) Vop (r] — 1)
b

> <
X ga%(rhr/htl,t/l) gb<(r2>r/27t27tl2) gb>(r/27r21t/27t2) ‘t1:t2§t/1:t/2 . (725)

74



7.3. Selbstenergien in der Bornschen Niherung

Um eine konsistente Darstellung der Gleichung fiir die Wignerfunktion zu erhalten, muss ein
Ubergang auf die eichinvariante Darstellung erfolgen. Die Rechnung ist im Appendix D gezeigt.

Die eichinvariante Darstellung der Selbstenergien in der zweiten Bornschen Néherung lautet |5]

h? _ _ _ _ _
Sl ) = 3 T [ kb dk Vi (oK) 20k 41— K~ o)
b

x G2 (Kayt1,t1) 32 (K t1,11) G5 (K, th,11) - (7.26)

Dieser Ausdruck beschreibt einen Stofs zwischen einem Teilchen der Sorte a mit dem Impuls k,
und einem Teilchen der Sorte b und dem Impuls k. Nach dem Stof besitzen die Teilchen die
Impulse k, und k;. Die Deltafunktion stellt hierbei die Erhaltung des Gesamtimpulses withrend

des StoRes sicher.

Die Korrelationsfunktionen in der Selbstenergie konnen nach (7.21) durch die freie retar-
dierte, bzw. avancierte Greenfunktion und die Wignerfunktion approximiert werden. Da die
Stokintegrale aus Produkten der Struktur (7.22) bestehen, sind bei Benutzung der Bornschen
Niherung Produkte aus vier Greenfunktionen zu berechnen. Bevor der GKBA in dem Stofin-
tegral angewandt wird, wird zuerst noch das Produkt einer retardierten und einer avancierten
Greenfunktion (7.24) berechnet, da dieser Ausdruck in der folgenden Betrachtungen mehrfach
benotigt wird. Es gilt

Ja (K + K3 (,0):8,t) ga (k + K (8,1) 1. 8)

_ 2
_ i -+ kﬂ;itt (F—t)+Pa () +Sa(E0) ,%{7(““;%@) (t—D)+Pa(t,D)+Sa(t,D) }
1 i {(caea)(t-D—(—R)Ra(tD)}

wobel Ry = & fg dt’ ftf dt E(t) die durch das elektrische Feld in dem Zeitintervall [t, ] erzeugte
Ortsianderung des Teilchens mit der Ladung e, und der Masse m, darstellt. Man erkennt, dass

sich der von dem Potential abhéngige Anteil aufhebt.

Mit Hilfe dieser Relation werden nun die beiden in dem Stofterm vorkommenden Produkte
aus einer Korrelationsfunktion und der Selbstenergie bestimmt. Zur besseren Ubersichtlichkeit

wird nur das Produkt der vier Greenfunktionen betrachtet, die Argumente der Wignerfunktionen
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7. Kinetische Gleichung fiir die Wignerfunktion

und die R-Abhéngigkeit werden unterdriickt. Der erste Term lautet
S5 (ko + K2 (1,1) 5t,1) g7 (ke + K2 (1) 31,1) -
9 (ko + K5 (8,8);8,1) 5 (ko + Ko (8, 8) 51, 7) gy (ko + Ko (t,1)5,1) Go (ko + Ko (¢,) ;7,1)
= Ju (ko + Ko (1) :,7) G5' (ko + K3 (1,1):4,7) G’ (ko + K5 (8.) 1 1,1) 3 (ka + K (1,1):£,1)
Sdh

1 %(tfi)(eabfgab) 67%‘ (kafl_(a) Ra(tvi) 67%‘ (kbfl_{b) Rb(tzi)

= h4€

fafb (1_fa> (1_fb) . (7-28)
Fiir den zweiten Term erhélt man durch eine entsprechende Rechnung

57 (ko + K3 (4,0)51,0) Gy (ka + Ko (1,0);5,8)  —

1 %(t_t_)(ﬁlb_gab) 6_% (ka—Ra)Ra(tva 6_% (kb_l}b)Rb(tat_) 3

Fufh(—Ff)(A=F). (729

= 5¢
In den beiden Ausdriicken besitzen die Wignerfunktionen stets das Argument f,(kq,+Qa(t,1);1)
und fo = fulFa + Qalt, B);1).

Um den Stokterm (7.12) in Abhéngigkeit der Wignerfunktion zu erhalten, ist jetzt wieder
der gesamte Ausdruck (7.26) der Selbstenergie in der Bornschen Niherung zu benutzen und
die Differenz X5 52 — ¥ G zu bilden. Beachtet man, dass durch die Deltafunktion ky — kj, =

—(kq — kg) gilt, erhilt man

- 2 1 _ _ _ L
L, = = [ dk,dkpdky |Vip (ke — ko ) 1?0 (k, + ky — ko — k
e [t )t
y /t df Re [e—%(t—t_)(gab—@lb) e—% (ka—f(a)Rab(t,ﬂ]
to

< {fads (1=1a) (L=F) = fuds O =Fa) 1= F)} . (7:30)

Hierbei bezeichnet €., = €, + €, und Ry (t, 1) = (7%2 — %) fg dt/ ftf dt E(t), wobei Rqy(t,t) die
durch das elektrische Feld erzeugte Anderung des Abstandes der Teilchen a und b zueinander
darstellt. Betrachtet man nur Teilchen der gleichen Sorte, so ist Rq, = 0.

Man sieht, dass bei einer Benutzung der Stofintegrale in der lokalen Naherung, keine Ab-
héngigkeit der Stofsprozesse von dem Confinementpotential oder der Quantenkorrektur besteht.
Die Stofprozesse werden allerdings von dem anliegenden elektrischen Feld modifiziert. Dieses
steckt zum einen in dem Shift Q,/,(t, 1) = —eq f{t dt' E(t') des Arguments der Wignerfunktio-

nen, welcher durch die eichinvariante Darstellung hervorgerufen wird und den “intracollisional
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7.3. Selbstenergien in der Bornschen Niherung

field effect” (ICFE) beschreibt. Es besteht zusétzlich noch eine exponentielle Abhingigkeit des
Stofsterms von dem angelegten elektrischen Feld. Die Exponentialfunktion beschreibt im We-
sentlichen die Verbreiterung der Spektrallinien durch die Teilchenstéfse (collisional broadening).
Dieser Effekt wird hier durch die von dem Feld hervorgerufene Anderung des Teilchenabstandes
Rap(t, t) modifiziert. Da diese Abhéngigkeit nicht linear ist, ist sie mit der Entstehung hsherer
Harmonischer bei periodischen Feldern verbunden.

Das Stokintegral (7.30) ist gleich dem in [5] und [18] bestimmten Stokintegral, welches fiir ein
System in einem homogenen elektrischen Feld ohne Confinementpotential erhalten wurde. In [5]
und [18] wird eine detaillierte Untersuchung des Stofintegrals fiir den Fall eines harmonischen
elektrischen Feldes oder eines starken Laserpulses vorgenommen.

Man erhilt dann die folgende eichinvariante, kinetische Gleichung fiir die Wignerfunktion
eines Systems in einem homogenen elektrischen Feld und einem schwach inhomogenen Confi-
nementpotential unter Beriicksichtigung von Zweiteilchenstéflen im Rahmen der zweiten Born-

schen Naherung

{gt + —VR - (vRV]eff(R, £) — eaE(t)) } fa Rt = In (7.31)

b

Es handelt sich hier um eine grundlegende Gleichung. Das elektrische Feld beliebiger Stérke
und Zeitabhéngigkeit wird selbstkonsistent (nichtlinear) in den Stofitermen beriicksichtigt. Es
ist Losung der Maxwell-Gleichungen, d.h. in E(t) ist sowohl das externe, als auch das induzierte
elektrische Feld enthalten. Die Gleichung wurde im Vergleich zu [5] und [4] auf die Anwesenheit
eines schwach inhomogenen Potentials erweitert, welches zusdtzlich noch den Hartree-Beitrag
enthélt. Es wurde hier mit der Annahme einer schwachen Inhomogenitét die einfachste Naherung
benutzt, eine Berticksichtigung der héheren Korrekturen durch die Entwicklung (7.14) ist aber
evident. Die Gleichung (7.31) ist somit ein wichtiger Ausgangspunkt fiir eine weiterfithrende

analytische Untersuchung oder numerische Lésung.
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8. Mehrbandsysteme

In den vorangehenden Kapiteln wurden die Kadanoff-Baym-Gleichungen fiir Einband-Systeme
abgeleitet und ausgewertet. Die Methode der Nichtgleichgewichts-Greenfunktion ist aber auch
fiir die Untersuchung von Vielteilchensystemen in einem Festkorper gut geeignet. In diesem
Kapitel soll die KBE daher auf die Anwendung in der Festkérperphysik erweitert werden.

In einem makroskopischen Festkorper werden die Zustdnde der Elektronen und Lécher durch
die Bandstruktur beschrieben. Die Betrachtung eines Festkorpers erfolgt meist im reziproken
Raum, dem k-Raum, in dem zu einem festen k mehrere Energien existieren konnen. k steht in
diesem Kapitel nicht mehr fiir den modifizierten Impuls, sondern fiir den Wellenvektor (auch
Kristallimpuls genannt), der iiber p = Ak mit dem Impuls zusammenhéingt. Da der Wellenvek-
tor k in einem makroskopischen Festkorper quasikontinuierlich ist, werden die Energieeigenwer-
te als Energiebénder bezeichnet in denen die moglichen Energien innerhalb eines bestimmten
Energiebereichs kontinuierlich verteilt sind. Die verschiedenen Energiebénder kénnen sich iiber-
lappen oder es existiert ein Bereich zwischen ihnen, in dem keine Energiezusténde liegen, eine
sogenannte Bandliicke. Werden die Teilchen angeregt — z.B. durch einen Laserpuls — kénnen
sie in ein hoheres Energieband wechseln. Unter Abgabe eines Photons konnen sie aus einem
hoheren Energieband wieder in ein tieferes Band zuriickfallen. Die Energiebdnder werden durch
das periodische Potential, in dem sich die Elektronen des Festkorpers befinden, hervorgerufen.
Eine ausfiihrliche Einfithrung in die Festkorperphysik ist in [27], [28] und [29] gegeben.

Bei einer Beschreibung von Festkérpern mit Nichtgleichgewichts-Greenfunktionen wird nun
also nicht mehr ein Teilchen betrachtet, das dem System an dem Punkt ki, ¢} hinzugefiigt und
am Punkt kq,t; wieder entnommen wird, sondern es wird ein Teilchen betrachtet, dass sich in
einem bestimmten Band befindet und wihrend der Propagation durch das System in andere
Béander wechseln kann. Die zur Beschreibung derartiger Systeme geeigneten Greenfunktionen
miissen daher von einer zusétzlichen Quantenzahl abhingen, dem Bandindex.

Die Beschreibung von Halbleitern mit der Methode der Nichtgleichgewichts-Greenfunktionen
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wurde schon von mehreren Gruppen betrachtet, z.B. Haug und Jauho [3], Jauho et al. [6]-[§],

sowie Schifer und Wegener [31]. Das Vorgehen in diesem Kapitel ist an [31] angelehnt.

8.1. Einfiihrung der Greenfunktionen fiir Mehrbandsysteme

Ausgangspunkt ist die folgende Definition der Feldoperatoren
Oie,) =Y gimal(r)  und  d(r,t) = @ilr)alt) (8.1)

in der die ¢;(r) eine vollstdndige orthonormale Basis darstellen (die Spinvariable wurde hier
unterdriickt) und dz(t) bzw. a;(t) Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren sind.

Um zur Beschreibung von Festkorpern geeignete Greenfunktionen zu erhalten, werden die
Feldoperatoren entsprechend (8.1) nach den Blochfunktionen entwickelt. Die Blochfunktionen
sind die Losung der Schriodingergleichung eines Elektrons in dem, von den Gitteratomen eines

Festkorpers erzeugten, periodischen Potential

ork,r) = e T uy(k, ) . (8.2)

5-

Hierbei stellt e die ebene Welle eines freien Elektrons und wuy(k,r) eine gitterperiodische
Funktion dar. Der neue Index A bezeichnet das jeweilige Band und V ist das Kristallvolumen.

Zur Vereinfachung wird hier fiir die Blochfunktionen der fithrende Term einer bei der Anwen-
dung der k-p-Methode gemachten Entwicklung benutzt. Bei dieser Methode wird angenommen,
dass man das Bandstruktur-Problem an einem bestimmten Punkt ko mit hoher Symmetrie ge-
16st hat, d.h. alle Energieeigenwerte €y (ko) und alle Funktionen wu)(ko, r) sind bekannt. Um die
Blochfunktionen in der Umgebung dieses Punktes zu bestimmen, wird die Funktion uy(k,r)
nach den bekannten gitterperiodischen Funktionen uys(ko, r), welche eine vollstdandige Basis bil-
den, entwickelt. Eine ausfiihrliche Behandlung der k - p-Methode ist in [30] oder [31] gegeben.
Hier wird der Punkt kg = 0 benutzt, welcher als I'-Punkt der Brillouinzone bezeichnet wird.
Bricht man die Entwicklung nach der ersten Ordnung ab, erhilt man die Blochfunktionen in

der Form

or(k,r) = etkr ux(0,r) . (8.3)

-
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Die Blochfunktionen erfiillen die Orthogonalitéitsrelation

/;/dr 9031 (k1> I') P Az (k25 I') = 5)\1)\2 5k1k2 ) (84)

und somit die Normierungsbedingung

/dr loak,r)[> =1 (8.5)
%

Entwickelt man die Feldoperatoren entsprechend (8.1) nach den Blochfunktionen, so erhélt man
D) =S ek a®  wmd ey =S gikn a6, (86)
Ak Ak

wobei &f\ (t) und @y (t) Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren sind, die ein Teilchen mit
dem Impuls k zu der Zeit ¢ in dem Band X erzeugen bzw. vernichten. Sie erfiillen die Antikom-

mutatorregeln (es werden nur Fermionen betrachten)

- A _ | AT AT _
|:a’)\17k17a/)\27k2:|+ = [a)\l,kl’a)\g,kg L 0,

[dh,km@L,kJ L= O e Ok ks - (8.7)

Die Entwicklung (8.6) der Feldoperatoren nach den Blochfunktionen wird nun in die Definition

der Greenfunktion eingesetzt
1 . .
Gruxhtth) = — (Te [0 '(1)])

= > > enlka,r) Gy (ki K, 81) 03, (K ) (8.8)
K1,k A1\,

Die Rechnung fiir die Zweiteilchen-Greenfunktion verlduft analog. Hiermit erhélt man fiir die

Einteilchen- und die Zweiteilchen-Greenfunktion die Definition

1

/ AN ~t /

G)\l)\ﬁ (kla k17t17 tl) - % <TC |:a)\1:k1 (tl) a)\/pk'l (tl):| > )

G)\lAQ,)\/l)\é (kb k27 t1,to; ,11 /27 tllv t,2) = <TC |:&)\1,k1 (tl) d)x27k2 (tQ) di‘/lfkll (tll) d;’wké (t/2>:| >

(8.9)

1
(ih)?

Diese Greenfunktionen werden im Folgenden als Mehrband-Greenfunktionen bezeichnet. Sie
sind durch A abhéngig von dem entsprechenden Energieband und wirken im k—Raum. In der
Einteilchen-Greenfunktion sind, je nach Ordnung der Zeiten auf der Keldysh-Kontur, — genau
wie in den Einband-Greenfunktionen — die Korrelationsfunktionen und die kausale und antikau-

sale Greenfunktion enthalten.
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8.2. Die Martin-Schwinger-Hierarchie fiir Mehrbandsysteme

Um die Mehrband-Greenfunktionen bestimmen zu koénnen, wird ihre Bewegungsgleichung be-
notigt. Dazu wird — analog zu dem Vorgehen in Kapitel 2 — die Heisenberggleichung ih% A=
[fl, ﬁ]_ fiir den Feldoperator @/Aj(rl, t1) und den adjungierten Feldoperator Jf(r'l, t}) betrachtet
und entsprechend (8.6) nach den Blochfunktionen entwickelt. Der hier benutzte Hamiltonope-

rator in der Ortsdarstellung lautet
. . K2 . . .
== [ardlw) o aed!) + [ @il vie) i)
m
. . 1 . . . .
b [ardie)d B@ o) + ;) [ ara i) G WE ) S o) (8.10)
Der erste Term dieses Hamiltonoperators bezeichnet den kinetischen Anteil und wird im Fol-
genden mit Hyin bezeichnet. Der zweite Term beriicksichtigt das externe Confinementpotential
und wird mit ﬁv bezeichnet. Durch den dritten Term H g wird die Wechselwirkung der Teil-
chen mit dem elektrischen Feld beschrieben. Hierbei wird in Dipol-Ndherung angenommen, dass
d = —e,r ist. Die rdumliche Abhéngigkeit des elektrischen Feldes wird hier vernachléssigt, da
das Feld meistens auf einer viel groferen Léngenskala variiert als die relevanten Grofen, wie
z.B. die Einheitszelle. Der letzte Term des Hamiltonoperators beschreibt die Wechselwirkung
der Elektronen untereinander und wird im Folgenden mit I:IWW bezeichnet.
Zur Loésung der Heisenberggleichung wird zuerst der Kommutator des kinetischen Anteils des

Hamiltonoperators mit dem Feldoperator gebildet. Man erhalt

e ] == [ar {ieaine &

2m

~ ~ 2 ~ ~
Aw(e) = () 51 A )0 |

h2
=-> Y /dr’ ox, (k1,11) 03, (Ko, 1) Apr oy, (3, 1)

2m.
ki,k2 A1)z A3
ks A3

. I At s .
X {ah,kl ), ko Q3. k3 — @), 1, AAz.kz QX kg

h? . R
= - E E om /dr, P (k1> 1‘1) Yo (k27 I‘l) Ay PAs (k37 I',) 5/\1,)\2 6k17k2 AX3.ks
ki,ko A1,)2 A3
ks A3

= ki ki,T)a 11
= gO)\l 1,r a)\l,kl . 8
2my,
A1,k

Beim Ubergang von der zweiten auf die dritte Zeile wurden die Antikommutatorregeln (8.7) der
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren benutzt. Beim Ubergang auf die vierte Zeile wurde
der Laplaceoperator beziiglich r' auf die Blochfunktion ¢),(ks,r’) angewendet und die Nahe-

rung Vyuy, (0,1r') &~ 0 benutzt. Anschliefend wurde noch die Orthogonalititsrelation (8.4) der
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Blochfunktionen ausgenutzt. Zur besseren Ubersichtlichkeit wurden die Zeitargumente nicht
mitgeschrieben und werden erst am Ende der Herleitung wieder eingefiigt.
Durch eine analoge Rechnung erhélt man fiir den Potentialbeitrag von Hy des Hamiltonope-

rators
[@(1‘1)719\/}7 = /dr’ {&(m)lﬁ(r’)V(r’)@Z(r’) — () V(') W(r’)lﬂ(rl)}
=D > Vanalki —ks)on, (ki 11) G s (8.12)
A1,A3 ki,ks

wobei V), a; (ki — k3) das Matrixelement

Vs (ki —k3) = /dr' o, (ki ') V(') ox, (ks, ') (8.13)

bezeichnet.
Fiir den Kommutator des Feldanteils des Hamiltonoperators mit dem Feldoperator folgt aus

einer zu den vorigen Betrachtungen analogen Rechnung
[0(r1), Hp| = e E(t) / ar’ {(e) B () v B — ) o () ) |
= —¢, E tl Z Z /dI‘ 90)\1 kl, ) IQO)\3(k3,I'/) Sﬁkl(klprl)d)\g,kg . (8.14)
A1,A3 ki ks

Das hier vorkommende Integral soll genauer untersucht werden. Dafiir werden die Blochfunk-

tionen nach (8.3) ausgeschrieben. Das Integral lautet dann
/dr’ —ilaka)r s (0,1) 1 uyg (0,17) . (8.15)

Die Integration iiber das gesamte Kristallvolumen kann unter Benutzung der Beziehung fv —
> Jq in eine Integration iiber eine Einheitszelle und eine Summation iiber alle N Einheitszellen
(]1\235 Kristalls vereinfacht werden. Q2 bezeichnet hier das Volumen der Einheitszelle, fiir das gilt
V = N Q. Zusitzlich wird r’ noch durch r'+R,, ersetzt, wobei R,, einen Gittervektor bezeichnet.
Da uy(k,r) eine gitterperiodische Funktion ist, gilt fiir sie uy(k,r + R;,) = uy(k,r) und das

Integral wird zu

N
- QZ kR qure 00k g (0,6 (4 Ry, (0F) . (8.0
1 Q

Dieser Ausdruck kann als Summe zweier Integrale geschrieben werden. Fiir die weiteren Be-
trachtungen wird die Annahme gemacht, dass durch die Dipolwechselwirkung nur Interband-

Uberginge hervorgerufen werden, d.h. A\; # A3. Mit dieser Annahme und unter Benutzung der
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8. Mehrbandsysteme

Orthogonalitétsrelation (8.4) (hier ist V' durch 2 zu ersetzen) gilt fiir das erste Integral

QZe iki—ks)Rn g /dre ier—kea)r” % (0,17) 1y, (0,1) = 0. (8.17)

Bei der Auswertung des zweiten Integrals ist zu beriicksichtigen, dass das Integral iiber das
Volumen der Einheitszelle fiir alle Einheitszellen den gleichen Wert ergibt und daher aus der
Summation iiber die Einheitszellen herausgezogen werden kann. Unter Benutzung der Relation

Z e~ i(ki—ks3)Rn _— N(Skl ks erhalt man

1 ; /
O ks /Q dr/ e kT g (0, 17) 1w, (0,17) (8.18)

Das Integral soll nun wieder in die Berechnung (8.14) des Kommutators eingesetzt werden. Der

Kommutator lautet dann

|:1/AJ(I’1), HE} _ = E(tl) Z Z P (klv rl) d)\l)\g d/\B,kl ) (8'19)

A1,A3 ki

mit dem Dipolmatrixelement

dy,y, = ?‘; /er’u)\l(O,r’) r’ uy, (0,1') . (8.20)

Das Dipolmatrixelement ist mit den gemachten Ndherungen unabhéngig von dem Kristallimpuls
k.
Jetzt fehlt nur noch die Berechnung des Kommutators des Wechselwirkungsanteils Hyyw des

Hamiltonoperators mit dem Feldoperator. Der Kommutator lautet
e Hw] = [ far (o) b)) Wi ) i) i)
—OH ) B ) W) D) ) e |
= Y [ [ e tam) e, k) 5, la) W) o, (Bt x”) o s )

A1,A2,A3 ki,ko k3

A4,A5  kaks
SN PN S ST NN NI S S S A
2 Ak O, ko B ks YAa ks UAs5 ks A2.ka P ks PAa ks UAs ks A1k
_ ~ 1 A P
= E E o (ki,11) Wizza @),y @xgky Grg ks (8.21)
A1,22 ki ko
A3,4 k3 kg

wobei das Matrixelement der Wechselwirkung definiert ist durch
Wi2.34 = Wxiag s (kike, ksky)

= /dr’dr” o3, (ko 1') o3 (ki,v") W(r', x") oy, (ks, x”) or, (ka, ') (8.22)
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8.2. Die Martin-Schwinger-Hierarchie fiir Mehrbandsystene

Fir das Matrixelement gilt W12 34 = W3y 12.

Somit ist die Berechnung der rechten Seite der Heisenberggleichung, also die Berechnung des
Kommutators des Feldoperators ¢)(1) und des Hamiltonoperator (8.10), abgeschlossen. Es fehlt

aber noch die Betrachtung der linken Seite. Fiir diese erhélt man

L0 -
zhal¢(r1,t1) at Azl; o (k1,11) a1, - (8.23)
1,K1

Die beiden Seiten der Heisenberggleichung kénnen nun wieder zusammengesetzt werden, so dass

sich die folgende Gleichung ergibt

0 h2k? . N
> <Zh - /\1> ox (K1, T1) dai — Y. > Vs (ki — ks) ox, (K1, 1) aag i
1

ot 2m
A1,k ! A1,A3 ki, ks
—E(t) (k1,11) dy,\, Grgx, = (ky,r1) Wigss Gl 1,k
1 SDAl 1 rl /\1/\3 a‘)\37k1 - Sox\l 1 I'l 12,34 a)\2,k2 a}\4,k4 a/\g,kg .
A1,A3 ki A1,A2 ki ko
A3,2a k3 kg

(8.24)

An dieser Gleichung kann ein Koeffizientenvergleich durchgefiihrt werden. Anschlieffend wird die

gesamte Gleichung von rechts mit &1\, " (1) multipliziert, wobei die Zeiten von nun an wieder
171

mitgeschrieben werden

nl ki (t1) - > v — ks, t1) Gy i, (t1) al, o (8)
MN— —)a /L 5 a I 1
8t1 2777,)\1 A,k (U1 )\ k 5 /\1)\3 3y U1 Az,kz (U1 )\ k
~E(t) ; A, xg gt (B1) @y o ()
3
/dtz Z Z 5 tl — tQ) W12 ,34 aAQ kQ(tz) a,\4 k4(t2)a>\3 k,j(tl) ai\, k’ (t ) . (8.25)
A2,A3 kaoks
A kg

Das Ziel ist eine Bewegungsgleichung fiir die Einteilchen-Greenfunktion (8.9) zu erhalten. Es
wird daher eine Mittelung {iber den Dichteoperator durchgefithrt und der Zeitordnungsoperator
Tc auf die Gleichung angewendet. Unter Benutzung der Definition (8.9) der Einteilchen- und
Zweiteilchen-Greenfunktion flir Mehrbandsysteme erhdlt man dann die gewiinschte Bewegungs-

gleichung
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8. Mehrbandsysteme

B _ _
<m8t1 277”%) G, (kit, Kit)) — kZ;V,\lx(kl —k,t1) G, (kt1, kity)
E(t1) Zd/\l (it K5t)) = do(1-1))
_ m/dtz Z Z 8(t1 — t2) Wiz 34 Gagag s (Ksts Kato; Kt kot ) . (8.26)
A2,A3 ko k3
A4 ks

Um die adjungierte Bewegungsgleichung zu erhalten, ist eine analoge Rechnung fiir den ad-
jungierten Feldoperator 1/A1T (r},t}) durchzufithren. Man erhélt aus der Heisenberggleichung nach

Vollzug des Koeffizientenvergleichs

0 Rk . ) . X
<_Zhat’ - m;) ax ky (tl) aJ)r\/pk/l (tll) - Z V>\3,>\’1 (k3 - kll) Xk (tl) (&371{3 (tll)
1 A3,k3

- E(tll) Z d)\g,/\’l &)\hkl (tl)&ig,k’l (tll)

A3
=3 Wi e (t) 6l 4, (1) a5, 1, (£2) drg ey (£2) - (8.27)
A2,A3 kaks
A4 ky

Diese Gleichung wurde von links mit d; «, (t1) multipliziert. Die Gleichung kann mit dem
1,K1
von dem Feldoperator @(rl,tl) schon bekannten Verfahren in eine Bewegungsgleichung der

Einteilchen-Mehrband-Greenfunktion umgewandelt werden

9 kP 3 !
1 k,l

—E(t)) Z Gy kit Kt dy,y = de(1-1)

—ih / dty Y ) 8(t — t2) Wag e Gaprgaans (Kats Koty s kat) Kato) . (8.28)

A2,A3 koks
A kg

Diese Gleichung stellt die zu (8.26) adjungierte Gleichung dar.

Die Gleichungen (8.26) und (8.28) sind die gesuchten Bewegungsgleichungen der Einteilchen-
Greenfunktion fiir Mehrbandsysteme. Sie sind durch die Wechselwirkung an die Zweiteilchen-
Greenfunktion gekoppelt. Diese beiden Gleichungen stellen somit die Martin-Schwinger-Hierar-

chie (2.43) fiir Mehrbandsysteme dar.
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8.2. Die Martin-Schwinger-Hierarchie fiir Mehrbandsystene

8.2.1. Entkopplung der Hierarchie

Um eine geschlossene Gleichung zu erhalten, muss fiir die Gleichungen (8.26) und (8.28) eine
Abbruchbedingungen bestimmt werden. Dazu wird hier analog zu der Herleitung der KBE in

Kapitel 2 die Selbstenergie benutzt. Diese lautet fiir Mehrbandsysteme

—ih / Aty 3737 6(t1 — t2) W pe(kko; Kaks) G kst ato; K kot
¢ abe ek
4

= E /dfznla{lal_{vthz)GZTTL(l_{?k?[vf’t/l)7
= JC
Lk

—iﬁ/ dts Z 25(15/1 — t2) Whema(koks; K1, ka) Grape(Kit1, koto, kst , kat))
c abe klg(kg
4

= g /dtGnl(klal_{atlaaElm(l_{7k/17t>t/1) . (829)
= JC
I,k

Wird in den Gleichungen (8.26) und (8.28) der Wechselwirkungsanteil durch die Selbstenergie

ersetzt, so erhélt man Kadanoff-Baym-Gleichungen fiir Mehrbandsysteme

L0 h2k? _ _
<Zhatl - 2mi> Gnm(kl’ /17 tla tll) - Z an(kl - k, tl) Glm(k, kll, t1, t&)
k,

—E(t1) Y dy Gim (k1 K, 11, 17) = 50(1 — 1) + Z/cdt_ Sk, k, t1, 1) G (k, K4, £, 1)
l Lk

und die adjungierte Gleichung

) h2k'? _ _
<—lhat, - L ) Gnm(klv llvtlvtll) - ZGnl(klvkvtlvtll)Wm(k - kllvtll)
1 k[

—E(t) Z Gk, Ky, t, 1)) di = 00 (1 — 1) + Z/CdEGnl(kl,E,tl,Z) Yim(k, K], 1, 1)) .
l Lk

(8.30)

Um eine tibersichtlichere Darstellung zu erhalten, wurde der Bandindex nicht mehr mit Ay, A,
sondern mit n, m bezeichnet.

Je nach Zeitordnung der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren auf der Keldysh-Kontur
lassen sich aus dieser Gleichung analog zu den Einbandsystemen die Bewegungsgleichungen der

vier Einteilchen-Greenfunktionen ableiten.
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8.2.2. Darstellung der KBE in Relativ- und Schwerpunktvariablen

Die Gleichungen (8.30) sollen nun in Relativ- und Schwerpunktvariablen dargestellt werden.
Da die Greenfunktionen in Abhéngigkeit des Kristallimpulses k dargestellt sind, sind hier nicht
Relativ- und Schwerpunktkoordinaten, sondern Impulse zu betrachten. In Ubereinstimmung mit
[31] wird der folgende Zusammenhang des Relativimpulses k und des Schwerpunktimpulses Q

mit den Teilchenimpulsen k; und —k) benutzt:

Q:kl_ /17 k:anmkl"i_ﬁnm/la
ki =k+aumQ, kll =k — /Ban ) (831)
mit o = mnﬁ?nm und Gpm = mﬁ%m

Da die Relativ- und Schwerpunktimpulse in einem Festkorper von den Bandindizes abhéngen,
kann der Ubergang auf diese Koordinaten nicht analog zu Abschnitt 3.2.2 durchgefiihrt werden.
Der Ubergang auf Relativ- und Schwerpunktimpulse wird hier daher fiir die erste Gleichung von
(8.30) gezeigt. Die Rechnung fiir die adjungierte Gleichung verlduft analog.

Da unendlich ausgedehnte Systeme betrachten werden, kann die Summe iiber den Kristallim-

puls wie folgt in eine Integration umgewandelt werden

ZF 27T — Z k) Ak = ZZ)S /dk F(k) (8.32)

Die KBE fiir Mehrbandsysteme wird nun zuerst in Abhéngigkeit von Relativ- und Schwerpunk-
timpuls ausgedriickt und anschliefend wird eine Fouriertransformation beziiglich des Schwer-
punktimpuls Q durchgefiihrt, um die Gleichung in Abhéngigkeit von der Schwerpunktkoordinate

R darzustellen. Hierzu wird die Beziehung

v
(2m)?

und die zugehorige Riicktransformation

Grnm (k7 R,tl,tll) = /dQ eiiQR Gnm(k + anmQ, k — 5’an7t17tll) (833)

1
Gnm(kl) /17t15t,1) = Gnm(kTL aan,k - Ban,tl,t/) th /dRezQR Gnm (k R tlat,)

(8.34)

benutzt.
Die verschiedenen Teile der Gleichung werden einzeln betrachtet. Die Zeitargumente werden in

den folgenden Rechnungen unterdriickt.
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1. Einteilchenbeitrige

2 2
VY [aqeion <iha Pkt annQ)

83 &1 B 2my, ) Gnm(k + i Q, k — ﬁan) (8'35)

. a hQ 2 . 2
_ <Zh6t1 o (k® + 2icmk VR — anmAR)> Grm (k,R) (8.36)

Hier wurde Q durch VR ersetzt und anschliefend die Beziehung (8.33) benutzt.

2. Potentialterm
In diesem Term wird zusétzlich zu der Fouriertransformation die Greenfunktion durch die
Riicktransformation (8.34) ausgedriickt und der Term nach (8.31) in Abhéngigkeit der
Variablen Q, k und k dargestellt. Um die folgenden Rechnungen zu vereinfachen, wird die
Annahme eines beziiglich der Bandindizes diagonalen Potentials V,;(k; — k) — V,(k; —
k) 6,,; gemacht, d.h. dass durch das Potential keine Ubergéinge der Teilchen zwischen den

verschiedenen Energiebédndern hervorgerufen werden. Der Potentialterm lautet dann

V2 o1 , _ e , _
L k ¢ QR i(k+8umQ-k)R - (Cm k —k
@n)S VI3 /dR /dQ/d e e Vo (anmQ + )

X Gnm (6nm17< - anmﬂan + anmkv RI) .
(8.37)

Nun folgt noch die Transformation q = a,, Q + k —k , um im Folgenden eine Separation

der makroskopischen und der mikroskopischen Skala zu erméglichen

Vo1 o /
(27‘_)3W /dR/ /dQ /dq e_ZQR ez(Q—q)R Vn(q) Gnm (k o /Bnmq; Rl) ) (838)

Mit Hilfe der Darstellung der Deltafunktion kann zuerst die Integration iiber Q und an-

schliefend die Integration iiber R’ ausgefiihrt werden. Man erhélt den Potentialbeitrag

Vv
2r)?

/ dq e RV, () G (K — Bome, R) - (8.39)

3. Feldbeitrag
Dieser Beitrag kann genau wie die Einteilchenbeitrige behandelt werden. Nach Ausfiihrung

der Fouriertransformation erhilt man

E(t1) > du Gim(k, R, t1,1)) (8.40)
l

4. Stofsterm

Fiir die Selbstenergie ¥ werden die gleichen Transformationen (8.33) und (8.34) benutzt,
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wie fiir die Greenfunktion. Auch hier werden — zusatzlich zu der Fouriertransformation
beziiglich Q — gin(k,k}) und ¥, (k1,k) durch die Riicktransformation (8.34) in Relativ-

und Schwerpunktgrofen dargestellt. Der Stofsterm lautet dann

v o1 - ' R/ —iQR _i(K'—K)R _i(k—K|)R"
@7 2 [ 1@k [dRIaR" e e (kK
T
]

Yot (Buks + aumk, R') G (Bimk + ik, R”) . (8.41)

mit R’ = ayyr; + Gyf und R” = ayp, T + Byt

Diesen Term wird nach (8.31) vollstindig durch die Impulse Q, k und k ausgedriickt
! k i : k)R’ i \RY
- dO dk [ dR/dR” ¢ QR i(anmQ+k—k)R' ,i(BamQ-k+k)R
(27h)6 zl: / Q / € e e

Enl(ﬁnlanmq + ﬁnlk + qul_{, R,) Glm(_almﬁan + almk + Blml_{a RH) .
(8.42)

Auch hier werden die folgenden Koordinatentransformationen durchgefiihrt, um eine spé-
tere Separation der mikroskopischen und der makroskopischen Skala zu ermdglichen. Die
alten Impulskoordinaten Q, k und k werden durch die neuen Impulskoordinaten q, g’ und
k und die alten Ortskoordinaten R, R’ und R” werden durch die neuen Ortskoordinaten

ri, ro und R ersetzt, fir die

Bim Qnl 1 Om — BiBim
Q:Wq_ qu N k, R/:R+/Bnmr2+<ﬁnl_ﬁnm)r/27
s A Brm OBl . A B "o / _
k = N q+ N N k, R *R+anmr2+(alm anm)r27
k =k, R =R, (8.43)

mit N = a0 + Bpp v gilt.
Die Funktionaldeterminanten kiirzen sich gegenseitig weg und man erhélt den folgenden

Beitrag

1 I
(2rh) Z/ dadd/ / dry dr) ¢k a2 gilk—ayr;
l

an(q’ R + ﬁnmr2 + (/Bnl - ﬁnm) I'/2) Glm(qla R + anmr/2 + (alm - anm) 1‘2) .
(8.44)

Setzt man die einzelnen Beitrége 1-4 jetzt wieder zusammen, so erhélt man die KBE fiir Mehr-
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8.2. Die Martin-Schwinger-Hierarchie fiir Mehrbandsystene

bandsysteme in der Wignerdarstellung

o R |
<,Lhatl B 2my, (k2 + 2ianmkVR — a%mAR>) Gnm (k, R, 1, tll)

v .
_ W /dq e~ taR Vn(q7 tl) Gnm (k — Bama, R, 11, tll) — E(t) Z d,; Glm(k7 R, 1, tll)

l
1 _ . , A ,
o _q! § : / ! i(k—q)ra —i(k—q)r
a 50(1 ! ) " (27Th)6 l /C’dt/dqdq /dr2 dr2€ e v

Sn1(Q R A+ Bumr2 + (Bt — Bam) 15, 11, 1) Gin (4, R + Q¥ + (i — cvm) 12,8, 11)

(8.45)

Diese Gleichung soll nun in der lokalen Ndherung betrachten werden, wodurch die in dem Stof-
term auftretende, nichtlokale Kopplung zwischen der Selbstenergie und der Greenfunktion be-
ziiglich der Ortsvariable entféllt. In den meisten Problemstellungen variieren die Wellenvektoren
auf einer viel kleineren, mikroskopischen Skala, als die makroskopische Variable R. Bei Betrach-
tung des Stofsterms erkennt man, dass die Koordinaten ry und rf, die Fouriertransformierten der
Wellenvektoren q und q’ darstellen und daher auch auf einer mikroskopischen Skala variieren.
Es kann daher eine Gradientenentwicklung der Selbstenergie und der Greenfunktion des Stof-
terms um die Schwerpunktkoordinate R durchgefiihrt werden, welche in der Néhrung nullter

Ordnung
an(qa R + Bpmra + (Bnl - ﬁnm) IJQa t1, 7?) Glm(q,7 R+ O‘nmré + (alm - anm) ra, f, tll)
~ Yn(q, R, 1, 1) G (4, R, T, 1) (8.46)

ergibt. Diese Naherung entspricht der lokalen Ndherung. Werden die Selbstenergie und die
Greenfunktion entsprechend des obigen Ausdrucks in (8.45) ersetzt, fallt die Integration {iber
ro und r}, durch die Darstellung der Deltafunktion weg, mit der anschliefend die Integrationen

iiber q und q’' ausgefiihrt werden konnen. Man erhilt die KBE fiir Mehrbandsysteme

L0 h? )
(’Lhatl - oM, (k2 + 27JCVTLmkvR - a%mAR)> G”m (k’ R’ t1, tll)

v —i
_ W /dqe qR Vn(qytl) Gnm (k — BrmQ, R,tl,tll) — E(t1> Zdnl Glm(k, Rytlatll)
l

—he(1-1)+ Y /Cdf Su(k, R, t1,0) Gon (k, R, T, 1)) - (8.47)
l

Durch eine entsprechende Rechnung beziiglich der zweiten Gleichung in (8.30) erhélt man die

zugehdrige adjungierte Gleichung
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. 0 h? ,
1 m
|4 —iqR / ’ , , )
= @y ] 42T T Vin(a, 1) G (k + anmd, R 11, 1)) — E(t) Y Gk, Rot1,1;) dim

l
—e(1—1') +Z/Odt_Gnl(k, R, t1,8) Som (k. R, £,7]) (8.48)
l

Diese beiden Gleichungen stellen die Bewegungsgleichungen der Einteilchen-Mehrband-Green-
funktion eines Vielteilchensystems in einem elektrischen Feld und einem Confinementpotential
dar. Fiir die Wechselwirkung der Teilchen mit dem elektrischen Feld wurde die Dipolndherung
benutzt und die Stofsterme sind in der lokalen N&herung angegeben. Diese Gleichungen sind
die Verallgemeinerung der Gleichungen (3.40) und (3.41) auf Mehrbandsysteme. Damit ist die
Grundlage fiir die Anwendung des Quantenpotentials auf Mehrbandsysteme gelegt, wodurch
sich das Anwendungsgebiet erheblich erweitert. Ein weiterer Schritt sollte in dem Ubergang auf

eine eichinvariante Darstellung bestehen, wie es in Kapitel 3 demonstriert wurde.
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Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine komplett eichinvariante Methode zur Untersuchung von
Vielteilchensystemen in einem homogenen elektrischen Feld und einem zusétzlichen schwach
inhomogenen Confinementpotential angegeben, in der das Feld und das Potential selbstkon-
sistent enthalten sind. Dazu wurden die Kadanoff-Baym-Gleichungen in einer eichinvarianten
Darstellung hergeleitet, aus denen dann eichinvariante Gleichungen fiir die retardierte und avan-
cierte Greenfunktion zur Untersuchung der spektralen Eigenschaften des Systems, sowie eine
eichinvariante kinetische Gleichung fiir die Wignerfunktion zur Untersuchung der statistischen
Eigenschaften des Systems folgten. In der anschliefsenden Untersuchung der Spektralfunktion
wurde gezeigt, dass die unter der Annahme eines schwach inhomogenen Potentials bestimm-
ten Spektralfunktionen nur fiir die Beschreibung von klassischen Systemen giiltig sind. Um
auch Spektralfunktionen erhalten zu kénnen, in denen Quanteneffekte beriicksichtigt werden,
wurde der Ansatz eines Quantenpotentials auf die betrachteten Nichtgleichgewichtssysteme an-
gewendet. Die Idee war hierbei, die Form der klassischen Spektralfunktion beizubehalten, das
urspriingliche, lokale Potential allerdings durch ein nichtlokales Quantenpotential zu ersetzen,
d.h. die Quanteneffekte in das Potential zu integrieren. Dazu wurde eine Bestimmungsgleichung
fiir das Quantenpotential entwickelt, welche mit Hilfe eines Iterationsverfahrens gelost wurde.
Das auf diese Weise erhaltene Quantenpotential stellt eine Verallgemeinerung der bisher be-
kannten Quantenpotentiale dar, da es fiir Systeme im Nichtgleichgewicht giiltig ist, die sich
in einem homogenen elektrischen Feld und einem schwach inhomogenen Confinementpotential
befinden. Durch eine Mittelung des Quantenpotentials iiber eine Gleichgewichtsverteilung konn-
te ein Vergleich mit einem fiir Gleichgewichtssysteme giiltigen Quantenpotential durchgefiihrt
werden, der eine qualitative Ubereinstimmung ergab.

Mit dem Quantenpotential konnte eine quantenmechanische Spektralfunktion bestimmt wer-
den, die durch die Impulsabhéngigkeit des Quantenpotentials die Heisenbergsche Unschérfere-

lation nicht mehr verletzt. Es wurde gezeigt, dass sich der Delta-Peak der klassischen Spektral-
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funktion auch ohne die Beriicksichtigung von Stéfen durch die Anwesenheit eines elektrischen
Feldes eines Quantenpotentials verbreitert, und zusatzliche Nebenpeaks entstehen. Im Anschluss
folgte noch eine konkrete Auswertung des Quantenpotentials und der quantenmechanischen
Spektralfunktion fiir den Fall eines Ostzillatorpotentials und eines konstanten elektrischen Fel-
des. Mit diesem Quantenpotential wurde die Zustandsdichte dieses Systems bestimmt und mit
der Zustandsdichte ohne die Beriicksichtigung des Quantenpotentials verglichen. Hierbei wurde
deutlich, dass durch das Quantenpotential negative Teilchenenergien moglich werden.

Nach der Betrachtung der spektralen Figenschaften des Systems folgte die Herleitung einer
eichinvariante kinetische Gleichung fiir die Wignerfunktion. Hierzu wurde der GKBA, sowie die
Stokintegrale in der Bornschen Ndherung in einer eichinvarianten Darstellung angegeben. Die
Stokterme wurden in der lokalen N&herung betrachtet, wobei eine nichtlineare Abhéngigkeit
der Stofprozesse vom elektrischen Feld erkennbar war, die auf den “intracollisonal field effect”
und die Entstehung héherer Harmonischer fithrte. Es wurde zudem gezeigt, dass in der lokalen
Néherung keine Modifikation der Stofiprozesse durch das Confinement- oder Quantenpotential
entstehen.

Abschliefend folgte noch eine Verallgemeinerung der Greenfunktionen und der KBE auf die
Beschreibung von Mehrbandsystemen. Hierzu wurden die Feldoperatoren nach den Blochfunk-
tionen entwickelt, womit Greenfunktionen abgeleitet werden konnten, die eine zusitzliche Ab-
h&ngigkeit vom Bandindex besitzen. Durch die Heisenberggleichung der Feldoperatoren, welche
dann auch nach den Blochfunktionen entwickelt wurde, konnte die KBE fiir Mehrbandsysteme
abgeleitet werden. Auch hier wurden ein elektrisches Feld — im Rahmen der Dipolndherung —

und ein externes Confinementpotential beriicksichtigt.

Es wurden aber auch einige interessante Aspekte entdeckt, die im Rahmen dieser Diplomarbeit
leider nicht mehr betrachtet werden konnten und daher im Folgenden ndher untersucht werden

sollten:

e Bei der Entwicklung des Quantenpotentials ist in den Korrekturtermen (5.13) und (5.19)
ein physikalisch nicht begriindeter Term aufgetreten. Obwohl dieser Term vernachléssigbar
klein ist und eine gute Ubereinstimmung mit einem Quantenpotential im Gleichgewicht
gegeben ist, scheint der gewéhlte Ansatz (5.1) nicht optimal zu sein. Es ist soll daher
untersucht werden, ob ein besserer Ansatz zur Bestimmung des Quantenpotentials gefun-

den werden kann, in dem dieser Term nicht auftaucht. Hierbei wére eine Idee, statt von
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der Spektralfunktion in Abh#ngigkeit von 7, von der Spektralfunktion in der Energie-
darstellung auszugehen. Ein anderer Ansatz wire es, nicht die Spektralfunktion, sondern
die Wignerfunktion als Ausgangspunkt zu wihlen. Dieser Ansatz wiirde allerdings auf ein

einzeitiges Quantenpotential fithren.

Bei der Untersuchung des Stoflintegrals in Kaptiel 7 wurde in dem eichinvarianten GKBA

/A

fiir ga’ " wird néherungsweise die freie Losung (5.20)

. i K2 1\ -3 i / i ’
— L Z—+0Vo (k,R,t1,t))T —+ Py (t1,t — L Sa(t1,t
gaR/A(Rv k)tlvtll) + :*@ <: :(tl - tll)) € h (27"'“ ol Lt) )T e h (t1,t1) e h (t1,t1)

inklusive Quantenpotential benutzt. Da die Stofintegrale aber in der lokalen Ndherung
angegeben wurden, fielen alle Gradiententerme weg, so dass die gesamte Quantenkorrektur
0V verschwand. Es soll daher eine Untersuchung der Stofsterme in der ersten Ordnung
Gradientenkorrektur durchgefithrt werden. In dieser Niherung fillt die Quantenkorrektur
des Potentials nicht mehr weg und die Inhomogenitét des Potentials wird beriicksichtigt.
In dem Fall ist daher eine Abhéingigkeit der Stofprozesse von dem Potential und den

Quantenkorrekturen zu erwarten.

Im Kapitel 7 wurde abschliefend die Bestimmungsgleichung (7.31) der Wignerfunktion
angegeben, die Wignerfunktion selbst aber nicht bestimmt. Im Falle starker elektrischer
Felder sind die Stofprozesse vernachlissigbar klein und die Gleichung (7.31) kann mit
dem Silin-Ansatz gelost werden. Fiir den Fall von Systemen, die sich nur in einem elek-
trischen Feld befinden wurde dies in [4] durchgefiihrt. Hier soll die Wignerfunktion unter
zusétzlicher Beriicksichtigung eines schwach inhomogen Confinementpotentials bestimmt

werden.

Die Arbeit endet mit der Angabe der KBE fiir Mehrbandsysteme. Ein Ziel weiterfithrender
Arbeit sollte daher eine eichinvariante Darstellung dieser Gleichung und eine anschlieffende

Untersuchung verschiedener Mehrbandsysteme sein.

Abschliefsend kann gesagt werden, dass in dieser Arbeit ein eichinvarianter Formalismus vorge-

stellt wurde, der fiir eine effiziente Beschreibung von schwach inhomogenen Vielteilchensystemen

im Nichtgleichgewicht in einem starken elektrischen Feld geeignet ist. Durch die Beriicksichti-

gung eines Quantenpotentials wurde dabei eine konsistente Verwendung der lokalen Néherung

ermoglicht. Dieses stellt einen guten Ausgangspunkt fiir folgende Untersuchungen dar.
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9. Zusammenfassung und Ausblick
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A. Relationen der Airy-Funktion

Es soll hier der Losungsweg des Integrals (6.4) dargestellt werden. Dazu werden Beziehungen
fiir die Airy-Funktion aus dem Paper von Aspnes [32] benutzt:

Es wird ein Integral der folgenden Struktur betrachtet:
1 o0 1
plw,R) =baz / dt t2 Ai(t+z) . (A1)
0
Dieses Integral kann analytisch in mehreren Schritten geldst werden.

1. Das Integral wird nun mit Hilfe der Beziehung

o] d2 00
/ dt t" Ai(t +2) = {2 - :r} / dt "1 Ai(t + 2) (A.2)
0 du 0

in der Ordnung reduziert. Dieser Vorgang wird so oft wiederholt, bis das Integral 16sbar ist,

d.h. bis 0 > n > —1. Auf das obige Integral wird diese Beziehung also einmal angewendet

[ee) d2 e’}
/ dt t3 Ait +2) = [2 - x] / dt t72 Ai(t + ) . (A.3)
0 dz 0

2. Das so entstandene Integral 148t sich 16sen:

d? 1. d? 2 (T
[de—x}/o dtt72 Ai(t +x) = [de—x] kAl (E) , (A.4)

. 2
mit kK = 23

3. Nun muss noch der Differentialoperator auf das Quadrat der Airy-Funktion angewendet

werden:
2 2 2 2 2
d—AP(f) - —Ai’2<£> n —Ai(f) Ai"(f) - —Ai’2(£) v fAiQ(f)
dz? K K2 K K2 K K K2 K K2 K K

Hier wurde beim Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile die Bestimmungsgleichung

der Airy-Funktion (f—;Ai(m) = zAi(x) benutzt.
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A. Relationen der Airy-Funktion

4. Nun wird diese Beziehung nun auf die Darstellung der Zustandsdichte in 3. angwendet:

K [;; - x] Ai%%) - %/{27r {:3 Ai’Q(%) + <:3 - 2) iAiQ(i)}
_ %n27r {Ai’2(f) - AiQ(f)} . (A6)

K K K

Dieser Ausdruck entspricht der Zustandsdichte (6.5).
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B. Faltung in einer eichinvarianten

Darstellung

Hier sollen die Zwischenschritte der Rechnung (3.36)gezeigt werden. Die Ausgangsgleichung

lautet

e Ak, R) e “ B(k\,R) .

eq / /| ea 1 A
I R / /dk]_ dk/ f(r ) <k1+ fdt t?tt)1> (k1+ fdt 7 ft/l) i
I'
(B.1)

Hier werden nun die Exponentialfunktionen zusammengefasst, die zu den verschiedenen Orts-

koordinaten gehoren

i t
%f- k’1+€7afdt/ A(t) k _@fdt/ A({)) ir(kl-‘re—afdtl A(ti))

e R) //dk1dk’ “a w) b R

A(k;,R) B(K,,R). (B.2)

Die Integration {iber r kann mit Hilfe der Darstellung der Deltafunktion ausgewertet werden

T

(r,R) /dr/dk1 dl; 6(k;+ =2 [ at A /dt
c t1 —t) t1—t1

7r<k1+ea fdt’t‘?(tti> B
A

e (k;,R) B(k},R). (B.3)

Hiermit kann jetzt die k)-Integration ausgefiithrt werden

i ea “ ; At
(e R) = [ar [Srdk ehr(kﬁcf{dt )
’ (2wh)3

bOAWY) e | AW

N - e t e t

Ak, R) Bk + 22 [ a2l 22 [ g 2 R). B.4

(1’ ) <1+c_/ -t c t—t) ) (B.4)

t1 t’l
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B. Faltung in einer eichinvarianten Darstellung

Um einen Vergleich mit der linken Seite zu erméglichen, wird nun noch die folgende Substitution

durchgefiihrt

t1 t1

a At a At
K oo kel [ar Al ), —e/dt’ *) (B.5)
& Ifl — tl & tl — tl
) i1

Hieraus folgt

t1

iy k+€“fdt’A(t> t1 ) /
I(r,R):/(;rl;)ge ( 7 1)A(k+eca/dt’ A(t') _a/dt, A(t) R)
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C. Betrachtung der Stollintegrale auf der

Zeitdiagonalen

Es soll gezeigt werden, dass die Stokintegrale der eichinvarianten KBE (3.40) bis auf ein Vorzei-
chen gleich den Stofintegralen der zugehorigen adjungierten Gleichung (3.41) zu gleichen Zeiten
sind, d.h. dass in den StoRintegralen (7.11) die Zeitargumente einfach vertauscht werden diirfen.
Hierzu wird von den Stofkintegralen in der Ortsdarstellung in Abhéngigkeit von den Normal-
koordinaten ausgegangen. Der Stofterm der KBE zu gleichen Zeiten vereinfacht sich zu

/drl{/ttldfl (2>(1,i) . E<(1,i)) g2(1,1') — /t/ldfl $2(1,1) <g>(i, 1) — g<(1, 1’))}

0 to
/ t
t1=t,=t _ — _ _
- /dfl/ dtl {<Z>(rlaflvt7t1) - 2<(rlaf17tat1)> gé(flvrllatlat)
to
- Ez(rbf‘latzgl) <g>(f‘17r/17t717t) _g<(r17r/17t17t))}

t
= /drl/ d{l {E>(I‘1,f‘l,t,fl)g<<f‘1,1‘/1,{1,t) — Z<(I‘1,f‘1,t,fl)g>(f'1,1‘/1,7?1,t)} .
to

(C.1)
In der lokalen Naherung erhilt man:
t
/dr/ AT {87 (e~ £ R, 0)g"(ERAL - D50 - B RO RREID) . (C2)
to

Der Stofterm der adjungierten KBE zu gleichen Zeiten vereinfacht sich durch eine analoge

Rechnung zu

t
—/dl‘l/ dt; {9<(1‘1,fl,t,f1)z>(f‘1,r/1’fht) —9>(r1,f‘1,t,7§1)2<(f‘1,rﬁ,fht)} . (C.3)
to

In der lokalen N&herung lift sich dieser Term schreiben als

t
—/df/dt‘ {g<(r—f~,R, 512> (F R — ¢ (r — T, R, —f,t)z<(f,R,f,t)}. (C.4)
to
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C. Betrachtung der Stokintegrale auf der Zeitdiagonalen

Unter Benutzung der Rechenregel (f * g)(t) = (g x f)(¢) fiir eine Faltung erhilt man
¢
. /df/ df {2>(r R, 1) (5, R T, 1) — <(r — F, R, —1,1)¢” (F, R, I, t)} . (C5)
to

Vergleicht man diesen Ausdruck mit (C.2), so sieht man, dass die beiden Stofintegrale bis auf ein
entgegengesetztes Vorzeichen gleich sind. In der kinetischen Gleichung fiir die Wignerverteilung

sind die Selbstenergie also wie folgt zu beriicksichtigen:
t — — — — -
2 /df'/ df {2>(r R, - t)g<(F, R, F,t) — 2<(r — , R, —t,t)g>(f,R,t,t)} (C.6)
to
t
=2 /dr1 / dt; {E>(I‘1, ry,t, El)g< (f‘l, I‘ll, 7,?1, t) - Z<(I‘1, ri,t, t})g> (f‘l, I‘ll, 7?1, t)} . (C7)
to
Stellt man diesen Ausdruck jetzt durch (3.38) und (7.7) noch eichinvariant dar, erhilt man

/tdt {57 (k4 K2(0.1):.7) o (ke + KDt

to

—2<(k+KaA(t,f);t,f> g>(k+KaA(t,Z);t‘,t>}. (C.8)
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D. Eichinvariante Darstellung der

Selbstenergie in der Bornschen Naherung

Den Ausgangspunkt stellt die Gleichung (7.25) dar. Die Selbstenergien werden in der lokalen
Naherung betrachtet, d.h. es existiert nur eine parametrische Abhingigkeit von der Schwer-
punktkoordinate R. Dann kann die Gleichung (7.25) mit Hilfe der Riicktransformation (3.10)

wie folgt dargestellt werden

dk1 dkg dkg dp1 dp2
Y2(r, R, t,t) = h? /d d’/ /
2(r,R.t1, 1) ; 205 [ orny @nh) @nh)® ) @xh)P (2rh)?

! ’
ea A
e <k1+7t[ dt,tlgt;>

%(I'I*I?)pl % (r]—r})p2 T - /
X e Vab (pl) Vab (p2) 1 ga< (kla R) tlv tl)
# (r2—rp) (kz-‘reb f dt’- A(t ; ) £ (rog—rh) <k3+eb f d#’ ‘?(? )
1 > 1 <
xXe gb<(k2aR7t17t/1) € gb>(k3,R7t/1,t1) .

(D.1)

Fasst man die Exponentialfunktionen nun derart zusammen, dass in einer Exponentialfunktion

nur die Terme zu rp und in einer Exponentialfunktion nur die Terme zu r, stehen, erhélt man

dk;  dks  dko dpi  dp2
S2(r, R, t1,t)) =h? /d d’/ / ,
a(rRhih) Z "2 [ orn)® 2rh)® (2rh)3 | (27h)3 (2rh)3

) t1 /
ip (kﬁ-eﬂ fdt’ A(t ) +p1> 24 (pz—kl—%‘? [dt’:‘ff?l)
X e e !

#ra(ka—ks—p1) 15 (ks—ko—p2)
X e e Vab (P1) Va (P2)

x G2 (ki, Ry t1, ) 32 (ko, Ry t1,t7) G5 (ks, Ry 1), 1) . (D.2)
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D. Eichinvariante Darstellung der Selbstenergie in der Bornschen Ndherung

Benutzt man hier beziiglich der Integration iiber ro und r}, die Darstellung der Deltafunktion,

erhalt man

dk, dks
Y2(r,R,t =h2 / /d dps 6 (kg — ks — p1) 0 (k3 — ko —
SR, 1t Z EE 27rh 78 2rnys | dprdp: (k2 —k3 —p1) 0 (k3 — ko — p2)

ty ’

At A
o(lovee fardm) gt (o far 23)
X e 1 e

X Vap(p1) Vi (p2) 92 (k1, R, t1, 1)) §5(k2,R,t1,t,1) b§(k3,R t,t1). (D.3)

Durch die Deltafunktionen kann nun die Integration iiber p; und po ausgefiithrt werden

. ty ,
2 ey [k a,  F ) (e A )
B R f) =h Z/ 27h)3 27Th (2wh)3 1

‘Vab(k?) *k2)| gcf(klaR)tlvtll) bz(kQaR 1,1 ) b§(k3aR tlvtl) .
(D.4)

Durch die Transformation (3.9) kann die Selbstenergie (linken Seite) wie folgt dargestellt werden

t
—% (rl rl)(k'l—i—%l Jdt ?(tt2>
i 1

S2(Ky Rt ) :/d(r1 —r))e Y2(rp — 1), R, b1, 1) . (D.5)

Ersetzt man in diesem Ausdruck Ef(rl —r},R,t1,t]) durch (D.4) und k] — kg, k1 — kI,

ky — kj und k3 — k; erhélt man

dk,  dK,  dk, i (rr) (Ko ek )
22 (ka, R, t1, 1)) =h? d(ry —rp) e AT
& (ke By, 8 Z/ 27h)3 (2mh)3 (27h)3 / (r—r)e
Vs (kp — ) |* 32 (K, R, t1,8)) 2 (kp, R t1,8)) 32 (K, Ry 8, 1) . (D.6)
Nutzt man auch hier wieder die Darstellung der Deltafunktion, folgt
»Z(ki, R, ¢t t’):hQZ/dk’dk’dk 6(ke + ky — kK, — K}) (D.7)
a 1, s U1y, U (27Th)6 b a b b a b a b .

Vi (ko — k) |° 62 (K, R, 11, 87) G2 (K Ryt 87) 65 (K, Ry 8, 1)

Man erkennt, dass es sich hierbei um die gesuchte Gleichung (7.26) handelt.
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