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2.6 Zeitverhalten eines freien Quanten-Teilchens

Wir betrachten in diesem Abschnitt ein Teilchen, welches nicht mit einem Potential wechsel-
wirkt, also gilt V'(r) = 0, und die Schrodinger-Gleichung nimmt folgende Form an:

_0Y(r, t) h?

_ o
ih 5 vaw(f,t).

Bei t = 0 sei die Wahrscheinlichkeitsamplitude durch ¢y(r) gegeben. Uns interessiert nun die
Zeitentwicklung. Bevor wir diese errechnen, iiberlegen wir uns das qualitative Verhalten. Auf
der rechten Seite der obigen Schrodinger-Gleichung tritt im eindimensionalen Fall die zweite
Ableitung der Funktion ¢ auf. Die zweite Ableitung einer Funktion stellt ihre Kriimmung (mal
—1) dar. Im unten stehenden Bild sind zur Hlustration eine gauBférmige Funktion und ihre
zweite Ableitung skizziert.

Abbildung 2.9: GauBformige (reelle) Wellenfunktion und ihre zweite Ableitung

Betrachten wir nun die linke Seite der Schrédinger-Gleichung und schauen wir uns den Grenz-
wert fiir grofle Zeiten an, bei dem die zeitliche Anderung verschwindet, so muss fiir alle r gelten:

.0

Also ist im Endzustand die erste Ableitung der Wellenfunktion im Ortsraum konstant (1-
dimensionaler Fall):

tlgg %w(zt,t) = const.

Im Zeitverlauf reduziert sich also die Kriimmung unserer Wellenfunktion immer mehr.

th <t <t

Abbildung 2.10: Verbreiterung der Wellenfunktion im Ortsraum

Die asymptotische Losung sollte also eine flache Kurve sein, die Wellenfunktion “zerfliefit”.
Dabei bleibt das Wellenpaket natiirlich immer auf einen endlichen Raumbereich beschrankt, in
dem die Wellenfunktion einen nahezu konstanten Wert annimmt.*!

H'Man beachte, dass eine Ausdehnung einer konstanten Wahrscheinlichkeitsdichte auf ein unendliches Volu-
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2.6.1 Lo6sung im Fourier-Raum

Bei der genauen Berechnung der Wellenfunktion eines freien Teilchen konnen wir auf die
Fourier-Transformation zuriickgreifen. Wir wissen bereits vom Doppelspalt, dass vy in der
Form einer ebenen Welle die beobachte Interferenz am Doppelspalt erklart und gleichzeitig
die Schrodingergleichung 16st. Die Gesamtheit der ebenen Wellen bildet ein vollsténdiges ab-
geschlossenes Funktionensystem (s. Analysis). Man kann also jede Losung der Schrédingerglei-
chung aus (i.a. unendlich vielen) Partialwellen iiberlagern. Zum Beispiel kénnen wir die Gauf-
funktion in Abbildung 2.9 als Uberlagerung von Partialwellen darstellen. Eine solche Funktion
stellt eine gute Modellvorstellung eines freien Teilchens dar, das den klassischen Limes (ein
“Punktteilchen” wiird sich ergeben, wenn die Breite gegen Null geht) direkt enthélt. Umge-
kehrt entspricht eine ebene Welle dem Limes Breite gegen Unendlich. Es bleibt zu klaren, wie
die Breite des Wellenpaketes mit physikalischen Eigenschaften des Teilchens zusammenhéngt.
Fouriertransformation: Transformieren wir also die Ortsabhéngigkeit in den Fourier-Raum
(Wellenzahl-Raum), wobei wir uns auf eine Dimension beschriinken'?:

T dk - |
vt = [ 5okt

Dies setzen wir in die obige Schrédinger-Gleichung ein:

O [dk -, . R [dk -,
ih 7 E ika O bk, t) = 7 [ %@E(k t) a—Qeikx _” [ dw k2 (k,t) ke
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h—(k,t) = k.t). 2.2
ik, t) = (k1 (228)

Beim letzten Schritt haben wir ausgenutzt, dass Exponentialfunktionen zu verschiedenen k
unabhéngig voneinander sind (orthogonales Funktionensystem). Das bedeutet, dass linke und
rechte Seite fiir jedes k separat iibereinstimmen miissen. Dann kénnen wir das Integral und den
gemeinsamen e-Faktor weglassen.

Die Schrodinger-Gleichung im k-Raum ist also entkoppelt, d.h. Losungen fiir unterschiedliche &
sind voneinander unabhéingig (das ist eine Konsequenz der Linearitét der Schrédingergleichung).
Zeitabhingige Losung: Die zeitabhéngige Losung dieser entkoppelten Differentialgleichung
finden wir nun wieder einfach iiber einen e-Ansatz:

Dk, t) = A(k) - e, (2.29)

wobei A und w zunéchst unbestimmte Koeffizienten sind, die jedoch von unserem Parameter k

abhéngen konnen. Einsetzen von (2.29) in Gleichung (2.28) liefert:

—iw(k)t _ nK?
2m
h2k?

2m

ih(—1)w(k) - A(k) - e A(k) - o—iw(k)t

heo (k)

men auf eine nicht-normierbare Wahrscheinlichkeitsdichte fithren wiirde. Dieser Fall ist aber physikalisch nicht
relevant.

12Die Wahl des Faktor % ist nicht eindeutig. Bei unserer Wahl taucht in der Riicktransformation der Faktor
1 auf. Alternativ werden hiufig in beiden Transformationen symmetrische Faktoren W verwendet.
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Damit haben wir wieder die Dispersionsrelation eines nichtrelativstischen Teilchens reprodu-
ziert. Nun miissen wir noch den Vorfaktor A(k) aus der Anfangsbedingung gewinnen. Zur Zeit
t = 0 gilt im Ortsraum:

Pz, t = 0) = o(x)

Setzen wir diese Grofe in die Fourier-Transformation ein, so erhalten wir die Anfangsbedingung
im k-Raum:

&(lﬁt = 0) - 7&0(1{;)

Mit ¢ = 0 kann man qﬁo(k) mit dem Vorfaktor A(k) identifizieren, so dass die zeitabhidngige
Losung im k-Raum die Form

U(k,t) = o (k) - e,

erhilt. Fiir die zeitabhiingige Losung im Ortsraum ist nun (k,t) zuriick zu transformieren.
Die Riicktransformation geben wir hier in drei Dimensionen an:

Bk -~ .
h(r,t) = / W%(;@)ez{@oz—w(mt},

2.6.2 Losung fiir eine Gauss-Anfangsbedingung

Beschrénken wir uns nun wieder auf den eindimensionalen Fall einer ebenen Welle in z-Richtung.
Die Fouriertransformation von oben nimmt dann die Form

[k~
1) = hatdd k i{kz—w(k)t}
w(‘r7 ) 271_2/}0( ) € )

—00

an mit der Dispersionsrelation w(k) = Z—’fj Als Beispiel behandeln wir nun ein Gauss-férmiges
Wellenpaket im Impulsraum,

(k) = Ce™ a7 hkoy*=iheo (2.30)

mit der zugehorigen Wahrscheinlichkeitsdichte im k-Raum

5k = (R = |C e T o

Die Gauss-Verteilung beschreibt eine Uberlagerung monochromatischer Wellen, die um kq zen-
triert sind, wobei die Breite der Verteilung durch o~! gegeben ist. Setzen wir die Anfangsbe-
dingung (2.30) in die Fourier-Transformation ein, so erhalten wir die folgende zeitabhingige
Losung im Ortsraum:

_ g / dk UT (k—Fko)2+i[k(z— wo)—w(k)t]‘
2m 7r
Wir entwickeln nun w(k) um die Frequenz am Peak, k = kg (die “Tragerfrequenz” wy = w(ko)).

Die Taylorreihe ist nach dem quadratischen Term bereits exakt, da die dritte Ableitung von w
nach £ gleich Null ist:

hi? dw 1w ,
Gy = w(ko) + T | (k—k‘o)+§w (k — ko)

= wo + va(k — ko) + B(k — ko)

w(k) =



