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Abbildung 3.9: Situation, die dem grolkanonischen Ensemble zugrunde liegt: Ein kleines System
“S” steht im Kontakt mit einer (“groBen”) Umgebung “T” und kann mit dieser Teilchen und
Energie austauschen. (Beispiel: Man betrachtet einen kleinen Ausschnitt eines gasbefiillten
Raumes). Das Gesamtsystem unterliegt der Mikrokanonischen Gesamtheit: Gesamtenergie und
Gesamtteilchenzahl sind fixiert. Im Gleichgewicht zwischen System und Thermostat stimmen
die Temperaturen und die chemischen Potentiale iiberein.

Wir betrachten Mikrozusténde, die indiziert werden durch |7, j, Ng, N7) und die aus der Losung
der Schrodingergleichung folgen:

([:IS + F[T)ija NSaNT> = |(E}VS + E]]VT)|Z7]7 NSvNT>7

wobei der Wechselwirkungsbeitrag als vernachléssighbar angenommen wurde, sodass beide Ha-
miltonians kommutieren.

Wir nehmen wieder an, das S-System sei klein gegen die Umgebung, also Ng < Ny ~ Ny,
sowie |Ey | < |EY, | = Up.

Die mikrokanonische Dichtematrix des Gesamtsystems ist gegeben durch

1 . )

0,ST % 7

o Ny (Uo, No) = ZeST (0 N No)A [Uo — Ejy, — E%,] A[No — Ns — Nq,
Da wir jetzt die Teilchenzahlen Ng und Np als variabel zulassen, mussten wir eine zweite
A-Funktion verwenden, die die Gesamtteilchenzahl fixiert.
Wir finden nun die System-Dichtematrix wieder durch partielles Abspuren der mikrokanoni-
schen Dichtematrix des Gesamtsystems (Diagonalelemente) iiber die Parameter des Thermo-
staten:

Ql NS UO’ NO Z Z Qz,j NS,NT U07 NO) ) (325)
j Np=0
und fithren die Zustandssumme des Thermostaten ein:

7N EN) = Z Z A[E — E]JV A[N — Nt] = exp <i3>

j NTZO
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Damit kénnen wir die mikrokanonische Dichtematrix des Systems ,S¢, Glg. (3.25), wie folgt
ausdriicken,

iy = Z B2 (1)
i,Ng ) -

Z“’ST(UO No) NT

(3.26)

e (BB N-N) (3
exp (2 (U0, No)

Dieser Ausdruck gibt die Wahrscheinlichkeit des Systemzustands |E}; N;) unter der Bedingung
an, dass die Gesamtenergie und -Teilchenzahl Uy bzw. Ny betragen.

Nun entwickeln wir, analog zur Herleitung des kanonischen Dichteoperators, die Entropie ST
nach der Energie und der Teilchenzahl um die Mittelwerte der Energie (Ur) und der Teilchenzahl
(N7) im Thermostaten, unter den Annahmen Ejy < Ur =~ Up, sowie Ng < Ny ~ N,.
AuBerdem gilt*? Ug + Up = Uy, Ng + Nr = Ny, sowie |Ey — U] < Ur und |N, — N,| < Nr,
so dass folgt

T I \7 N7 6ST i aST N
S™(Us + Ur — Ej,,Ns+ Npr — Ng) = 5" (UT7NT)+E<US_ENS)+aNT(NS_NS)+O No

wobei Us und Ur die mittlere_n Energien der Teilsysteme sind, mit Uy = Us + Ur, und die
Ableitungen an der Stelle Ur, Nt ausgewertet werden. Wir identifizieren die Ableitungen mittels
der Zustandsfunktion ST(Ur, Vi, Niv)

d :—d —d ~ LiNT
ST Tr UT+TT Vr TT T

und setzen dies zusammen ein in Gleichung (3.26) und erhalten vermittels der Additivitat der
Entropie (Exponentialfunktion im Nenner)

STWTT) P (Us~Eivg) o —Bu(Ns—Ns)

ST NT) oSS (Us,Ns) ks

0 Uo, No) =

= 66(US_TSS_M\TS)eﬁ(“NS_Efi\’s) = eﬂﬂeﬁ(”NS_E}.\fs)

Obiger Ausdruck héngt ab von den Systemeigenschaften Ny und E}VS, er ist aber unabhéngig von
den Thermostat-Gréflen und den Parametern des Gesamtsystems, weshalb wir im Folgenden
die Indizes ,,S“ und “u” weglassen. Weiter ist dieser Ausdruck nun nur noch abhéngig von
Parametern (3, u, V' — wir haben die (groBkanonische) Dichtematrix des Systems “S” gefunden.
Den zugehorigen Dichteoperator zu obiger Dichtematrix nennt man den grof3kanonischen
Dichteoperator p¢, Glg. (3.28). Die Grofie

QT,V,p) =U —TS — N, (3.27)

nennt sich gro3kanonisches Potential. Wir definieren noch die grof3kanonische Zustands-
summe Z% aus der Normierungsbedingung,

1—22%—@”226 )

N=0 1

22Ng und Ny bezeichnen die Ensemble-Mittelwerte der Teilchenzahlen, fiir die gilt Ng + Ny = Ny
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ZO(T,V, p) = e PUTVN) — Z Z PBN=F)  grofikanonische Zustandssumme
N=0 i

Damit konnen wir auch schreiben

~

1 i
QSN(T, Vip) = ﬁe_ﬁ(EN_“N) : grof3kanonische Dichtematrix

Den Dichteoperator (seine Matrix ist im Gleichgewicht diagonal, mit den Diagonal-Elementen
of'x) kénnen wir nun damit schreiben als

1 A 2
(T, V, ) = WG_B(H_“N ), groBkanonischer Dichteoperator (3.28)

Aus der Dichtematrix, p%; ist ersichtlich, dass die Energieabhingigkeit auch hier verbreitert
ist, wie im kanonischen Ensemble. Zusétzlich ist auch die Teilchenzahl nicht fixiert, und unter-
schiedliche Teilchenzahlen treten mit endlicher Wahrscheinlichkeit N - S auf, mit einem Peak
bei N, vgl. Abb. 3.10.

Der Teilchenzahloperator N kommutiert mit dem Hamiltonoperator und zahlt die Teilchen im
gemeinsamen Eigenzustand?®?, sein Eigenwert ist die Teilchenzahl in diesem Zustand,

H|i,N) = Ey|i,N),
Nli,N) = N|i, N).

Im klassischen Limes (E; — H(2)) geht die Zustandssumme in das GroBkanonische Zustand-
sintegral {iber,

=1 ds
79T V. u) = = 7t BIN—H(Q,N)]
Cl( ) 7#’) JVE:ON'/(QWFL):}NG )

und wir finden die klassische groffkanonische Phasenraumdichte:

1
PSONTV. ) = —— PlN-HEQN)]
cl( ) )+ 7”) Z(E];(Ta‘/a,u)e

3.6.3 Berechnung thermodynamischer Groéflen im groflkanonischen
Ensemble

In diesem Kapitel mochten wir wieder thermodynamische Groflien durch partielle Ableitungen
der Zustandssumme berechnen. Dazu fithren wir wieder niitzliche abkiirzende Variablen ein,

1 1%

TSRt T T

23Gtillschweigend haben wir eingefiihrt, dass der Hamiltonoperator H als auch der Teilchenzahloperator N
auf einem Hilbertraum wirken, der verschiedene Teilchenzahlen zulésst. Dieser wird auch Fock-Raum genannt.
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GroBkanonisches
Ensemble

T=fix
Ei =fix

0 (Nyg=N

Abbildung 3.10: Groflkanonisches Ensemble: Wahrscheinlichkeitsverteilung (Diagonalelemente
der Dichtematrix pSy, gelb) als Funktion der Teilchenzahl. Mit wachsender Temperatur 7' nimmt
die Breite der Verteilung zu (sie wird flacher). Rot: Die Teilchenzahlverteilung, N - p&, ist
gepeakt beim Mittelwert, ihre Breite ist durch die Standardabweichung o gegeben und wéchst
mit 7. Die Energieabhéngigkeit (bei N=fixiert) ist wie im kanonischen Ensemble, vgl. Abb. 3.7.

womit wir finden:

In Z¢,

« 0 G
(N)g = a‘van .

Die erste Formel ist vollig analog zum kanonischen Ensemble und, genauso wie dort, lassen sich
auch Energie-Fluktuationen (Spezifische Wérme) untersuchen. Neu ist das Resultat fiir den
Erwartungswert der Teilchenzahl. Wie bei der Energie lassen sich dariiber hinaus auch fiir die
Teilchenzahl die Fluktuationen berechnen?*.

3.6.4 Aufgaben

1. Man zeige, dass gilt (H)q = U, sowie (N)g = N. Dabei verwende man die Definition von
Q, Glg. (3.27).

2. Man berechne die Varianz der Energie und der Teilchenzahl und zeige, dass (AH)?)g =
ksT?Cya, sowie ((AN)?)¢ = ksTG) |r.

3. Man untersuche die relativen Fluktuationen der Energie und der Teilchenzahl.
4. Man berechne die Korrelation von Energie- und Teilchenzahl-Fluktuationen im groflka-

nonischen Ensemble, (ANAH). Hinweis: man driicke die Fluktuationen durch die Ope-
ratoren und ihre Erwartungswerte aus.

24 Aufgabe: Man berechne die Fluktuation der Teilchenzahl.
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3.7 Grof3lkanonisches Ensemble mit Volumenausgleich

E1, V1, Ny E2, V2, N2

isolierte mikrokano-
nische Systeme

thermischer Kontakt
und Teilchenaustausch

Volumenanderun ) ) .
. ¢ Ein mikrokanonisches System

N = Ni1+Nz = N1 + N2
N'{ —at—f—®— N2=N-NY E=E+E»=E" +E'
E'\ —-t—{—m E2=E-EY4 2T R E2
Vy ] V=V-V{ V=Vi+V2 =V +V;
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Wand
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beweglich

Abbildung 3.11: Zwei mikrokanonische Systeme (oben) werden in thermischen Kontakt ge-
bracht, wobei - zusétzlich zum Fall von Abb. 3.8 - neben Teilchenaustausch auch eine Volu-
mendnderung gestattet ist. Sie gehen in ein einheitliches mikrokanonisches System iiber, wobei
sich die Energie, die Teilchenzahl und das Volumen in den beiden Teilen &ndern, bei fixierter Ge-
samtenergie, Gesamtteilchenzahl und Gesamtvolumen. Ein stabiles Gleichgewicht (Maximum
der Entropie) ist erreicht, wenn sich gleiche Temperaturen, chemische Potentiale und Driicke
eingestellt haben, s. Rechnung.

Wir betrachten nun zwei Teilsysteme mit einer beweglichen Wand zwischen ihnen (z.B. Kolben
in einem Motor oder elastische Trennwand etc.), s. Abb. 3.11.

3.7.1 Systeme mit Energie-, Teilchen- und/oder Volumenaustausch.
Druck

Wir maximieren wieder die Entropie, die sich nach dem Kontakt beider Teilsysteme einstellt.

Dabei bleibt das Gesamtvolumen konstant, nur die Aufteilung kann sich &ndern gemifl Vi =
V-V

i
vy

/
s,
/

E{,N;V a‘/Q

0= dSy, =...dE} +...dN| + (

avy,
E} ,NLV

wobei der Klammerausdruck (gleichzeitig mit den beiden anderen) verschwinden muss. Die dort
auftretende Ableitung definieren wir zu

08 P

oVlen T’

wobei p der Druck ist (wir sehen spéter, dass er mit dem Druck aus der Thermodynamik
iibereinstimmt). Die Stabilitdtsbedingung beziiglich Volumenédnderung wird damit zu p; = ps.
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Dies konnen wir wieder verallgemeinern auf Systeme mit beliebiger Aufteilung, so dass die
allgemeine Stabilitdtsbedingung beziiglich Kompression oder Expansion ein homogener Druck
ist.

3.7.2 Herleitung des Dichteoperators

Wir betrachten nun wieder ein “kleines” System, das in einen Thermostaten eingebettet ist.
Zusétzlich zum grofkanonischen Ensemble wird jetzt aber zugelassen, dass sich auch das Sy-
stemvolumen &dndern kann.

Aufgabe: Man wiederhole die Herleitung des groflkanonischen Dichteoperators mit der Erweite-
rung auf Volumenénderung (bewegliche Wand), vgl. Abschnitt (3.7.1). Zeigen Sie, dass der Dich-
teoperator anstelle des groBkanonischen Potentials die Funktion K (T, p, u) = U—-TS+pV —uN
enthélt.

Bemerkung: In einem homogenen System im thermodynamischen Gleichgewicht kénnen p, T, u
nicht unabhéngig variiert werden (die Zustandsfunktion kann nicht nur von intensiven Grofien
abhéngen). Dies folgt aus der Gibbs-Duhem-Relation, s. Abschnitt 4.2. Praktisch relevant sind
also Situationen, wo Kombinationen aus maximal zwei Austauschprozessen (Energie-, Teilchen-
bzw. Volumenaustausch) auftreten.

3.8 Zusammenfassung der wichtigsten
thermodynamischen Ensembles

Die statistische Mechanik liefert den strengen Ubergang von der Quantenmechanik (bzw. klas-
sischer Mechanik) des N-Teilchen-Problems zu einer Wahrscheinlichkeitsbeschreibung:

(1) Hy|¥;) = Ei|¥)
(2) Mit einem vollsténdigen Orthonormalsystem {|7) } kénnen wir eine Dichtematrix

0; = (i|o|i), Quantenmechanisch

P(Q), klassisch

definieren, welche die Wahrscheinlichkeit (statistischer Mittelwert im thermodynamischen
Gleichgewicht) des Mikrozustandes |i) bzw. € angibt.

(3) Die Normierungskonstante aller diskutierten Ensembles ist die entsprechende Zustands-
summe Z. Aus In(Z) [bzw. -In(Z)] folgt dann das dem Ensemble entsprechende thermody-
namische Potential, aus welchem wiederum alle thermodynamischen Gréfien bestimmbar
sind. Insofern sind die Zustandssummen bereits fundamentale Beschreibungen der ther-
modynamischen Systeme.

Wir haben die folgenden drei wichtigsten Ensembles kennengelernt:
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isoliert Wiarmeaustausch Waiarme- u. Teilchenaustausch System
mikrokanonisch () Kanonisch (K) groBkanonisch (G) Ensemble
UV,N T,V,N T.V, i Fix. TD GroBen
U<E;<U+AE E;#U, (Hx=U EL#U (Hg=U Mikroskopische
N=N N=N N#N, (N)g =N GroBen
ON=0U=0 IN =0, (6H)k ~ \/—IN (ON)g ~ \/LN’ (0H)g ~ \/LN Relative Flukt.
o' (U) = = A[E; — U] of = Fre B oSy = eV =EN) Dichteoperator
A > 1 A 76 = 3 3 efN-Ey) Zust.summe
E;€[UU+AE] i N=0 i
S(U,V,N) F(T,V,N) Q(T,V, ) Thermodyn.
=kgln Z#(U,V,N) = —kgTIn Z¥(T,V,N) = —kgTIn ZS(T,V, p) Potential
Entropie Freie Energie GroBkanonisches Potential
F=U-TS Q=U-TS - uN Thermodyn.
dS = £dU + 2dV — L£dN | dF = —SdT — pdV + pdN dQ = —SdT — pdV — Ndu Relation

Im Rahmen der Thermodynamik werden wir noch weitere thermodynamische Potentiale ken-
nenlernen, welche von anderen Kombinationen der Variablen U, T,V,p, N, i abhéingen. Diese
lassen sich im Prinzip ebenfalls auf ein Ensemble zuriickfithren. Die Rechnungen verlaufen
analog zu denen fiir das kanonische und das grofikanonische Potential. Solche Uberlegungen
konnen helfen, sich klar zu machen, welche Situation ein gegebenes thermodynamisches Poten-
tial iiberhaupt beschreibt.

3.9 Die Gibbssche Fundamentalgleichung

Eine wichtige Grundlage der Thermodynamik sind die Hauptsétze. Hier untersuchen wir den
Energie-Erhaltungssatz (1. Hauptsatz) und die verschiedenen Beitrédge zur Energie. Unsere
Betrachtungen im Rahmen der Statistischen Physik basierten auf einem Wahrscheinlichkeits-
Zugang, dessen zentrale Grofle die Entropie ist, die wir mikroskopisch, aus der Zustandssume,
berechnet haben. Daher ist die Entropie auch der Ausgangspunkt fiir die folgenden Untersu-
chungen.

3.9.1 Allgemeine Entropiebilanz

Die Gesamtéinderung der Entropie ist bestimmt durch folgende Anderung physikalischer GroBen:

_os
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wobei die jeweils anderen Variable fixiert sind. Die verschiedenen Ableitungen der Entropie
haben wir bereits mit anderen physikalischen Grofien identifiziert, sodass wir erhalten

Gibbs’sche

1 P 1 A
dS = =dF + =dV — =dN + =d
S + v + 7, Fundamentalgleichung

T T T T




