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S: Es, Vs, Ns
60
Es<Et
T: E1, V1, Nt Ve <Vt
Ns < Nt
Es+ E;x=Ug = const
TS = TT

Abbildung 3.6: Die der kanonischen Verteilung zugrunde liegende Situation: Ein kleines Sy-
stem ,S* steht im thermischen Kontakt mit einem (viel grofileren) Thermostat , T“. Die Ge-
samtenergie ist fixiert, im thermodynamischen Gleichgewicht haben beide Teilsysteme dieselbe
Temperatur, s. Abschnitt 3.5.1. Nun sind aber verschiedene Energieaufteilungen auf ,,S“ und
, T moglich, welche verschieden oft auftreten. Die Wahrscheinlichkeit verschiedener Energien
im System “S” unter diesen Bedingungen wird beschrieben durch die kanonische Verteilung.

mit den Diagonaleintrigen

1 .
ST _ pST _ i
0;; (Uo) = P (Up) = ZST—(UO)A (U — EY] |
wobei alle Mikrozustéinde mit Energie EY € [Uy, Uy + AE] mit gleicher Wahrscheinlichkeit
auftreten und ihre Zahl durch Z57 gegeben ist.
Wir berechnen nun den Dichteoperator des (kleinen) Systems. Dazu berechnen wir die Teilspur
iiber die Zustédnde des Thermostaten:

@S(Uo) = Tryp @ST(UO)
o (Uo) = > (ij|e* (Uo)lij) = > PIM(Uy) .

J J

Wir definieren die Zustandssumme des Thermostats, Z7(E) = 3" A[E — E2]. Damit kénnen

J
wir den letzten Ausdruck umschreiben als

1 . )
S i
o (UO) = ZST(U()) Ej :A[Uo - ES - E']I‘]

ZY(Uy — EY)
Z5T(Uy)

Wir driicken nun Z durch die Entropie aus, wofiir wir nutzen :—g = InZ,,, und erhalten

Q%SE(UO—E%)

o5 SiT o)

Qz‘S(UO) =
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und verwenden des weiteren S5T(Uy) = S5(Us)+ ST (Ur), mit Uy = Us+Ur sowie Us < Ur und
|Us — E%| < Ur. In diesen zusiitzlich angenommenen Relationen steckt die Annahme dariiber,
dass der Thermostat sehr viel gréfer ist als das System S. Wir entwickeln daher

95" (Ur)

T _Ez ~ T
S*(Us + Ur $) ~ S (Ur) + o0

. (Us —Eé) +

und nutzen jetzt dST = TLTdUT, wobei wir annehmen, dass dV = dN = 0, und finden

ST(Us—l-UT—Eé) %ST(UT) T(US_ES)—FO{(%;) } .

Damit konnen wir nun die Zustandssummen einfach berechnen und erhalten
. i3 W) |k Us—EY)
¢ (Th) o5 UD) | 2 (Us)

wobei sich die beiden ersten Exponenten im Zahler und Nenner kiirzen lassen. Damit verschwin-
den alle Abhiingigkeiten vom Thermostaten, und ¢f hingt nur noch von System-Parametern
ab, wie wir es angestrebt hatten. Der Einfluss des Thermostaten ist nur noch implizit vorhan-
den — iiber die verdnderte Abhéngigkeit von der Systemenergie.

Wir fithren nun eine neue Abkiirzung ein: F' = U — T'S ist die freie Energie. Somit finden
wir die kanonische Dichtematrix des (kleinen) Systems S, fiir die wir eine neue Bezeichnung
einfithren, die die verbliebenen Abhingigkeiten widerspiegelt, pf — pX(T,V, N):

1
O (T, V,N) = ) =

7K e PE: | kanonische Dichtematrix

Dabei definieren wir die kanonische Zustandssumme Z¥ als

T V,N) Ze Ei — ¢=BF kanonische Zustandssumme

welche die Verteilung normiert: Trp% =Y, pK =1

Fazit: Anders als im mikrokanonischen Ensemble sind die Mikrozustdnde im kanonischen En-
semble nicht gleichverteilt, sondern haben ein Gewicht e #¥¢ (Boltzmannfaktor). Energetisch
hohere Zustdande werden dabei weniger besetzt. Allgemein gilt: Betrachten wir zwei Zusténde
Im), |n) mit Energien E,, > E,, so ist |m) um einen Faktor e=#(Fn=Fn) weniger besetzt als |n).
Insbesondere sind fiir 7' # 0 K = [ # oo alle Eigenzustéinde des Hamiltonoperators endlich
besetzt. Dieses Verhalten ist in Abb. 3.7 illustriert. Im rechten Bild sieht man dariiber hinaus
die Warhscheinlichkeit des Auftretens verschiedener Energien, die maximal ist am Mittelwert,
(H)¢ = U und deren Breite durch die Standardabweichung oy bestimmt ist.

Einfluss der Entartung: Alternativ kénnen wir die Zustandssumme — statt einer Summe iiber
alle Mikrozustédnde ¢ — auch durch Summation iiber alle Beitrdge zu verschiedenen Energien F),
ausdriicken,

e =N g(B)e

i {En}
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Abbildung 3.7: Links: Wahrscheinlichkeitsverteilung (Diagonalelemente der Dichtematrix pX).
Wihrend im mikrokanonischen Ensemble die Energie festgehalten ist (pf'), werden im kano-
nischen Ensemble alle moglichen Werte realisiert. Mit wachsender Temperatur 7" nimmt die
Breite der Verteilung zu (sie wird flacher, blaue Kurve). Rechts: Die Energieverteilung, F;pX,
ist gepeakt beim Erwartungswert, ihre Breite ist durch die Standardabweichung oy gegeben
und wéchst mit 7.

wobei g(F,) den Entartungsgrad des Energie-Eigenwertes E,, beschreibt.

Beispiel: der 1D-Oszillator hat keine Entartung, F = (n+ 1/2)hw. Der 2D-Oszillator hat zwei
identische Energiebeitrége E, n, = Enyn, = (1 + n2 + 1)Aw, und so gibt es im Allgemeinen
mehrere Moglichkeiten, dieselbe Energie zu realisieren, was zu deren Entartung (g > 1) fithrt.!?

3.5.3 Berechnung thermodynamischer Groéfien

Wir befassen uns jetzt mit der Berechnung von thermodynamischen Erwartungswerten mit
Hilfe des kanonischen Dichteoperators.

(1) Die oben eingefiihrte Grofle ' = U — T'S ist die freie Energie. Sie hangt direkt mit der
kanonischen Zustandssumme zusammen:

F(T,V,N) = —kgTIn Z¥(T,V,N). (3.23)

Dieser Zusammenhang ist analog zur Beziehung zwischen Entropie und Zustandssumme
im mikrokanischen Ensemble.

(2) Aus der Definition (3.23) und unseren vorherigen Betrachtungen zur Entropie folgt sofort,
dass der Gleichgewichtszustand (die kanonische Wahrscheinlichkeitsverteilung) aus der
Extremaleigenschaft der freien Energie folgt. Wegen des Minuszeichens ergibt sich der
Gleichgewichtszustand aus dem Minimum von F.

(3) Mit der Abkiirzung

1
L
lassen sich die Diagonalelemente des Dichteoperators schreiben als PX = e;fj, wodurch

sich insbesondere Differentationen leicht ausfithren lassen.

19 Aufgabe: Man stelle diesen Zusammenhang fiir das Wasserstoff-Atom dar. Dabei ist i — (n,1,m).
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(4) Der Erwartungswert der Energie (die innere Energie) im kanonischen Ensemble (K) ldsst
sich ausdriicken als

N ~ —BE;
U= (H)=Teg"H = Y H;- PF =Y B

o(vF)

1 az® B 8anK‘ )
ZK Oy vy 0y lvw 0y VN

(5) Spezifische Wirme (Wirmekapazitit) Cy y. Die extensive Wéarmekapazitit bezeich-
nen wir mit C, die intensive (spezifische Warme) mit ¢ = C'/N. Wir definieren die exten-
sive Warmekapazitét (isochor)

Cvn ou J - 0 1 B
L= = H = - EZ YL
k?B 814;BT V,N 8]{/‘BT< >K 8kBT {ZK ; ¢
1 1 2 7K
= 72 - QZK + _a 4
(Z%)2 \ 0y ZK 0y?
2 ) 772 A
=7 {(H K — <<H>K> } ,
und identifizieren die Varianz von H: Vi = ((AH)?)k. Folglich kénnen wir schreiben:
CVN 1

kg B (kpT)? <(Aﬁ)2>K7

wobei C offensichtlich die Dimension von kg hat.

Bemerkung: Im mikrokanonischen Ensemble gibt es keine Fluktuation der Energie. Im
kanonischen Ensemble dagegen besitzt die Energieverteilung F;pX eine endliche Breite
[vgl. Abb. 3.7.b], mit einer Standardabweichung, die durch v/C' gegeben ist.

(6) Relative Energie-Fluktuationen Die relativen Fluktuationen der Energie berechnen
wir nach Formel (2.2):

VIAE?)x /TN (T,V) 1

UH — = = ~
(H)x NV VN
und bestétigen die erwartete Skalierung mit der Systemgrofle. Die relativen Fluktuationen
gehen also im thermodynamischen Limes gegen 0. Bei endlicher Teilchenzahl sind diese
Fluktuationen endlich. Gleiches gilt in speziellen Situationen, wie etwa in der Néhe von
Phaseniibergéingen, die wir in Kapitel 2.3 diskutiert hatten.

Grenzwert der Entropie bei T — 0

Als ,3. Hauptsatz der Thermodynamik “ oder Nernst-Theorem (Nernst 1906, Planck 1910)
bezeichnet man héufig den Grenzwert der Entropie fiir 7" — 0.

Die Aussage ldsst sich in folgender Weise herleiten:

Sei Ey der Grundzustand eines (quantenmechanischen) Vielteilchensystems und g-fach entartet.
Im kanonischen Ensemble mit Dichteoperator gf* finden wir fiir 7' — 0, dass

e PE: e PE: 1 e~ B(Ei—En) . 1 (=1 )
— = — —, 1 = ...g),
< - < 1+1 e—P(E;—E1)
R g1ty 2. g

or
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wobei wir ausgenutzt haben, dass fiir 7" — 0 der Summenterm im Nenner gegen 0 geht, wihrend
im Zahler die Exponentialfunktion genau dann gegen 0 geht, wenn i ¢ {1,2, ..., g}, also keiner
der Grundzustinde ausgewéhlt ist. Ansonsten bleibt die Exponentialfunktion 1. Damit kénnen
wir die Entropie aufschreiben:

S K K 1.1
——_—g *lnp = —g—In— = 1In(gq).
kn : O; 9; gg g (g)

Das heif3t, fiir " — 0 geht die Entropie gegen eine Konstante, die nicht von den thermodynami-
schen Parametern abhéngt. Ist der Grundzustand nicht entartet (¢ = 1), so erhalten wir S — 0.
Dies ist die Aussage des Nernst-Theorems, die wir fiir das kanonische Ensemble bewiesen haben.
Als Postulat fordert man nun: Dies gilt universell. Aus dem Nernst-Theorem folgt auch, dass
der absolute Nullpunkt, 7" = 0 nicht erreichbar ist, da dafiir eine unendliche Zahl von Schritten
(Zustandsénderungen) erforderlich wiire.

Niedrige Absolute Temperaturen finden sich in der Natur: so betréigt die mittlere Temperatur
des Universums (bestimmt aus der kosmischen Hintergrundstrahlung) ca. 2.7K und sie sinkt
kontinuierlich mit fortschreitender Expansion. Die niedrigsten bekannten Temperaturen wurden
allerdings im Labor erzielt: mit Laserkiihlung erreicht man heute Temperaturen von Gasatomen
von der GréSenordnung von 1072K. Die Grenze liegt dabei in der endlichen Nullpunktsenergie
der Teilchen?!.

3.6 Grof3kanonisches Ensemble

3.6.1 Systeme mit Energie- und/oder Teilchenaustausch.
Chemisches Potential

Das groflkanonische Ensemble lasst sich dhnlich herleiten, wie das kanonische Ensemble. Beim
kanonischen Ensemble betrachteten wir zwei Teile (1,2) eines Systems, bei dem wir eines als
grofes “Reservoir” aufgefasst haben, und haben dann das andere, kleine untersucht. Beim
kanonischen Ensemble ist Energieaustausch moglich (d.h. die Energie £ = E; + E iiber das
gekoppelte Gesamtsystem sei vorgegeben). Beim groflkanonischen Ensemble lassen wir iiberdies
auch noch Teilchenaustausch zu, nur die Gesamtteilchenzahl N = N; 4+ N, sei vorgegeben, s.
Abb. 3.8.

Unsere Aufgabe ist es nun, Ef und N| so zu wihlen, dass die Entropie S12 = S1(E7, Vi, Ny) +
Sa(E, Vo, Ni) maximal wird. Dabei sind Nj = N — N| und E, = F — E] festgelegt.

oo [0S 0S:\ ., (95 88\ .,

Dies ist genau dann der Fall, wenn die Klammerausdriicke simultan verschwinden. Der erste
Klammerausdruck liefert dann, wie im kanonischen Ensemble, T} = T, = T'. Fiir den zweiten
Klammerausdruck definieren wir eine neue Gréfle, p,

OS(BV,N)| _ p(B.V.N)

ON ev  T(E,V,N)’

das chemische Potential, das wir schon im Abschnitt 3.4.5 diskutiert hatten. Da im Ausdruck
(3.24) die Temperaturen iibereinstimmen miissen (erster Term), konnen wir sofort folgern, dass
dann auch die chemischen Potentiale iibereinstimmen miissen, p; = ps = .

20Eine Begriindung findet sich z.B. auf Wikipedia.
2lin einem endlichen System - begriinden Sie das.
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Abbildung 3.8: Zwei mikrokanonische Systeme (oben) werden in thermischen Kontakt gebracht,
wobei — zusétzlich zum Fall von Abb. 3.5 — auch Teilchenaustausch gestattet ist. Sie gehen in
ein einheitliches mikrokanonisches System {iber, wobei sich nur die Energie und die Teilchenzahl
in den beiden Teilen &ndern, bei fixierter Gesamtenergie und Gesamtteilchenzahl. Die Volumi-
na bleiben fixiert. Ein stabiles Gleichgewicht (Maximum der Entropie) ist erreicht, wenn sich
gleiche Temperaturen und chemische Potentiale eingestellt haben, s. Rechnung.

Bemerkung: Dies gilt auch fiir die Stabilitét fiir ein System mit chemischen Reaktionen, s. Ab-
schnitt 4.7, ein Mehrphasensystem [Abschnitt 4.6] oder Systeme in externen Feldern.

Wiéhrend der Relaxation zum Gleichgwicht gilt dS > 0. Bei us > pp gilt dann offensichtlich
dN{ > 0, d.h. wir erhalten Teilchenfluss von System 2 in System 1.

3.6.2 Herleitung des gro3kanonischen Dichteoperators

Wir betrachten jetzt die Situation, die in Abb. 3.9 skizziert ist: ein (kleines) System in einem
viel groBeren, wobei zwischen beiden Energie und/oder Teilchen ausgetauscht werden konnen.
Nach den Uberlegungen aus dem vorigen Abschnitt wird das kleine ,,System* festgelegt durch
eine Temperatur T, ein Volumen Vg und ein chemisches Potential ;5. Dabei stimmen 7T und
its mit den entsprechenden Gegenstiicken der Umgebung iiberein:

Te=Tr=1T,

Hs = HT = [,
Ng + Ny = Ny = const,

E}VS + EfVT = Uy = const .

Wir betrachten Mikrozusténde, die indiziert werden durch |, j, Ng, Nr) und die aus der Losung
der Schrodingergleichung folgen:

([:IS + ]:IT)|i7ja NSaNT> = |(EJZVS + E]]VT)|Z7.]7 NSvNT>7

wobei der Wechselwirkungsbeitrag als vernachlassigbar angenommen wurde. Daher kommutie-
ren beide Hamiltonians.



