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Diese Formel hat die korrekte Struktur einer extensiven Gréfle: S, (E,V, N) = N-s,(E/N,V/N).
Es lasst sich dariiber hinaus leicht nachrechnen, dass dieses Ergebnis auch das Gibbs-Paradoxon
16st.

Aufgabe: Man zeige, dass die mikrokanonische Entropie (3.14) im Fall identischer Teilchen
A = B, zu einer Mischungsentropie von 0 fithrt und das Gibbs-Paradoxon 16st.

3.4.4 Thermodynamische Funktionen des idealen Gases im Mikro-
kanonischen Ensemble
In diesem Kapitel diskutieren wir die Information, die in der Entropie enthalten ist. Da-

zu verwenden wir das gefundene Resultat S, Glg. (3.14), fiir das ideale Gas mit all seinen
Abhéngigkeiten von den Parametern E,V, N. Wir berechnen das vollstéindige Differential

S oS oS
dS,(E,V,N)=—L| dE+ —£| d —E|  dN.
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Fiir das ideale Gas finden wir aus Glg. (3.14)
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Die jeweils letzten Ausdriicke haben wir durch den Vergleich mit der Thermodynamik identi-
fiziert'*, unter der Annahme, dass beide Ausdriicke fiir die Entropie und die Koeffizienten vor
den partiellen Ableitungen dquivalent sind:

1
dSTD = —_— (dU + pTDdV - IUTDdN) . (316)
Trp

Aus diesen Ausdriicken finden wir sofort die bekannten Formeln fiir die Energie, den Druck und
das chemische Potential des klassischen idealen Gases:

E- gNk;BT, (3.17)
pV = NkyT, (3.18)
w=kgTIny, (3.19)

wobei x der Entartungsparameter (3.9) ist. Hier ist Gleichung (3.18) die bekannte Zustands-
gleichung, sowie Gleichung (3.17) die kalorische Zustandsgleichung des idealen Gases.

Aufgabe: Man leite das Ergebnis (3.15) fiir die Ableitung der Entropie nach N her und zei-
ge, dass sich das Resultat, wie angegeben, durch den Entartungsparameter ausdriicken l&sst.
Untersuchen Sie das Vorzeichen von p, Glg. (3.19).

MWir verwenden hier die Gibbssche Fundamental-Gleichung (3.16), die enie Kombintation des ersten und
zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik ist, die wir in Kapitel IV. herleiten werden. Auch verwenden wir die
in der Thermodynamik {ibliche Abkiirzung U fiir die innere Energie, die wir im nichsten Kapitel diskutieren
werden.
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3.4.5 Allgemeiner Zusammenhang zwischen Mikrokanonischer Zu-
standssumme und Thermodynamischen Funktionen. Tempe-
ratur. Operatoren des Drucks und des chemischen Potentials

Obige Relationen, die wir fiir das ideale Gas gefunden haben, nehmen wir nun als Grundlage,
um Temperatur, Druck, und chemisches Potential fiir beliebige Systeme!® zu definieren und in
Beziehung zum Hamilton-Operator zu setzen:

S.(E,V,N) = kglnZ,(E,V,N)
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Hat man Kenntnis iiber die Zustandssumme, kann man also diese Gréflen, auch ohne die Entro-
pie zu kennen, berechnen. Wir driicken diese Grofien als Erwartungswerte quantenmechanischer
Operatoren aus. Dazu setzen wir formal

OH
. Uy Te s
=Nl o H () =Trpg",
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wobei die Spur mit Eigenzusténden |k) des Hamiltonoperators zu berechnen ist. Wir tiberpriifen,
ob diese Definitionen sinnvoll sind:
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Dabei wurde die Kettenregel 0y = (0v Ej)0g, genutzt sowie g, ~ —0g. Im letzten Schritt
wurden die Diagonalelemente —% = pr des Druckoperators definiert, sowie A(E — Ey) =
0 Z, ersetzt. g} hat hier die Bedeutung einer Wahrscheinlichkeit fiir den Eigenzustand |k) des

Hamiltonoperators. Wir fassen dies zusammen und erhalten
P1D 1 J . . 0lnZz, 1
kBTTD ZM 8E <p>p, H <p>ﬂ 8E + N
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kgTrp

15Wir behalten den Subscript u fiir das Mikrokanonische Ensemble bei, er impliziert jetzt aber nicht mehr
das ideale Gas.



3.4. MIKROKANONISCHE ENTROPIE DES IDEALEN GASES 83

Damit erhalten wir prp = (p),, was wir zeigen wollten. In Glg. (3.20) gingen in der Rechnung
nur die Diagonalelemente des Druckoperators, py, in der Energiebasis ein. Wir iiberpriifen nun,
dass dies auch ausreicht:

. oH
p - av 9
~1 7. T 1./ oE
(k|p|K') = —(k|ovH|K') = —a—v‘“(skk/.

Damit reichten die genutzten (diagonalen) Matrixelemente aus, um den Operator darzustellen.
Analog kénnen wir vorgehen, um zu bestéitigen, dass der Operator des chemischen Potentials
gegeben ist durch

~

_on_
H=5N ~

H(N +1) — H(N).
Durch die rechte Seite wird ausgedriickt, dass nur ganzzahlige N physikalisch sinnvoll sind. Das
Ergebnis der Ableitung ist

olnZ, oz, ,. . "

Dabei gllt analog Mk = [Ek<N + 1) — Ek(N)](skk/

Bemerkung: Der Operator j ist nur iiber die Matrixelemente definierbar, da oy H Hilbert-
raume verschiedener Grofle miteinander verkniipft.

Zusammenfassung: Fiir das mikrokanonische Ensemble gilt allgemein die Gibbs’sche Funda-
mentalgleichung

dSM(E,‘/,N) o OlnZ dSTD

= D — {1 =
b~ op WEA 0V = (i) dNY = = (3.21)

wenn wir die entsprechenden thermodynamischen Groflen wie folgt einfiihren:

1 B Oln Z,
kgTrp  OF
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Damit ist es uns gelungen, die thermodynamischen Groflen mikroskopisch zu begriinden, und
zwar fiir ein beliebiges System mit Wechselwirkung. Die Resultate sind giiltig im thermodyna-
mischen Limes, in welchem zusétzlich vorhandene Terme, die von der Ordnung O(1/N) sind,
verschwinden. Die Gibbssche Fundamentalgleichung (3.21) ldsst sich umformen in eine Bezie-
hung zwischen allen relevanten Energiebeitragen und ist damit die mikroskopische Grundla-
ge fiir den Energieerhaltungssatz in der Statistischen Physik bzw. den ersten Hauptsatz der
Wiérmelehre.
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E1, V1, N1 E2, V2, N2

isolierte mikrokano-
nische Systeme

thermischer Kontakt Ein mikrokanonisches System

V1, N1 fixiert V2, N2 fixiert
E=Ei+E2=E'1 +E"2

E'4 ~——® [E,=-F.-F4

)

warmeleitende
Wand

Abbildung 3.5: Zwei mikrokanonische Systeme (oben) werden in thermischen Kontakt gebracht
und gehen in ein einheitliches mikrokanonisches System iiber. Dabei &ndert sich nur die Energie
in den beiden Teilen, bei fixierter Gesamtenergie. Volumina und Teilchenzahlen bleiben fixiert.
Ein stabiles Gleichgewicht (Maximum der Entropie) ist erreicht, wenn sich gleiche Temperatu-
ren eingestellt haben, s. Rechnung.

3.5 Systeme mit thermischem Kontakt. Temperatur.
Kanonisches Ensemble

3.5.1 Systeme mit thermischem Kontakt. Temperatur

Wir untersuchen nun einige Eigenschaften von Systemen im thermischen Kontakt, d.h. Ener-
gieaustausch zwischen beiden Teilsystemen sei moglich, Teilchenaustausch oder Deformationen
(Volumenénderung) hingegen nicht. Auch mogen duflere Felder keine Rolle spielen. Zur Illustra-
tion betrachten wir das Beispiel von zwei isolierten Teilsystemen, s. Abb. 3.5. Bei thermischem
Kontakt, z.B. durch eine warmeleitende Wand, tauschen beide Teile nur Energie aus. Die Frage
lautet dann: was ist der stabile Endzustand (der neue Gleichgewichtszustand), der sich spon-
tan einstellt? Mathematisch bedeutet das, die Entropie zu mazimieren beziiglich des einzigen
offenen Parameters, durch den sich die End-Mikrozustédnde unterscheiden — die Verteilung der
Energie auf beide Systemteile, bei fixierten Teilchenzahlen, Teilvolumina und Gesamtenergie.
Das heif3t, es gilt

so dass nur E] zu bestimmen ist, da dann auch E}, = F — FEj festgelegt ist. Durch die Defini-
tion der Entropie lésst sich diese Frage direkt 16sen: Wir maximieren die Gesamtentropie, S1o

beziiglich E7:

512 = Sl(Ei, ‘/17N1) + SQ(E — Ei, ‘/2, NQ) — Max,

0= 9515 _ 05 0S5
T OE lvinmvaNo e OE N, OFE vano.E
1 1 1 oS
T T mit der Definition T~ 3B lva’ (3.22)
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wobei der Vorzeichenwechsel in Glg. (3.22) aus dem Ubergang von der Differentation nach E}
auf F1 resultiert. Aus Glg. (3.22) folgt sofort, dass Gleichgewicht zwischen beiden Teilsystemen
dann erreicht ist, wenn sie gleiche Temperaturen aufweisen, wobei die (inverse) Temperatur
iiber die Ableitung der Entropie nach der Gesamtenergie definiert ist.

Aus diesem Resultat zichen wir eine Reihe wichtiger Schlussfolgerungen:

(i)

Da die Wahl der Teilsysteme in Abb. 3.5 vollig beliebig war, lédsst sich die Prozedur
beliebig erweitern. Fiir den Fall von 3 Teilsystemen A, B, C sollte aus T4 = T und
Tp = To auch Ty = Tp folgen, und analog in einer noch gréfleren Zahl von (willkiirlich
ausgewihlten) Teilen — die Temperatur in allen Systemteilen ist im Gleichgewicht gleich.
Die Allgemeingiiltigkeit dieses statements im TD Gleichgewicht ist eine Hypthese, die die
Aussage des “0. Hauptsatzes” der Wirmelehre bildet!©.

Bemerkung: 3 = kBLT hat die Dimension 1/Energie, was man sich leicht entweder anhand

der Dimension von kg verdeutlicht, oder anhand des Boltzmannfaktors e #/%8T bei dem
der Exponent einheitenlos sein muss.

Aus der Beziehung S ~ In(Z) lassen sich weitere Schlussfolgerungen ziehen: Wenn das
Energiespektrum nach oben unbeschrinkt ist (z.B. bei den Translationsfreiheitsgraden),
so finden wir

1 0
T_kBa_Ean>O’

die Temperatur ist also positiv.

Analog konnen Negative absolute Temperaturen auftreten, wenn das Energiespektrum von
oben beschrankt ist:

Beispiel: ortsfeste Spins (z.B. im Festkorper) im B-Feld, 2 Teilchen:

. -1
{Em R i oo

Mit Anwachsen der Energie erhoht sich zunéchst die Zahl der Mikro-Zustdnde von 1
auf 2, wobei die Temperatur positiv ist. Gleichzeitig finden wir, dass die Temperatur
auch negativ werden kann fiir Energien in der Ndhe von Null: dort nimmt die Zahl der
Mikrozustidnde von 2 auf 1 ab. Dieses Beispiel kann auch direkt auf makroskopische N-
Teilchen-Systeme verallgemeinert werden. Solche Situationen kénnen experimentell bei
hohen Energien realisiert werden. Negative absolute Temperaturen (die durchaus in der
aktuellen Forschung untersucht werden) sind also nichts Unphysikalisches, sondern eine
Folge unserer Definition und eine Eigenschaft der Zustandssumme.

Anderung der Entropie auf dem Weg zum Gleichgewicht fiir zwel Teilsysteme: Wir be-
trachten wieder das Beispiel aus Abb. 3.5 und die Anderung der Entropie, wenn beide
Systeme in Kontakt gebracht werden:

051 095,

= = 2LaE, + 222 4B
dslg d51+d52 6E1d 1+6E2 d 2

=—dFE-
1 1
=———]dE; >0.
<T1 T2) '

6Diese Aussage gilt zusitzlich zum 1,. 2. und 3. Hauptsatz, die wir in Kap. IV diskutieren werden.
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Hieraus konnen wir schlussfolgern (fiir 77,73 > 0), dass die Energie stets vom wdrmeren
Teilsystem zum kdlteren Teilsystem flieit, denn T > Ty = Til — TLQ < 0= dFE; <0, d.h.
System 1 verliert Energie. Fiir T, < T gilt Analoges.

Beim Warmeausgleich verliert das System mit der hoheren Temperatur Entropie und die
Entropie des anderen Systems steigt, allerdings iiberwiegt letzterer Prozess und insgesamt
steigt die Entropie an.

(vi) Die Temperatur héngt direkt mit der Energie zusammen.
Beispiel ideales Gas. % = %k‘BT
Derartige Stabilitédtsbetrachtungen des GG-Zustandes beziiglich Storungen (Anderung eines

Parameters) werden wir noch an vielen Stellen antreffen. Das Konzept der Entropie ist dafiir
sehr effektiv.

3.5.2 Herleitung des Kanonischen Dichteoperators

Wir betrachten nun eine asymmetrische Situation, Abb. 3.6: Ein kleines System ,,S“ sei im
thermischen Kontakt mit der viel gréBeren Umgebung ,U* (oder auch ,, Thermostat®, , T ).
Das Gesamtsystem T+S sei isoliert und mikrokanonisch beschrieben mit Parametern

NT>>NS
Ve > Vg
Tr ~const =~ Ts =T

Die innere Energie Ug sei nicht konstant. Wir suchen nun nach der wahrscheinlichsten Energie-
Verteilung fiir das kleine System, Fs.
Das quantenmechanische Problem wird formuliert durch den Hamiltonoperator

H = Hq+ Hy + Hgr,

wobei wir den letzten Term, der die Wechselwirkung beschreibt, im thermodynamischen Li-
mes vernachliissigen, da er nur in der Nihe der Grenzregion relevant ist'®. Wir suchen nun
also gemeinsame Eigenzustinde von Hg und Hy. Unter der gut gerechtfertigten Annahme,
dass diese beiden Operatoren kommutieren, finden wir gemeinsame Eigenzusténde durch einen
Produktansatz:

(W) ~ WL WL UL) € Hs, |U%) € Hr, H=Hs®Hr,
H[Wgp) ~ (Eé + EJT) |Wgr)

Dabei gilt fiir alle Mikrozustéinde |¥,) mit den Quantenzahlen (i, j):
EY = B4+ F} = Uy = const .
Die Dichtematrix des Gesamtsystems im Gleichgewicht (mikrokanonisch),

) AST (. ST
(ij|p |Z/J,> = Pij ;i

1"Man iiberlege sich Beispiele.
18Das setzt voraus, dass die Teilchenzahl im System S hinreichend gro ist, da die Rolle von Ober-
flichenbeitrigen mit N~1/3 verschwindet.



