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Abbildung 3.3: Die Phasenraumpunkte des 1D-harmonischen Oszillators, die mit einer gege-
benen Energie E vereinbar sind, liegen auf einer Ellipse, der Phasenraumtrajektorie zu dieser
Energie.

stattfindet, sind die Teilchenzahl N und die Energie E fix, d.h. lediglich Zustdnde mit N
Teilchen und der Energie ' sind moglich. Oft betrachtet man ein System, das eingeschlossen
in ein Volumen V ist. Fiir den allgemeinen Fall lassen wir noch weitere Parameter “a” zu, zum

Beispiel externe Felder. Die festlegenden Parameter sind also N, V| F, a.

A: Wir betrachten ein klassisches System aus N Teilchen, d.h. der Phasenraum I',,, C RV
besitzt 6N Dimensionen. Am Beispiel des 1D-harmonischen Oszillators finden wir die
Hamiltonfunktion

2
Dy [T 5 9
H == 4+ — =F
welche fiir zeitunabhéngige Zwangsbedingung gleich der Energie ist. Die Menge der €2, die
mit F vereinbar sind, sind die Mikrozustinde des mikrokanonischen Ensembles (also im
allgemeinen Fall die Koordinaten und Impulse aller Teilchen) und liegen auf einer Ellipse,
siehe Abbildung 3.3. Wir untersuchen nun, mit welcher Wahrscheinlichkeitsdichte diese

auftauchen miissen.

Wir setzen die Dichte auf fy(2) = 0, falls Hy(2) # E, und fn(€2) = oo sonst. Dabei
wahlen wir fy proportional zu einer Deltafunktion, um die Normierung zu diskutieren

In(Q) = =0[H(Q2) — E] mikrokanonische Verteilung

mit der mikrokanonischen Zustandssumme (bzw. im kontinuierlichen Fall auch Zustand-
sintegral) Z. Diese ist gegeben durch

Zinikr = / d*NQ s [H(Q)) — E] mikrokanonisches Zustandsintegral
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und gewéhrleistet die Normierung, [d®VQ) f(€2) = 1. In allen hier relevanten Féllen ent-
spricht das 6 N-dimensionale Integral, dank der Deltafunktion, einem Integral iiber eine
6N — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit (Hyperfliiche)”. Die praktische Berechnung
der mikrokanonischen Zustandssumme ist nur in Spezialfiallen moglich.

In obiger Definition ging ein entscheidendes Postulat ein: Alle Mikrozustédnde, die mit
den gegebenen makroskopischen Parametern N,V E, a vereinbar sind, sind gleichwahr-
scheinlich. Dies ist in Ubereinstimmung mit dem Maximum-Entropie-Verfahren, welches
unter diesen Voraussetzungen konstante Wahrscheinlichkeiten ergibt. Damit lésst sich
auch schreiben

1
Zmie(N,V, E,a) = PNV E.q) = const .

Kommentar:
— Exakte (infinitesimal kleine) Phasenraumpunkte sind lediglich ein Modell, das prak-
tisch nicht realisierbar ist.

— Dabher ist eine Diskretisierung sinnvoll, und zwar fiir alle Dimensionen, da Ax;Ap; >
h/2 nach der Heisenberg’schen Unschérferelation gilt. Eine bessere Auflésung ist also
gar nicht moglich.

— FEine sinnvolle Wahl konnen also Phasenraum-Zellen in 3D fiir N Teilchen sein mit
AT = (27h)3*N

Fiir Integrale gilt dann [ % nach Konvention.®

— Auch experimentell sind z;, p; nur mit endlicher Genauigkeit bestimmbar (durch
Messapparatur und die Heisenberg-Unschérferelation bedingt), d.h. auch die Ener-
gie F ist nicht exakt messbar. In der Praxis erwartet man also Energien in einem
Intervall, Eyes € [E, E + AE]. Dieses Problem ist in der Quantenstatistik automa-
tisch gelost, wie wir im Folgenden sehen werden.

B: Quantensystem aus N Teilchen im mikrokanonischen Ensemble.

Am Beispiel des eindimensionalen unendlich tiefen Kastens finden wir die FEigenenergien

T2 h2k?
E,=——, k=12, ..
T omiL2 T
2
Di; hw
= — = —k’
om® PP

"Man beachte jedoch die Rechenregeln bei Verkettung mit der §-Funktion, 6[f(z)] = >, d(z — z;)/| f'(z4)],
wobei die x; die Nullstellen von f sind. Damit wird auf der Hyperfliche insbesondere nicht die 1-Funktion
integriert, sondern die W-Funktion. Auch kann §(E — H) = /- O(E — H) hilfreich sein.

8Die Wahl dieses Faktors haben wir bereits in der Quantenmechanik begriindet. Die Wellenfunktion eines

freien Teilchens in einer Dimension mit Impuls p, lief} sich normieren mit dem Resultat

1 )
\Ilpz (x) = elpiﬂw/h ?
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Abbildung 3.4: a) Wahrscheinlichkeitsdichte der niedrigsten Eigenzustéinde des Potentialka-
stens. Auch in der Dichte sind Oszillationen, die Vielfache einer Grundfrequenz sind, erkennbar.
b) Schematische Darstellung des mikrokanonischen Ensembles: Alle Zusténde mit Energien im
Intervall [F, E + AE] zihlen zum Ensemble (sind Mikrozustéinde), alle anderen nicht.

mit den diskreten Impulsen pg, vgl. Abb. 3.4 a). Der Abstand zwischen zwei Energie-
niveaus AEy = Fp — E ~ % Diese Eigenschaft gilt auch fiir wiirfelférmigen 3D-
Potentialkisten mit Linge L = V''/3. Fiihren wir weiter die Teilchendichte n = N/L? ein,
so finden wir, dass im 3D-Kasten AE) ~ JT\LIQT/; gilt, was im thermodynamischen Limes
(Dichte n konstant, aber N, L — oo) wie O(N~%3) geht. Wir erhalten also, dass die
Energieniveaus im thermodynamischen Limes quasi-kontinuierlich werden.

Diese Beobachtung gilt allgemein: In groflen Quantensystemen werden die Eigenenergien
Ex(V,N,a) mit
H(V,N,a)ka) = Ex(V, N, a)|ka)

kontinuierlich. Der Zustand |ka) mit k = ki, ..., ky ist dabei ein N-Teilchen-Eigenzustand
des Hamiltonians H(V, N, a). Die Argumente V, N, a des N-Teilchen-Eigenwertes Ej no-
tieren eine parametrische Abhéngigkeit, wie im obigen Beispiel die Eigenenergien von
L abhéngen. Im Allgemeinen wird in Systemen mit Wechselwirkung ein Teil der Entar-
tung aufgehoben (welche in demselben System ohne Wechselwirkung existieren konnte),
wodurch die Vielteilchenenergien noch einmal , kontinuierlicher “ werden.

Fazit: Mit einem Makrozustand (N, V, [E + AE]) vereinbar sind alle Mikrozustédnde mit
Energie Fy € [E, E + AFE], siche Abbildung 3.4 b), womit wir den Zusammenhang zwi-
schen makroskopischen und mikroskopischen Zustdnden dieses Systems gefunden haben.

Analog zum klassischen Fall wird die Entropie maximal, wenn alle Zustédnde innerhalb
des Energieintervalls gleichwahrscheinlich sind:

1
Zmikr(E7 ‘/7 N; CL)

mit einer verbreiterten Deltafunktion A(x) = 1, fir z € [—Az,0] und A(z) = 0
sonst.

PEN(E; VN, a) =

A[E — Ex(V, N,a)], (3.5)

Durch die mikrokanonische Zustandssumme

mikrokanonische
Zmie(E, V., N,a) = AlE — Ex(V, N, = 1
ke a) Z [ k( a) Z Zustandssumme
k EkE[E7E+AE]
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sind die Wahrscheinlichkeiten auf 1 normiert. Die mikrokanonische Zustandssumme be-
schreibt direkt die Zahl der Zusténde im vorgegebenen Energieintervall (daher auch der
Name), s. auch Abb. 3.4.

Dichteoperator im mikrokanonischen Ensemble.
Fiir Elemente einer N-Teilchen-Energie-Eigenbasis |k), |k), die orthonormiert sein soll,
also (kalk'a) = dy s, gilt

1

~mikr mikr o
ok — zkjpk ka) (ka| = 7 Zk:A[E — Ex(V,N,a)] |ka)(ka| (3.6)

<k‘émikr|k/> — 5k,k’P1£nikr<Ea V, N, CL) 7

wie man durch direktes Einsetzen der Definition (3.6) erhilt. Das ist im Einklang damit,
dass im Gleichgewicht H zeitunabhéngig ist, und daher [9, H] = 0 (siehe von-Neumann-
Gleichung) gilt, so dass 0™ gemeinsame Eigenzustinde mit H hat.

Die klassische mikrokanonische Zustandssumme geht aus der quantenmechanischen her-
vor unter der Annahme, dass die Energienieveaus kontinuierlich sind, und unter dem
Grenzwert limag 0 Zmi (AE)/AE.

3.3 Statistische Entropie im mikrokanonischen
Ensemble

Mit Definition (3.1) und den Wahrscheinlichkeiten Py der Mikrozusténde, Glg. (3.5), berechnen
wir nun die Entropie im mikrokanonischen Ensemble (wir verwenden im Folgenden alternativ
den Index p an Stelle von “mikr”):

= 1
Su(E,V.N,a) = kg » P.InP,=—ks > P In - =kplnZ, > kb
n=1 Eke[E,kEJrAE] ! Ee[E,I;5+AE]

—_———
=1

S
S.(E,V,N,a) = kgn Z,(E,V,N,a). ntrople im (3.7)

mikrokanonischen Ensemble

Diese Grofle ist sinnvoll und nichtnegativ, wenn die Zahl der Mikrozustéinde Z,;, > 1. Anson-
sten ist das Intervall AE zu schmal gewéhlt und physikalisch nicht sinnvoll fiir ein Vielteilchen-
system.

Damit ist .S sowohl durch die Mikrozustédnde als auch durch die makroskopische Grofie Z .
definiert. S maximiert die Entropie unter der Zwangsbedingung Fj, € [E, E4+ AE]. Dies ist auch
im Einklang mit der Informationsinterpretation: Dadurch, dass alle mit der Zwangsbedingung
vertraglichen Zustidnde gleichwahrscheinlich sind, ist der ,, Entartungsgrad“ des Makrozustandes
maximal.

Bemerkung: Dieses Ergebnis stimmt mit Boltzmanns statistischer Interpretation der Entropie,
Glg. (3.3), iiberein: seine Grofie W entspricht also der Zustandssumme, wobei das Postulat der
Gleichwahrscheinlichkeit benutzt wurde.

Die mikrokanonische Entropie enthélt eine gewisse Willkiir dadurch, dass sie mit der Grofle des
Intervalls AE verkniipft ist. Verschiedene AFE korrespondieren zu unterschiedlichen , Energie-
auflosungen“ in S. Aber dhnlich wie bei der Energie, ist der Absolutwert (bzw. der Nullpunkt
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der Energie) i.d.R. unerheblich. Wichtig sind Differenzen bzw. Vergleiche von Entropiewerten
fiir verschiedene Zusténde.

Wir fassen nun einige Eigenschaften der mikrokanonischen Entropie zusammen.

Eigenschaften der Entropie, Glg. (3.7):

(1)

Additivitdat: Gegeben seien zwei unabhdingige Teilsysteme mit jeweils Wahrscheinlichkei-
ten {P;} bzw. {Q;}. Dann ist die Gesamtentropie gegeben durch

S==) PQ;In(PQ;)=-> PQ;(nP+InQ;) =
==Y PInP—) QlnQ;=5+5:.

Beim dritten Gleichheitszeichen wurde die Normiertheit der P; bzw. @); verwendet.

Extremalprinzip: Die mikrokanonische Gesamtheit maximiert die Entropie, vgl. Abschnitt
3.1.2.

2. Hauptsatz: Nach (2) besitzt jeder andere makroskopische Zustand {P;} eine kleinere

Entropie als die Gleichverteilung, S < Sy, d.h. wenn {f’z} der Anfangszustand ist, wéchst
S an. Die Monotonie fiir alle Zeiten t, %S (t) > 0, konnen wir allgemein nicht zeigen, da
wird alle Informationen iiber die Dynamik des Systems aufgegeben haben. Dies ist eine

Konsequenz aus der Annahme iiber die Stationaritét.

Die mikroskopische Dynamik erhilt die Entropie. Dies ist eine Konsequenz der Reversi-
bilitdt der (klassischen oder Quanten-)Mechanik (isoliertes System).

Beweis fiir den Quantenfall: Die mikroskopische Entropie. % = —Troln 9, berechnet sich

zu einem Zeitpunkt ¢ > ty, ausgedriickt mithilfe des unitdren Zeitentwicklungsoperators

A~

U(t,to) durch

o(t) = U(t, to)aoU' (t,t0),  ihdU(t,to) = H()U(t,t0), 00 = 0(t0)
S(t) = —Tro(t) In (t) = —Tr {U@ofﬁmn @OUT} — Ty {U@O In QOUT}

— _Tr {UTU@O In @0} — —Tr{ooIndo} = S(to) .

Dabei wurde die Unitaritit U~ = Ut genutzt, sowie die Invarianz der Spur unter zy-
klischer Vertauschung der Operatoren. Diese ldsst sich einfach zeigen durch Einfiigen
von Einsen. Wir erhalten also, dass die Entropie zu einem spéteren Zeitpunkt diesel-
be ist wie zum Anfangszeitpunkt. Analog kann man die Rechnung bei ¢ beginnen und
dann riickwérts bis nach ¢y propagieren (Unitédre Zeitentwicklung!) und findet hier ebenso
Entropieerhaltung.

Wir erwarten also, dass % > 0, nur bei einer irreversiblen Dynamik auftreten kann.
Solch eine “Dynamik” kann gegeben sein durch Prozesse wie statistische Mittelung, “Ver-
groberung” (o. coarse graining) der mikroskopischen Dynamik (z.B. durch Mittelung tiber
zufillige Einfliisse der Umgebung, d.h. gemittelte Anfangsbedingungen, Kréfte). Der Be-
weis hierfiir ldsst sich nur im Rahmen konkreter Nichtgleichgewichtstheorien fiithren, z.B.

kinetischer Theorie (Boltzmanns H-Theorem), s. z.B. [Bonitz, 2016].
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3.4 Mikrokanonische Entropie des idealen Gases.
Gibbs-Paradoxon

Als erstes und repréisentatives Beispiel fiir ein Vielteilchensystem im mikrokanonischen Ensem-
ble betrachten wir ein ideales nichtentartetes Gas, fiir das wir die Entropie berechnen wollen.

3.4.1 Kopplungs- und Entartungsparameter
Dieses wichtige Modellsystem ist durch folgende Eigenschaften bestimmt:

1. Die Wechselwirkung zwischen den einzelnen Teilchen ist vernachléssighar, d.h. der Kopp-
lungsparameter verschwindet:

Iy = ’@' <1, (3.8)
(T)

wobei V' die Wechselwirkungsenergie pro Teilchen und T die kinetische Energie pro
Teilchen bezeichnen. Fiir ein klassisches System ist (T) ~ kgT (dies zeigen wir im
nichsten Kapitel). Die mittlere Wechselwirkungenergie ist bestimmt durch die Abstands-
abhéngigkeit der Paarwechselwirkung. Fiir das Beispiel geladener Teilchen (Coulomb-

Wechselwirkung) ist (V) ~ 1 ~ n'/3 wobei 7 der mittlere Abstand zweier Teilchen ist.
nl/3

Fiir den klassischen Kopplungsparameter (3.8) geladener Teilchen gilt also I'qq ~ %7 .

2. Quanteneffekte sind vernachlissigbar, wenn der sog. Entartungsparameter verschwindet:
x:i=nA} <1, (3.9)

wobei wir die DeBroglie-Wellenlénge, h/p, fiir den Fall eines idealen klassischen Gases im
thermodynamischen Gleichgewicht unter Verwendung des mittleren thermischen Impul-
ses, p = (2rmkpT)'/?, benutzen, was auf die thermische DeBroglie-Wellenlinge fiihrt:

h
vV QkaBT ’

Warum die Relation (3.9) gleichbedeutend mit klassischem Verhalten ist, kann man leicht
ersehen: dazu rechnen wir die dort eingehenden Gréfien in Lingen um: da n ~ 73, ent-
spricht der Entartungsparameter y ~ (A, /7). Klassisches Verhalten (y < 1) liegt vor,
wenn der mittlere Teilchenabstand viel grofer ist als die quantenmechanische Ausdehnung
A der Teilchen (siche Dichtematrix des homogenen Gases, Ubungsaufgabe). Umgekehrt
bedeutet A > 7 (also y > 1) einen starken Uberlapp der Wellenfunktionen der Teilchen,
wodurch Quanteneffekte wichtig werden®.

Apy =

Aufgabe: Berechnen Sie I';; und y fiir ein homogenes Elektronengas und zeichnen Sie in der
In n—In T-Ebene Linien konstanter Werte von ') und y (0.1, 1.0, 10.0) ein.

3.4.2 Mikrokanonische Zustandssumme und Entropie
des idealen schwach entarteten Gases

Wir betrachten ein schwach gekoppeltes (I' < 1) und schwach entartetes (x < 1) Vielteilchen-
system. Der quantenmechanische Uberlapp der Teilchen ist also gering, so dass Verschrankung

9und damit u.a. auch Spin-Effekte, wodurch es auch zu unterschiedlichen thermodynamischen Eigenschaften
von Bosonen und Fermionen kommt. Dies untersuchen wir spéter, in Kap. VI.
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und Spin-Effekte keine Rolle spielen. Zur Berechnung der mikrokanonischen Zustandssum-
me miissen wir alle Mikrozustdnde zéhlen, deren Energie in einem vorgegebenen Intervall
[E — AFE, F] liegt. Hierzu definieren wir uns eine Hilfsgrofie &:

®(E,V,N) Z@E E;)

®(E,V,N) beschreibt also die Anzahl der Zustédnde mit einer Energie kleiner als £. Damit
schreibt sich die mikrokanonische Zustandssumme elegant als

Zu(E,V,N) = ®(E,V,N) = &(E — AE,V,N).

Im quantenmechanischen Potentialkasten'® schreiben wir nun'!

h?
WEVN) =Y 33 6k ngﬁLQ?

ni=lng=1 n3zny=1 Jj=1

, (3.10)

wobei die Summe in der Theta-Funktion die 3N Energie-Beitrige der N Teilchen im 3-dimensio-
nalen Kastenpotential (Box) beschreibt. Liegen die Energien sehr dicht im Vergleich zur Grofle
der Energiekugel, so ist diese Summe gut durch einen Integralausdruck gendhert, welcher einfa-
cher zu behandeln ist. Fiir diesen Ubergang ersetzen wir (man iiberlege sich, woher der Faktor
kommt, Stichwort Zustandsdichte)

=5/

n;=1

Damit ergibt sich

1 VN
®(E,V,N) = N (N dpy... | dpsn®

2mE — Zp?] .
J

Die Integrale beschreiben gerade das Volumen einer 3/N-dimensionalen Kugel mit Radius R =
V2mE. Dieses Volumen ist fiir geradzahliges'? N gegeben durch

3N/2

Van(R) = wo—rers RV,
" 2T (35)

mit der I-Funktion, die die Funktionalgleichung I'(z 4+ 1) = z - I'(z) erfiillt und mit speziellen
Werten I'(0.5) = /7 und I'(n 4+ 1) = n! Damit ergibt sich

v 7.[.?)N/2 (2mE)3N/2
(27h)®N 3N/2 T(3N/2)

®(E,V,N) =

sodass wir finden

®(E — AE,V,N) = ®(E,V,N) ( s

10 Aufgabe: Man formuliere die Schrédingergleichung fiir ein System von N nichtwechselwirkenden Teilchen in
einem 3D Potentialkasten und bestimme die Eigenfunktionen und Energie-Eigenwerte.

HUWir werden weiter unten sehen, dass dieser Ausdruck nicht vollstéindig ist. Man {iberlege, was fehlerhaft
sein konnte.

12Es existiert eine dhnliche Formel fiir ungerades N, aber ebenfalls mit Vay ~ R3V.
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Der hintere Faktor geht fiir N — oo gegen 0 (man zeige dies explizit!), damit ist im ther-
modynamischen Limes dieser Term vernachléssigbar, und wir erhalten unsere Zustandssumme
als

VN 71_3N/2 (2mE)3N/2
(27h)°N 3N/2 T(3N/2)

Wir schreiben die Gammafunktion um:

3N 3N\*? 1

wo wir den Wurzelterm weggelassen haben, da wir nun den Logarithmus bilden, und dieser dort
vernachlédssigbar wird:

3
So 3 V (4mm E\?
20 W Zy(E,V,N)~ N2 in— (2L 12
r - BV N) {2+nh3( 3 N)} (812

Die +1 im Argument der Gammafunktion haben wir ebenfalls vernachlissigt. Dies ist unser
Ergebnis fiir die Entropie eines idealen Gases. Wie wir allerdings sehen werden, ist dies noch
nicht das Endresultat.

Diskussion: Wir erwarten, dass S = N-s(E/N,V/N) eine extensive GroBe und s eine intensive
Grofle ist, wobei letztere nur abhéingig von anderen intensiven Grofien ist. An unserem Resultat
kann man bereits erkennen, dass dies nicht der Fall ist. Dazu miisste das Volumen auch nur in
der Kombination V/N auftreten, genau wie bei der vorliegenden Kombination E/N. Dies ist
ein fundamentales Problem des gefundenen Ergebnisses, das wir spéter korrigieren werden. Aus
diesem Grund verwenden wir fiir die Zustandssumme (3.11) und die Entropie (3.12) die tem-
poriren Bezeichnung Z, und Sy. Ein Beispiel, bei dem sich dieses Problem besonders deutlich
auflert, ist das Gibbssche Paradozon.

3.4.3 Gibbssches Paradoxon

Wir betrachten ein isoliertes System idealer Teilchen in zwei benachbarten Boxen A und B, die
durch eine Wand getrennt sind. In beiden Systemen herrsche jeweils die selbe Temperatur T,
und derselbe Druck p. Die Boxen enthalten N4 (Npg) Teilchen, die die Volumina V4 bzw. Vg
einnehmen. Wir untersuchen nun die Durchmischung nach Entfernung der Wand. Im Endzu-
stand liegen nun die Teilchenzahlen N4 und Ng im Volumen V4 + Vg vor. Wir mochten nun die
Entropien vorher (1) und nachher (2) berechnen und darus ihre Differenz, AS; = S(()z) — S[()l)
(die Mischungsentropie), untersuchen.

Sowohl vorher als auch nachher liegt ein thermodynamisches Gleichgewicht vor, fiir das das
mikrokanonische Ensemble zutrifft. Wir nutzen, dass die Energie eines idealen Gases gegeben
ist durch®® E = %N kgT. Die Entropie ist additiv, so dass wir erhalten

S5V = S$(T, Va, Na) + SSV(T, Vg, Ni)
S§” = S5 (T, Va+ Vi, Na) + S (T, Vi + Vg, N)

Damit steigt die Entropie durch den Misch-Prozess an:

ASy = Nyl AT Ve oy VatVe

0. 3.13
Vi Vs (3.13)

BDas zeigen wir in Kiirze.
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Dies war zu erwarten, denn es handelt sich um einen irreversiblen Prozess (dhnlich wie bei
unserem Beispiel mit der Diffusion), der zu einem wahrscheinlicheren Zustand strebt.

Gibbs-Paradoxon: Nun betrachten wir folgenden Spezialfall: was passiert, wenn Sorte B und
Sorte A identisch sind? Die Rechnung lduft dann vollig analog und man erhélt dasselbe Resul-
tat (3.13) —in den Endformeln ist nur Ng durch N4 zu ersetzen: ASy > 0, obwohl das System
natiirlich bereits zu Beginn durchmischt ist (Man stelle sich vor, man fiige die Wand wieder ein).

Losung des Gibbs-Paradoxons. Wir finden nun die Ursache dieses Paradoxons, sowie der
Abweichung von der erwarteten Abhéingigkeit der Entropiedichte sq = Sy/N von ausschlie3-
lich intensiven Grofien. Wir kehren zuriick zur Berechnung der Zustandssumme: Der Ausdruck
(3.10) fiir @ enthédlt N Summen iiber n; = {ny,, nyy, .} fiir alle Teilchen, welche auch Mehr-
fachzéhlungen enthalten, die durch Vertauschung auftreten: Ist Teilchen [ im Zustand n; und
Teilchen p im Zustand n,, so besitzt der Zustand, bei dem beide Teilchen ihre Quantenzahlen
tauschen, dieselbe Energie und taucht ebenfalls in der Zustandssumme auf. Sind die Teilchen
aber ununterscheidbar, so beschreiben beide Situationen denselben p-Zustand, und dieser u-
Zustand wird zweimal gezéhlt. Insgesamt existieren bei N Teilchen N! mogliche Vertauschungen
der Teilchenindizes (bzw. der Quantenzahlen). Die korrekte Zustandssumme, die nur physika-
lisch verschiedene Mikrozustande enthélt, ist also um einen Faktor 1/N! reduziert.

Da die Entropie im Wesentlichen durch einen Logarithmus gegeben ist, wird aus dem Faktor
1/N!in ® in der Entropie ein additiver Beitrag, den wir mit Sgyy bezeichnen. Wir schreiben
damit (der multiplikative Faktor in ® fiihrt zu einem additiven Beitrag in S)

SM<E, V, N) = So(E, V, N) —|— SSYM(N) y

mit Ssyy/kp = —In(N!) ~ —In(N/e)N = —NIn(N) + N (Stirlingformel). Damit folgt fiir die
Gesamtentropie die korrigierte Formel
} (3.14)

Diese Formel hat die korrekte Struktur einer extensiven Gréfle: S, (E,V, N) = N-s,(E/N,V/N).
Es lésst sich dariiber hinaus leicht nachrechnen, dass dieses Ergebnis auch das Gibbs-Paradoxon
16st.

Gesamtentropie des homogenen idealen Gases ohne Spin

1 5 V1 [4rmm E\*?
— S(BE.V.N)=InZ,(E.V.N)=N{2 4 |—— (T2
rpor (B Vi) =InZ,(B,V, N) {2+n Nh3( 3 N)

Aufgabe: Man zeige, dass die mikrokanonische Entropie (3.14) im Fall identischer Teilchen
A = B, zu einer Mischungsentropie von 0 fithrt und das Gibbs-Paradoxon 16st.

3.4.4 Thermodynamische Funktionen des idealen Gases im Mikro-
kanonischen Ensemble

In diesem Kapitel diskutieren wir die Information, die in der Entropie enthalten ist. Da-
zu verwenden wir das gefundene Resultat S, Glg. (3.14), fir das ideale Gas mit all seinen
Abhéngigkeiten von den Parametern E,V, N. Wir berechnen das vollstéindige Differential
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