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Phase indiziert. Dann erhalten wir die Gleichgewichtsbedingungen

fiir die Unbekannten T, p, C (1), 052), o C’T(an)l, dies sind 24 (n — 1)m an der Zahl. Das
System ist unterbestimmt, die Zahl der Freiheitsgrade f ist gegeben durch

f=2+Mn—-1)m—-n(m—-1)=24+n—-—m  Gibbs’sche Phasenregel.
Beispiele:

en=1m=2— f=1— p(T). Das Koexistenzgebiet ist eindimensional: es
gibt eine Koexistenzkurve.

en=1m =3 — f = 0. Das Koexistenzgebiet ist Null-dimensional: es gibt
einen Tripelpunkt.

en =2m =2 — [ = 2 Koexistenzgebiet ist zwei-dimensional: es gibt eine
Koexistenzebene.

Analog verfahrt man bei anderen Beispielen.

4.6.2 Phaseniiberginge 1. Ordnung (diskontinuierliche
Phaseniibergéinge)

Wir suchen nun die Kurve p.(7T'), entlang derer gilt
—51dT 4+ vidp = dpy = dpgs = —sodT + vodp

wobei s und v im Allgemeinen verschieden in den verschiedenen Phasen sind**. Es gibt
also i.a. endliche Differenzen®* As = sy—s; und Av = v,—vy, die beim Phaseniibergang
auftreten. Umstellen der Gleichung liefert

As  dp.

Av  dT

Mit ds = % = %q, wobei dq die Warmeenergie pro Teilchen ist. Die ,,Umwandlungs-

wirme* (pro Teilchen), die mit dem Ubergang aus Phase 1 nach Phase 2 verkniipft
ist, ergibt sich dann zu

Q12(T,p) =T [82(T,p) - 81(T,p)] )

und wir kénnen den bisherigen Ausdruck umformulieren zu

As _dp. _ qu
Av dT' TAv’

Clausius-Clapeyron-Gleichung  (4.15)

23Zur Erinnerung: s bezeichnet die Entropie pro Teilchen, d.h. eine intensive Grofe.
%Die Differenz Av ist verkniipft mit dem Unterschied (Diskontinuitiit) der Teilchendichten in
beiden Phasen — z.B. zwischen fliissiger (Tropfen) und gasférmiger Phase.
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Abbildung 4.7: Maxwellkonstruktion am Beispiel des Van-der-Waals-Gases mit den
Parametern fiir Wasser. Unterhalb der kritischen Temperatur existiert ein instabiler
Bereich in der Isothermen(positive Steigung), bei welchem die Isotherme nicht durch-
laufen wird. Stattdessen bleibt der Druck trotz Kompression konstant bei p., wihrend
das System von fliissigem in den gasformigen Zustand wechselt. Die beiden eingeférh-
ten Flachen sind genau gleich grof.

Die Clausius-Clapeyron-Gleichung (4.15) bestimmt den Verlauf der Koexistenzline in
der p — T-Ebene. Bei As # 0, Av # 0 wird ein solcher Phaseniibergang als diskonti-
nuierlich oder auch von 1. Ordnung bezeichnet.

Bemerkung: Es existieren dariiber hinaus kontinuierliche Phaseniibergéinge mit As =
0, Av =0, z.B. in manchen Festkérpern (Magnetisierung etc.), s. Abschn. 4.6.3.

Die Form der Zustandsgleichung beim Phaseniibergang 1. Ordnung ergibt sich aus der
sogenannten Maxwell-Konstruktion. Ein homogener Zustand ist genau dann stabil,
wenn

dp

— <0
dV it ’

vgl. Abschnitt 4.5.1.
Dies ist in Abbildung 4.7 nicht bei allen Kurven iiberall gegeben, d.h. es gibt Kurven

mit steigenden Abschnitten. Dort bildet sich ein 2-Phasen-System aus. Es stellt sich
die Frage nach dem Koexistenzdruck p.(7T') im Bereich der instabilen Isotherme.

Wir bezeichnen im Folgenden die beiden Phasen als fliissig (F) und gasférmig (G),
und finden die Bedingung fiir die chemischen Potentiale (Berechne U aus der Gibbs-
Duhem-Relation, Abschnitt 4.2 E, dann F' und f aus U, und 16se nach p auf)

fF(T7 'U) + PcVp = MF(T7 pc) = MG(T7 pC) = fG(T7 'U) +chG .

Dies liefert uns einen Zusammenhang zwischen drei noch unbekannten Grofen, p., va
und vp. Wir nutzen, dass f ein thermodynamisches Potential (wegunabhéngig) ist.
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Stabilitdt der zwei Phasen ist gegeben bei

pe(T) [ve — vr] = fr(T,vr) = fa(T, ve)
= _f(T7U) ‘

v
v

F

vg af
——/UF dv%T(T,v)—

_ /vG dvp(T.v).

UF

Der Ausdruck auf der linken Seite beschreibt die Flidche eines Rechteckes mit Hohe
pe(T') und Breite vg — vp, vgl. Abbildung 4.7. Der Ausdruck auf der rechten Seite hin-
gegen ist die Flache unter der Zustandskurve zwischen vy und vg. Anders ausgedriickt
(durch Subtraktion einer Seite): Die Fldche zwischen der horizontalen Geraden bei p..
und der Kurve p(v) muss gerade 0 sein. Dadurch werden p., vp und vg festgelegt.
Dieses Verfahren tragt den Namen Mazwell-Konstruktion.

4.6.3 Phaseniiberginge 2. Ordnung (kontinuierliche).
Ehrenfest-Gleichungen

Die fiir Phaseniiberginge 1. Ordnung charakteristische Diskontinuitdt (Differenz in
beiden Phasen) der Entropiedichte, As und der spezifischen Volumina, Awv tritt nicht
bei allen Phaseniibergéingen auf. So beobachtet man zum Beispiel beim Ubergang von
der normal-leitenden zur supraleitenden Phase in Festkorpern keine signifikanten Dis-
kontinuitdten. Nichtdestrotrotz liegen klar unterschiedliche makroskopische Phasen,
und damit ein Phaseniibergang vor, man bezeichnet diese aber als “kontinuierliche
Phaseniiberginge”. Analog ist es bei anderen Phaseniibergéngen in Festkorpern, z.B.
beim Ubergang zwischen verschiedenen Phasen in Legierungen oder verschiedenen For-
men von Eis in Wasser. Bei diesen Ubergéingen verschwinden also die Diskontinuititen
der ersten Ableitungen der chemischen Potentiale. Folgerichtig erwartet man dann,
dass sich die Hauptunterschiede zwischen den Phasen in den zweiten Ableitungen
der chemischen Potentiale zeigen. In der Tat ist das der Fall. Die entsprechenden Ei-
genschaften sind in der Tabelle 4.1 zusammengefasst. Auch bei Phaseniibergéngen 2.
Ordnung existieren Koexistenzlinien zwischen den Phasen, fiir die allerdings andere
Bestimmungsgleichungen gefunden werden miissen. Da hier die Diskontinuitédten der
ersten Ableitungen der chemischen Potentiale verschwinden [vgl. Tab. 4.1] miissen
wir die chemischen Potentiale bis zur zweiten Ordnung entwickeln. Aquivalent, aber
glinstiger ist es, die Diskontinuitéit von Entropiedichte und spezifischen Volumina zu
entwickeln, da wir hier nur bis zur ersten Ordnung gehen miissen:

0s Js
— AS(T +dT,p+dp) =~ A | ar + AZ%] 4 4.16
0= As(T +dT,p+dp) o7, T A, (4.16)
ov ov
0= Au(T +dT p+dp) ~ Az dT + Aa—p‘po. (4.17)

Diese Gleichungssystem wird als Ehrenfest-Gleichungen bezeichnet? . Dies ist ein ho-
mogenes Gleichungssystem fiir zwei Unbekannte, ndmlich d7T und dp, das genau dann

25Man beachte, dass bei einem Phaseniibergang 2. Ordnung die Kompressibilitit i.d.R. positiv
bleibt und keine Nicht-Monotonitit der Druck-Isothermen auftritt.
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Oberservable PU 1. Ordnung PU 2. Ordnung
Ap(T,p) = ps — 0 0
A@ —As(T,p) = —%2 #0 0
Aau ‘T Vg — U1 7£ 0 0
Ag;‘; irrelevant ﬂ # 0
AaQ" |T irrelevant Aa” |T #0
A a?;QaT =A aa;gp irrelevant A du ‘ # 0
Koexistenzdruck: dp° Glg. (4.15) Glg (4.18)

Tabelle 4.1: Vergleich von Phaseniibergéngen 1. und 2. Ordnung. A bezeichnet die
Diskontinuitdt zwischen den Phasen, d.h. AA = A, — A;. Diese Resultate mit den
Variablen p und V sind vor allem fiir Gase relevant. Sie lassen sich auf andere Pha-
senginge iibertragen durch Substitution p,V — —A, a, vgl. das Beispiel Supraleiter
unten.

nichttriviale Losungen besitzt, wenn seine Determinante verschwindet:

IR

=0,

was eine Abhéangigkeit zwischen den vier Ableitungen herstellt. Eine weitere Abhén-
gigkeit folgt aus den Maxwellrelationen fiir das chemische Potential (zweiten Ablei-
tungen), vgl. Tab. 4.1:

@:85‘

_8_pT

wodurch sich die Entropieableitung nach p eliminieren lasst. Auch die Entropieablei-
tung nach 7" ldsst sich durch eine besser zugéngliche Materialgrofse ersetzen: T' g—; p =
¢p. Damit lassen sich die beiden Ehrenfest-Gleichungen (4.16) und (4.17) umformen.
Fiir den Koexistenzdruck, p., sowie fiir den Zusammenhang zwischen Diskontinuité-
ten von spezifischer Warme, c¢,, isothermer Kompressibilitdt, k7 und Volumenaus-
dehnungskoeffizient 5 [vgl. Abschnitt 4.3] beim Phaseniibergang 2. Ordnung folgt

schlieRlich

dpc Acp
4.18
ar TA6”| (4.18)
ov ovy1?
A A— A—
0 T Cp 8}9 +|: 8T p:|

Die hier eingehenden Materialgrofsen sind i.d.R. gut experimentell zugéanglich. Wenn
man sie in beiden Phasen messen kann, sind akkurate Aussagen iiber den Phaseniiber-
gang moglich. Analog ist das Ziel theoretischer Betrachtungen und von Computersi-
mulationen, diese Grofen zu berechnen?®®

26HAufig sind diese Grofien in Simulationen nicht direkt zugénglich. Ein erfolgreicher Weg besteht
iiber die Linear response theory, bei der diese Grofen verknilipft werden mit geeigneten Korrelations-
funktionen von Fluktuationen.
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Beispiel fiir Phaseniiberginge 1. und 2. Ordnung: Supraleiter im Magnet-
feld. Supraleitung — das Verschwinden des elektrischen Widerstandes bei tiefen Tem-
peraturen — ist inzwischen in sehr vielen Materialien beobachtet worden und der Me-

chanismus gut verstanden (BCS-Theorie)?’. Fiir viele Metalle werden zwei Phasen-
iibergénge beobachtet:

I. in Abwesenheit eines Mangetfeldes H, ein Phaseniibergang 2. Ordnung, unterhalb
einer kritischen Temperatur T,, sowie

II. bei endlichem Magnetfeld und unterhalb von 7T, ein Phaseniibergang 1. Ordnung,
bei dem sich eine geringere kritische Temperatur, T.(H) < T.(0), einstellt bzw.
ein kritisches Magnetfeld (Koexistenzkurve) H.(T), s. Abb. 4.8.
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Abbildung 4.8: Typische Phasendiagramme fiir den Normalleiter-Supraleiter-
Ubergang. Das Beispiel im Text betrachtet nur Typ 1-Supraleiter. In einer Reihe von
Materialien (Typ 2) gibt es stattdessen 3 Phasen mit zwei Koexistenzkurven. Quelle:

Wikipedia

Wir berechnen nun die Koexistenzkurven. Dazu gilt es zunéchst, die thermodynami-
sche Variable zu identifizieren, die mit dem Magnetfeld, H, verkniipft ist. Dies ist die
Magnetisierung M, d.h. das mittlere magnetische Moment der Atome pro Volumen,

M = >, 5¥. Wie wir aus Tab. 3.1 wissen, ist mit der Anderung der Magnetisierung
im Magnetfeld eine Arbeitsleistung

SW = HdM,

verbunden, die zur Energiebilanz beitrigt, genauso wie die Arbeit bei der Expansion
oder Kompression eines Gases, —pdV . Dabei wéchst die Energie im System, wenn M

wichst?®. Die Analogie zwischen beiden Systemen kénnen wir wie folgt zusammenfas-
sen

p+— —H
V—M
gas- bzw. fliissige Phase <— normal- bzw. supraleitende Phase

grc «— gsn = T'(sy — sg) > 0.

27 Ausnahmen bilden nach wie vor die Hochtemperatur-Supraleiter.
28Im Gegensatz dazu wiichst die Energie bei einer Kompression, also Verringerung des Volumens.
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Phaseniibergang 1. Ordnung: Mit diesen Analogien ergibt sich aus der Clausius-Clapeyron-
Gleichung (4.15) die Koexistenzkurve beim Phaseniibergang 1. Ordnung zwischen nor-
malleitender und supraleitender Phase (s. Abb. 4.8):

dHc(T) o gsN
= (MNS_ Ak (4.19)

Die Magnetisierungen in den beiden Phasen lassen sich in folgender Weise bestimmen.
In der normalleitenden Phase sind die Magnetmomente zuféllig ausgerichtet und die
Magnetisierbarkeit — der Proportionalitatsfaktor zwischen Magnetisierung und Ma-
gnetfeld — gering, xy = My/H < 1. Der Zusammenhang zwischen dem externen Feld
H und dem Gesamtfeld im Material, B, ist aus der Elektrodynamik bekannt®’:

B=H+47M = (1 +4nx)H = uH

so dass My sehr klein ist und das Gesamtfeld in der normalleitenden Phase im we-
sentlichen mit dem externen ubereinstimmt, By ~ Hy. Anders ist die Situation im
Supraleiter: dort wird das Magnetfeld aus dem Material herausgedriickt (Meifiner-
Ochsenfeld-Effekt), und die Magnetisierung M, wird durch das externe Feld bestimmt:

1
O:BSIH+47TMS —>M5:—4—H.
™

Mit Einsetzen dieser Ergebnisse in die Koexistenzfeldgleichung (4.19) kénnen wir die
Ubergangswarme berechnen:

TH. dH,
Ar  dT

gsN = —

Eine gute Néherung fiir das kritische Feld ist durch eine quadratische Temperatur-
abhéngigkeit gegeben, H.(T) = Hy[l — (%)2], so dass wir fiir die Ubergangswirme

erhalten
H?2 [(T\? T\
— __9., - 1 _ _
5N = 5 (T> (T)

Daraus folgt insbesondere, dass bei der kritischen Temperatur, die H = 0 entspricht,
gsy = 0. Das heifit umgekehrt: in Abwesenheit eines Magnetfeldes liegt keine Dis-
kontinuitdt der Entropien in beiden Phasen vor; in diesem Fall kann also nur ein
Phaseniibergang 2. Ordnung auftreten.

Phaseniibergang 2. Ordnung.

Hier interessiert uns die Diskontinuitdt der zweiten Ableitungen des chemischen Po-
tentials unterhalb der kritischen Temperatur, bei H = 0. Von Interesse ist vor allem
der Sprung der spezifischen Wirmen bei konstantem Magnetfeld, Acg—g, beim Uber-
gang aus der normalleitenden in die supraleitende Phase, den wir analog zu Glg. (4.18)

29CGS-Einheiten
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berechnen kénnen, die wir noch einmal aufschreiben:

%_dpc A@U

T ~— 9T ~oT'»
Ccs — CN _ dH. oM B
T Alr=r.m=0y  dT =0 OT la=0
_ dH. 0 H. 0 ‘ B
dT 1H=00T 47 He0
1 [dH, 2
. 4.2
AT {dT H0:| ’ (4.20)

wobei wir die oben gefundenen Werte fiir die Magnetisierungen eingesetzt haben.
Glg. (4.20) ist die Rutgers-Formel fiir den Phaseniibergang zweiter Ordnung in ei-
nem Supraleiter bei H = 0.

Damit haben wir die wesentlichen Phdnomene bei Phaseniibergéngen in Typ [-Supraleitern
diskutiert. Dariiber hinaus existieren Typ II-Supraleiter, die ein komplexeres Verhalten
zeigen, wie im rechten Teil von Abb. 4.8 angedeutet ist. Wegen der grofsen technischen
Bedeutung von widerstandslosem Stromfluss wird seit vielen Jahren intensiv an neu-

en supraleitenden Materialien geforscht, insbesondere an solchen, die moglichst hohe
Sprungtemperaturen, T,, aufweisen.

4.6.4 Phaseniibergange vom A-Typ

Es gibt Phaseniibergénge, fiir die die Klassifikation nach 1. oder 2. Ordnung nicht
zutreffend ist. Dazu zihlt der Ubergang zum Bose-Einstein-Kondensat, der mitun-
ter auch als vom “A-Typ” bezeichnet wird, vergleiche Abb. 6.9 in Kapitel 6. Einige
Informationen dazu werden in Abschnitt 6.3.4 gegeben.

Weiterfiihrende Informationen zu Phaseniibergdngen und ihrer Klassifikation sind im
Kapitel 7 zusammengestellt.



