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Fiir ein klassisches System aus NV identischen Teilchen hat die Hamiltonfunktion die folgende
allgemeine Form:

Der erste Term beschreibt die kinetische Energie, ' = H,(p) = H,(p1, P2, ---, Pn), der zweite die

potentielle Energie durch ein externes Feld, V (r) = V(ry,ro, ..., rx). Der letzte Term, mit w

Beitragen, beschreibt die Wechselwirkung aller Paare von Teilchen. Damit kénnen wir den
Hamiltonoperator aufspalten in einen impulsabhéngigen und einen Koordinaten-abhéngigen
Anteil:

H(Q) = Hy(p) + H,(r),

so dass wir im klassischen Fall? die Phasenraumdichte als Produkt zweier Faktoren schreiben
konnen,

PQ) = fn(p) - Wn(r).

5.2.1 Die Maxwell-Verteilung

Dabei haben wir zwei Groflen definiert: Die Impulsverteilungsfunktion ist gegeben durch

wobei sich f noch weiter faktorisieren lésst: f(p;) = f(pix)f(Diy) f(0i2), dap; = {pZ s Diys Disz }-
Wir finden nun die Normierungskonstante aus Glg. (5.1) durch Erweitern mit & 03 ot
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Wir wahlen die Normierung so, dass jedes 1D-Integral normiert ist und berechnen C' als

1
/ dp efozp2 = \/g - 6 =/ 2mmkgT = Dth -
R

Der Impuls py, wird auch als thermischer Impuls bezeichnet®. Wir finden also die Impuls-
verteilung eines Teilchens als

1 2
flp) = W e Pim | Maxwell-Verteilung

2Beachte: in der Quantenmechanik ist das anders: die Beitrige kommutieren nicht, und es ist somit keine
Faktorisierung moglich!
3Genau dieser Impuls geht ein in die thermische DeBroglie-Wellenléinge Ayy,.
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5.2.2 Die Maxwell-Boltzmann-Verteilung

Wir untersuchen jetzt, wie sich die kanonische Wahrscheinlichkeitsverteilung in Anwesenheit
eines externen Potentials V(r) dndert. Weiterfithrende Ergebnisse konnen besonders einfach
erhalten werden, wenn wir die Wechselwirkungen vernachléssigen und nur das externe Potential
beriicksichtigen, also H,.(r) = V/(r). Das externe Potential ist, (wie zuvor der Impuls) eine
Grofle, die in gleicher Weise mit allen Teilchen koppelt. Also konnen wir die Hamiltonfunktion
als Summe von Einteilchen-Beitrdgen schreiben:

N 2
H= Z H;, mit H(r;,p;) = Di + V(ry), “Ein-Teilchen-Beitrag”
i=1

2m

N
— P(p, I') = H f(purl) s mit f(pu I‘i) = CV B_BHi(pi’ri) .
i=1

Wir normieren nun die Ein-Teilchen-Verteilung:
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yelt — /d3r e PV (5.3)
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Vel in Glg. (5.3) bezeichnet dabei ein effektives Volumen, das ein Teilchen bei der Tempe-
ratur 1/ im Potential einnimmt und das mit der Stdrke und Reichweite des Potentials zu-
sammenhéngt. Der dimensionslose Parameter yy, Glg. (5.2), lisst sich als ein modifizierter
Entartungsparameter auffassen, der den homogenen Fall y = Afh% verallgemeinert. yy ist
selbstverstindlich nicht invariant* unter Potentialverschiebungen V' — V + ¢, dieser Beitrag
kiirzt sich in der Wahrscheinlichkeitsdichte jedoch wieder heraus.

Wir haben also die

2
—B|2=+V(r
f(p,r)=xve ﬁ[2m+ ( )} ,  Maxwell-Boltzmann-Verteilung (5.4)

d3r d3p
(2mh)3
fiir nichtwechselwirkende klassische Systeme. Durch Integration von Glg. (5.4) iiber p folgt

direkt die Dichteverteilung, n(r), im externen Potential
n(r) = Ce PV

vgl. Abbildung 5.1. Dieses Ergebnis stimmt mit dem Resultat fiir die Stabilitdt im externen
Feld iiberein, das sich aus dem chemischen Potential ergab (z.B. barometrische Hohenformel),
vgl. Abschn. 4.5.2.

gefunden, mit der Normierung [ f(p,r) = 1. Die Maxwell-Boltzmann-Verteilung ist giiltig

5.3 Zustandssumme des klassischen idealen Gases im
externen Potential

Wir verallgemeinern nun unser bisheriges Ergebnis fiir ein homogenes ideales Gas auf den
inhomogenen Fall im Potential V(r). Die Zustandssumme (Zustandsintegral) des klassischen

4Wenn das Potential ein Minimum besitzt, ist die natiirliche Wahl der Koordinaten, den Ursprung in das
Minimum zu legen.
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Abbildung 5.1: Die Dichteverteilung, die aus der Maxwell-Boltzmann-Verteilung folgt: Die
Dichten sind erhoht bei den Potentialminima. Diese ,,Schwankungen® sind stérker, je nied-
riger die Temperatur ist. Dieses Verhalten hatten wir bereits im Abschnitt 4.5.2 untersucht
(gleiche Grafik wie in Abbildung 4.5).

idealen Gases ist gegeben durch
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Im thermodynamischen Limes, N! — ( g)N, erhalten wir dann den Ausdruck

ZUTV.N) = 2T 0)]"
mit der ,Ein-Teilchen-Zustandssumme “
- ve 1 e 1
Zld T - = = d3 —pVi{r) _ =~ .
1( 7,0) Ai’,hv/ re NXV
Die Zustandssumme des N-Teilchen-Systems ist also vollstdndig durch die Eigenschaften der

einzelnen Teilchen bei einer endlichen Temperatur bestimmt. Aus Z'¢ folgen schlielich alle
thermodynamischen Funktionen nach den bekannten Formeln.

5.4 Gleichverteilungssatz und Virialsatz

Wir leiten zunéchst den Gleichverteilungssatz der statistischen (klassischen) Mechanik her.
Dazu betrachten wir ein N-Teilchen-System wobei jedes Teilchen die Freiheitsgrade {r;, p;} mit
1,k = x,y, 2 habe.

5.4.1 Der Gleichverteilungssatz

Wir beweisen folgenden Gleichverteilungs-Satz: Unter der Voraussetzung, dass alle Frei-
heitsgrade quadratisch in H(r, p) eingehen®, liefert jeder Freiheitsgrad einen mittleren Energie-
beitrag von kBTT

5Das System befindet sich also in einem Oszillatorpotential.
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Beweis: Der Erwartungswert im kanonischen Ensemble

oOH

wobei & € {riz, ..., "Nz, Plzy ---s PN2 |, €rgibt
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Dies ist ein bemerkenswertes Resultat, da es fiir einen beliebigen Hamiltonian gilt, unabhéngig
von der Form des Potentials und auch unabhéngig davon, ob Wechselwirkungen vorliegen. Wir
schreiben das Ergebnis daher noch einmal auf:

OH
<£i8_§i>k = kpT'. (5.5)

Im Folgenden betrachten wir den Spezialfall aus der Formulierung des Theorems, dass die Ha-
miltonfunktion von der Form H(r, p) = ar?+bp? ist. Dann folgt sofort &;0¢, H = 2Hy,, wobei H,
entweder den Orts- oder den Impulsanteil (eine kartesische Komponente) der Hamiltonfunktion
bezeichnet. Damit haben wir also gefunden, dass in diesem Fall

OH
kT = <£,—> = 2(He, )x, (5.6)
agz k
gilt. Also liefert der Freiheitsgrad &; einen Energiebeitrag von % Dies gilt sowohl fiir die

Potentialbeitriage als auch fiir die kinetische Energie, wobei letzteres auch weiterhin gilt, wenn
das Potential nicht mehr quadratisch ist.

Bemerkungen:

e Der Beweis wurde im kanonischen Ensemble gefiihrt. Er verlduft identisch auch im grof3-
kanonischen Ensemble.

e Das Ergebnis lasst sich auf nichtquadratische Potentiale erweitern. Dazu betrachten wir
ein Potential der Form

V(ry)) =ar®, meZ,

wobei ¢ die kartesische Komponente bezeichnet. Das Resultat (5.6) wird dann in folgender
Weise abgewandelt:

n-a—H =mV(r;),

87’2»
1
m

W
1

Das heifit, die mittlere potentielle Energie im Freiheitsgrad ist um einen Faktor m
kleiner als kgT'. Fiir ein Oszillatorpotential ergibt sich wieder kgT'/2.
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5.4.2 Das Virialtheorem

Die letzte Beobachtung machen wir uns im Folgenden zu Nutze. Zunéchst betrachten wir den
Ausdruck

N
OH
; Ir; ari s (5 . 7)

der als Virial der Krifte bezeichnet wird®. Wie wir eben gesehen haben, ldsst sich der ther-
modynamische Erwartungswert des Virials (oder einzelner Summanden) durch die Temperatur
ausdriicken. Diesen Befund konnen wir verallgemeinern und kompakt zusammenfassen zum

Virialtheorem: Sei die Hamiltonfunktion eines nicht-wechselwirkenden Systems gegeben durch
N p?
HO) = TP 4 V() = S e Vit |
Vilre) = a2y ™ + anyy " + oz

Aus dem Gleichverteilungssatz folgt damit fiir die mittlere kinetische und potentielle Energie
von Teilchen “k”:

kgT
(Ti) = 3=~
1 1 1
Vi) = { + + } kgT = m; kT,
mkm mky mkz

(T) = SmelVi),
Z<Tk> = gzmk<vl€>

Fiir praktische Anwendungen wichtig ist die Moglichkeit, einen Erwartungswert (der z.B. schwie-
rig messbar oder berechenbar ist) durch einen anderen auszudriicken. Dies ist ein weitgehend
allgemeingiiltiges Resultat, da die Klasse der zugelassenen Potentiale sehr breit ist und auch
Unterschiede fiir die einzelnen Teilchen zugelassen sind. Wir nennen einige Beispiele:

e Isotropes parabolisches Potential fiir alle Teilchen, d.h. my, = my, = my, = 2. Dann ist

my " =2 und (T},) = (V), fiir alle k.

e Anisotropes Potential: my, = my, =4 ,my, = 2. Dann ist m;;" = 1 und (T},) = 3(V}),
fiir alle k. Beispiele fiir solche Dipol-Quadrupol-Potentiale sind Penning- oder Paulfallen,
die derzeit eine grofle Rolle in der Atom- und Ionenphysik spielen.

5.5 *Das nichtideale klassische Gas

Wir wenden uns jetzt wieder klassischen Vielteilchensystemen in der Gasphase zu. Bisher hat-
ten wir die statistischen und thermodynamischen Eigenschaften des idealen Gases detailliert
diskutiert. Dies ist allerdings ein Modell, das nur in bestimmten Grenzen Giiltigkeit besitzt.

5Der Begriff wurde von R. Clausius eingefiihrt.
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Der Grund ist natiirlich, dass zwischen Gasatomen bzw. -molekiilen Wechselwirkungskrafte
wirken, die einen z.T. erheblichen Einfluss auf die thermodynamischen Eigenschaften besitzen.
Die Methoden, die wir kennengelernt haben, sind sehr gut geeignet, den Einfluss dieser Effekte
ndherungsweise zu beriicksichtigen. Im Falle starker Wechselwirkung sind die Methoden der
Wahl dagegen Computersimulationen.

5.5.1 Einfithrung. Nichtidealitdtsparameter

Die Abweichung eines Systems vom idealen Gas lésst sich in einfacher Weise quantifizieren.
Dazu gehen wir aus von einem allgmeinen Hamiltonian

N

H:ZHZ—i_ Z w(ri—rj),
i=1 1<i<j<N

_

H;
2m

+ V(ry), idealer Anteil , (5.8)

wobei die Summe mit den Wechselwirkungs-Beitrédgen die Abweichung vom idealen Gas be-
stimmt. Durch ihr Auftreten erhélt die innere Energie einen zusétzlichen Wechselwirkungsbei-
trag (wir bezeichnen ihn mit “int” fiir interaction), und analoge Zusatz-Beitrdge tauchen in
allen anderen thermodynamischen Funktion auf’:

3
U= §Nk5BT + Une [w]

P = nkBT + Pint [w] ’
pw=kpTInx + ping[w],

und so weiter.
Die Stérke der Wechselwirkung, in Relation zur Energie des idealen Gases, wird héufig durch
den dimensionslosen Nichtidealitdtsparameter (oder Kopplungsparameter) abgeschétzt,

_ Hw)]
I= BT (5.9)

wobei der Nenner die mittlere kinetische Energie pro Teilchen und der Z&hler die mittlere
Wechselwirkungsenergie pro Teilchen angibt. Haufig ist eine sinnvolle Abschéitzung fiir letztere
gegeben durch (w) ~ w(a), wobei a = (|ry;|) der mittlere Teilchenabstand ist®. Der Kopp-
lungsparameter (5.9) erlaubt es, verschiedene Phasen des Vielteilchensystems qualitativ zu
unterscheiden:

e Fiir I' < 1 verhélt sich das System wie ein ideales Gas.

e Fiir I' < liegt ein schwach/moderat nichtideales Gas vor. Dieser Bereich ldsst sich i.a. mit
Methoden der Storungstheorie untersuchen.

e Fiir I' > 1 dndert sich das Verhalten qualitativ: es setzt eine langreichweitige Abhéangigkeit
der Teilchen von einander ein. Das Verhalten dhnelt dem einer Fliissigkeit oder sogar dem
eines Kristalls.

"Die Grundannahme ist, dass beide Beitrige additiv sind, was fiir klassische Systeme gerechtfertigt ist. Fiir
Quantensysteme hingegen kann die Wechselwirkung auch die kinetische Energie modifzieren.

8Die Linge a wird haufig auch als Wigner-Seitz-Radius bezeichnet. In einem homogenen System gilt % =

__ 47 3
v—ga.
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e Ob die Ubergiinge zwischen unterschiedlichem Verhalten abrupt passieren, also ob ein
Phaseniibergang vorliegt, hédngt von der Art der Wechselwirkung ab. Ein Phaseniibergang
zum Kristall tritt insbesondere in Systemen mit Coulomb-Wechselwirkung (Plasma, Elek-
tronengas im Metall, Elektronen-Loch-Plasma in Halbleitern etc.) auf. Der kritische Wert?
ist von der Groéfenordnung I'.,. &~ 100 und unterscheidet sich je nach Dimensionalitét und
Geometrie des Systems, s. z.B. Ref. [Bonitz et al., 2010a].

e Das Konzept eines dimensionslosen Kopplungsparameters ldsst sich auch auf Quanten-
systeme ausdehnen. Der Hauptunterschied dort ist, dass die mittlere kinetische Energie
durch den relevanten Quanten-Ausdruck zu ersetzen ist!°.

5.5.2 Virialform der Zustandsgleichung. Klassische Simulationen

In diesem Abschnitt widmen wir uns realen Gasen mit beliebiger Form und Stérke der Wech-
selwirkung. Fiir klassische Gase ist dann nur eine numerische Behandlung moglich, die al-
lerdings nahezu exakt durchgefithrt werden kann (abgesehen von statistischen Fehlern, die
sich aber z.B. durch VergroBerung der Simulationsbox systematisch reduzieren lassen). Die
Standard-Simulations-Methoden fiir thermodynamische Eigenschaften sind Molekulardynamik
oder Metropolis-Monte Carlo!!, s. z.B. [Bonitz and (eds.), 2006, Bonitz et al., 2010b]. Diese Si-
mulationen sind partikel-basiert, d.h. es werden N Teilchen in einem vorgegebenen Volumen
simuliert, fiir die die thermodynamischen Funktionen berechnet werden. Dies ist fiir die inne-
re Energie trivial, da nur die Hamiltonfunktion (5.8) zu berechnen ist. Zusétzlich muss noch
eine Mittelung {iber das Ensemble (mit der entsprechenden kanonischen Wahrscheinlichkeits-
verteilung) durchgefiihrt werden. Fiir den Vergleich mit Experimenten ist allerdings die innere
Energie nicht vorteilhaft. Stattdessen ldsst sich z.B. die Zustandsgleichung (der Druck) direkt
messen. Ein Simulationsergebnis fiir den Druck ist natiirlich — im Prinzip — mit Hilfe der be-
kannten thermodynamischen Relationen durch Differentation der inneren Energie zu erhalten.
Deutlich vorteilhafter und genauer ist allerdings die Virialform der Zustandsgleichung, der wir
uns im Folgenden zuwenden.

Beitrag der Gefilwand zum Virial. Unser Ziel ist die Berechnung des Drucks aus dem
Virialsatz. Der Druck der Teilchen ist homogen im ganzen System (Stabilitéit) und damit auch
an der Wand. Er ist verkniipft mit der Reflexion von Teilchen an der Wand, die wir simulieren
durch ein kurzreichweitiges repulsives Potential, V,,, das also an der Wand einen steilen positiven
Peak besitzt. Dieses Potential iibt auf ein Teilchen “i” in Wandnéhe eine Kraft, F;,, aus, die es
weg von der Wand treibt,

oV,
81‘1-
(dF ;) = pdA, mittlere Kraft aller Teilchen auf Fldchenelement dA |

= —-F;, = +F,;, Kraft von T. i auf die Wand,

das heifit, ein beliebiges Teilchen iibt eine Druckkraft F,,; auf die Wand aus, die im Mittel zu
einem Druck p aller Teilchen auf ein Flachenelement dA fiihrt. Das Virial (5.7) dieser Wandkraft
erhalten wir durch Summation iiber alle Teilchen in Reichweite des Potentials (also an der

9Hier spielt I' die Rolle eines Ordnungsparameters.
10z B. fiir Fermionen bei tiefen Temperaturen durch die Fermi-Energie, s. Abschn. 6.2.7
"Eine detaillierte Einfiihrung wird in der Vorlesung “Computersimulationen I” gegeben.
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Wand), was wir in ein Oberflichenintegral mit der Flachen-Normale n tiberfithren kénnen

N
Zri% :pj{ r-ndA=
i1 or; ov
:p/ dVdivr = 3pV,
v

wobei wir den Gauflschen Satz angewendet haben.
Jetzt betrachten wir das Virial der gesamten Hamilton-Funktion (5.8), die wir durch das Wand-
potential erweitern, H — H + V,,

<Zrlg—5> =3pV + <Zrza‘g—gz)> + %Z<rz Viw(|r; —1;])) =

i=1 i=1 i#]
N N
= 3pV + <ZE 1 r; ari > + 5 iij <I',‘j ari].w(|ri — I'j|)> s (510)

wobei wir im letzten Term beriicksichtigt haben'?, dass in der Summe jeder Abstand r;; zweimal
auftritt. Nach dem allgemeinen Gleichverteilungssatz, Glg. (5.5), ist der Beitrag des gesamten
Hamiltonians, links in Glg. (5.10), gleich 3NkgT', so dass wir das folgende Endresultat fir die
Zustandsgleichung finden

9 1 /& ave)\ 1
pV = gEkin 3 <Zrl or; > 6 Z <rij Oryw([r; — rj|)> :

i=1 i#j

Der erste Term reproduziert den uns bereits bekannten Zusammenhang zwischen Druck und
Dichte der (kinetischen) Energie. Die folgenden Terme sind die Korrekturen durch ein externes
Potential bzw. die Wechselwirkung zwischen den Teilchen und lassen sich als Arbeit externer

Krifte bzw. der Wechselwirkungskrifte zwischen den Teilchen interpretieren'?.

5.5.3 Zustandssumme des nichtidealen Gases.
Konfigurationsintegral

Wir kehren nun zuriick zur kanonischen Zustandssumme fiir die volle Hamilton-Funktion (5.8)
und nutzen wieder die Faktorisierung der Wahrscheinlichkeitsverteilung in einen impulsabhéngi-
gen und einen ortsabhéngigen Anteil, P(Q2) = fnx(p)wn(r). Als Resultat der Impuls-Integration
erhalten wir einen Faktor A;hS fiir jedes Teilchen und damit

1 vy
Zx(T,V,N) = NI AT Q(T,V,N),
1
QT.V,N) = 75 / ANy e PVElrLrN) (5.11)

wobei Q das Konfigurations-Integral bezeichnet'* und wir die Gesamt-Potentielle Energie ein-

gefithrt haben, Vg (r) = > V(r;) + > w;;, sowie die Abkiirzung w;; = w(r;;) = w(|r; — ry|).
5 i<j

12 Aufgabe: man fiihre die einzelnen Schritte durch.
13Man demonstriere das und untersuche insbesondere, wann diese Krifte den Druck erhShen bzw. absenken.
4Wir haben es dimensionslos gewiihlt, was zu dem zusitzlichen Faktor V¥ in der Zustandssumme fiihrt.
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Konfigurations-Integral des homogenen Gases. Fiir den Fall V' = 0 lasst sich das Integral
(5.11) weiter vereinfachen:

Q(T,V,N) = % / d*Ny [T e (5.12)

1<j

Dieses Resultat ist ein guter Ausgangspunkt fiir Stérungsentwicklungen.

5.5.4 Zustandssumme bei schwacher Nichtidealitat.
Paarkorrelationsfunktion
Die Paarwechselwirkung in Gasen ist typischer Weise repulsiv (positiv) bei kleinen Absténden

und attrativ (negativ) bei grofien'® und verschwindet mit r;; — co. In einem charakteristischen
Abstand rq liegt ein Minimum der Tiefe Uy = w(rg) vor.

Paarverteilung und Paar-Korrelationsfunktion. Die Form der Funktion w(r) bestimmt
die Abstandshiufigkeit von Teilchen des Gases. Diese wird als Paarverteilung bezeichnet!®

g(r) = e 0 = ¢(r) + 1. (5.13)

In einem nicht-wechselwirkenden System ist natiirlich g(r) = 1, d.h., beliebige Absténde zweier
Teilchen sind gleichwahrscheinlich und daher ¢ = 0. Die Funktion ¢(r) beschreibt daher die
Abweichung vom nicht-wechselwirkenden Fall und wird i.d.R. als Paar-Korrelationsfunktion
bezeichnet.

Im Folgenden betrachten wir den Fall endlicher aber schwacher Wechselwirkung. Das Kriterium
dafiir lautet hier

'~ B|Us| < 1, schwach wechselwirkendes Gas
9ij(r) = 1 — Pwyy,

¢ij(r) = —Pwy

Wir setzen jetzt ¢;; in Glg. (5.12) ein und nutzen, dass ¢ klein ist:

1
Q(T,V,N) = W/CPNTH(H%) =
1<J
i<j
VN2 N(N -1 .
=1+ N ( 5 ) /dsridsrj {Cij + (9(02)} =

—N(];[v_ D /d3r {c(r) + (’)(FQ)} ,

— 14+

wobei wir im letzten Schritt zu Relativ (r)- und Schwerpunkt (R)-Koordinaten {ibergegangen
sind und die R-Integration ausgefiihrt haben (sie gibt V). Mit der Abkiirzung

a(T) = / &rc(r) = 4 /0 Tt e(r) ~ —Anf /0 S w(r), (5.14)

15Fin typisches Beispiel ist das Lennard-Jones-Potential.
6Das explizite Resultat, Glg. (5.13) ist eine Niherung, die auch als biniire StoSapproximation bezeichnet
wird. Sie gilt, wenn der Einfluss dritter Teilchen auf den Paarabstand gering ist.
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folgt schliellich fiir das Konfigurationsintegral und die Zustandssumme bei schwacher Kopplung
N
Q(T,V.N) = 1+ —a(T) + O(I?),

Z(T.V,N) = 1 <Al§h)N {1 + %a(T) + (’)(FQ)} |

Zustandsgleichung eines Gases mit schwacher Wechselwirkung. Wie bisher, sind mit
der Zustandssumme alle thermodynamischen Eigenschaften bekannt. Wechselwirkungskorrek-
turen lassen sich dabei allein durch den Korrelationsparameter (5.14) ausdriicken. Wir illustrie-
ren dies am Beispiel der Freien Energie und der Zustandsgleichung.

N
F(T,V,N) = —NkyTIn Z = —NkyT (1 +1In Aig) — kT {1 + Tna(T)} ,
th

prviNy =28 el o

N
av T,N— T% {NIHU+ID |:1+%G(T)1} =

kT {1 - a(T)] |

) 2v

wobei wir in der letzten Zeile den Logarithmus fiir kleine Abweichungn um 1 entwickelt haben.
Der erste Term ist der Druck des idealen Gases und der zweite gibt den Einfluss der Wech-
selwirkung an. Aus Glg. (5.14) ist klar, dass bei dominant attraktiver Wechselwirkung w < 0
und damit a > 0 ist und der Druck abnimmt. Umgekehrt fiihrt eine repulsive Wechselwirkung
zwischen den Teilchen zu einer Zunahmes des Druckes im Vergleich zum idealen Gas.

5.6 Aufgaben

1. Fir ein relativistisches klassisches ideales Gas berechne man

(a) die kanonische Zustandssumme

(b) Man betrachte insbesondere i) den schwach relativistischen, sowie ii) den ultrarela-
tivistischen Grenzfall.

(c) fiir ii) berechne man die Freie Energie, den Druck, die Entropie und die innere
Energie



