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wobei wir als Randbedingungen haben N =
∫
n(r) d3r.

In Glg. (4.12) haben wir f = F/N eingeführt, die freie Energie pro Teilchen (im homogenen
Fall). Unter dem Einfluss von Vx ändert sich die Dichte der freien Energie gemäß

f(r, Vx) = f0[T (r), v(r)] + Vx(r) ,

wobei f0 den feldfreien Anteil beschreibt.
Die freie Energie hängt also ab von zwei ortsabhängigen (und zu bestimmenden) Funktionen,
v(r) und T (r). Für diese stellen wir nun eine Gleichgewichtsbedingung auf. Im Gleichgewicht
gilt

δF = 0 ,
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!
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{∫
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Wir nutzen nun, dass ∂f
∂v

∣
∣
T
= ∂F

∂V

∣
∣
T,N

= −p, für alle r gilt. Die Schwankung muss verschwin-

den, auch bei unabhängiger Änderung von δv und δT , also müssen beide Beiträge simultan
verschwinden. Dabei gilt

∂f0
∂T

∣
∣
∣
v
= −S = 0 ,

nur am absoluten Nullpunkt. Damit folgern wir δT
!
= 0 ⇒ T (r) = T = const. Wir müssen also

nur noch die Terme ∼ δv behandeln. Dort finden wir

p[T, v(r)] v(r) + f0[T, v(r)]
︸ ︷︷ ︸

=
G0

N
=µ0(r)

+Vx(r) = µ∗ = const.

Damit haben wir eine Gleichgewichtsbedingung für v(r) als Reaktion auf das externe Potential
Vx(r) gefunden. Stabilität, ausgedrückt durch δF = 0, ist erreicht für n(r) ≡ v−1(r) mit

µ0[T, v(r)] + Vx(r) = µ∗ , für alle r ∈ V .

T (r) = const . (4.13)

Bemerkung:

• Gleichung (4.13) verallgemeinert die Stabilitätsbedingung homogener Systeme, vgl. Ab-
schnitt 3.6.1, auf den inhomogenen Fall. Im homogenen Fall (Vx ≡ 0) erhalten wir
µ0 ≡ const = µ∗ zurück.

• Gleichung (4.13) ist für beliebige physikalische Systeme gültig. Die Materialeigenschaften
bestimmen die funktionale Form von µ0.

• Gleichung (4.13) ist gültig sowohl für nichtwechselwirkende als auch für wechselwirkende
Systeme. In letzterem Fall hat das chemische Potential eine Wechselwirkungskorrektur,
µ0 = µid

0 + µint
0 , die wir in Kapitel 5 diskutieren werden.

Beispiel: Teilchenverteilung im Schwerefeld, Vx(z) = mgz. Für das ideale Gas, mit pv = kBT

(v = V
N

ist das “intensive Volumen”, d.h. das Volumen pro Teilchen) finden wir21

n(z) = n0e
−mgz/kBT .

Dieses Ergebnis lässt sich auch auf allgemeine Potentiale verallgemeinern, siehe auch Abbildung
4.5, und findet in dieser Form Anwendung in vielen Gebieten, z.B. Debye-Abschirmung in
Plasmen.

21Dies ist Gegenstand einer Übungsaufgabe, s. Abschnitt 4.8.
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4.6 Mehrphasensysteme und Phasenübergänge

Wir hatten in Abschnitt 4.5.1 gesehen, unter welchen Bedingungen ein thermodynamisches Sy-
stem stabil gegen Störungen ist. Wenn diese Voraussetzungen verletzt sind, tritt ein Instabilität
auf: das System verlässt den stabilen Zustand und geht in einen neuen über. Wir widmen uns
jetzt der Frage, wie dieser neue Zustand beschaffen ist. Ein mögliches Szenario besteht dar-
in, dass der (instabile) homogene Zustand durch einen anderen Zustand ersetzt wird, der an
verschiedenen Stellen im Raum verschiedene Eigenschaften aufweist. Dies ist z.B. bei einem
Phasenübergang der Fall.

4.6.1 Definitionen. Gleichgewichtsbedingungen

Als Phase bezeichnen wir eine Zustandsform eines makroskopischen thermodynamischen Sy-
stem (dazu zählen die bekannten Aggregatzustände wie gasförmig, flüssig und fest. Ein anderes
Beispiel sind verschiedene Festkörperstrukturen, wie etwa Silizium: Bei Normaldruck liegt eine
Diamantstruktur vor; bei hohen Drücken geht der Kristall in eine β-Zinn-Struktur über.

Ein Phasengleichgewicht liegt vor, wenn zwei (oder mehr) Phasen desselben Systems koexi-
stieren: z.B. Wasserdampf und Wasser in einem Gefäß. Im o.g. anderen Beispiel findet man,
dass bei entsprechendem Druck in Silizium Diamantstruktur und β-Zinn-Struktur koexistieren.

Wir finden jetzt die Bedingung für ein Phasengleichgewicht: Sei ein System abhängig
von den thermodynamischen Variablen T, p,N , mit N1 + N2 = N , wobei N1 die Anzahl der
Teilchen in Phase 1 bezeichnet und N2 die Anzahl der Teilchen in Phase 2. Das zugehörige
thermodynamische Potential ist die freie Enthalpie G(T, p,N) = Nµ(T, p). Ist G minimal
bezüglich Aufteilung in N1 und N2, also

0 = δG
∣
∣
p,T,N

= δ [N1µ1(T, p) +N2µ2(T, p)]

= [µ1(T, p)− µ2(T, p)] δN1

=⇒ µ1(T, p)
!
= µ2(T, p) , (4.14)

also finden wir wieder die uns bereits bekannte Bedingung für das Gleichgewicht bezüglich
Stoffaustausch. Bisher hatten wir allerdings zwei räumlich nebeneinander liegende Teilsysteme
betrachtet. Hier dagegen wird nicht spezifiziert, wie die beiden Phasen räumlich angeordnet
sind22.
Zu jeder Temperatur T gibt es eine Funktion pc(T ), welche die Gleichung (4.14) löst. Dieses pc
wird auch als Koexistenzdruck bezeichnet.
Verallgemeinerungen: In einem System mit drei Phasen (z.B. Wasser) gibt es mehrere Koexi-
stenzkurven. Der Schnittpunkt der drei Phasen wird auch als “Tripelpunkt” bezeichnet. Weiter
kann ein kritischer Punkt auftauchen, bei welchem die Unterschiede zwischen den Phasen ver-
schwinden. (Bei Wasser liegt dieser bei 374.2◦C)
Ein Phasenübergang ist eine Zustandsänderung (

”
a → e“), die pc(T ) kreuzt. Bei einer ”

ech-
ten“ Kreuzung, d.h. a und e liegen beide nicht auf pc(T ), wird eine Phase komplett aufgehoben
und eine andere erzeugt.

Verallgemeinerung auf n Stoffe (Mischung, Lösung):
Angenommen, für jeden Stoff seien m Phasen möglich, aber die Gesamtteilchenzahl N = N1 +
N2+ ...+Nn = const sei konstant. Wir drücken die Ni auch durch die Konzentrationen Ci =

Ni

N

22Bei der Koexistenz zweier Phasen, wie Wassertropfen und Dampf, liegt eine Mischung beider vor.




