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Abbildung 4.5: Ein nichtwechselwirkendes Gas in einem inhomogenen Feld hat im Gleichge-
wicht eine inhomogene Dichte. Dabei befinden sich die Teilchen bevorzugt (mit erhohter Wahr-
scheinlichkeit) in der Umgebung der Potentialminima. Mit steigender Temperatur werden die
'Oszillationen’ schwécher. (Man denke an das kanonische Ensemble fiir solch ein System.)

4.5.2 R&aumlich inhomogene Systeme. Einfluss externe Felder

Wir dehnen unsere Stabilitdtsbetrachtungen jetzt aus auf den Fall eines ortsabhéngigen ex-
ternen Potentials'”, V,(r). Beispiele sind Gasmolekiile im Schwerefeld oder Atome in einem
Ostzillatorpotential. In diesen Fallen erwarten wir, dass die Teilchendichte rdumlich inhomogen
sein wird, da die Teilchen in Richtung des Energieminimums beschleunigt werden.

Es stellt sich nun die Frage: Wie verteilen Sich die Teilchen im Raum genau? Welche Dich-
teverteilung bleibt stabil gegen Stérungen? Dazu betrachten wir die lokale (ortsabhingige)
Teilchendichte

AN(r)
= Ay
Die Idee ist nun, das Verhalten des inhomogenen Systems auf das bekannte Verhalten eines
homogenen Systems zuriickzufithren. Dazu unterteilen wir das Systeme in kleine Raumbereiche,
innerhalb derer das Feld ndherungsweise konstant und damit die Dichte homogen ist, so dass
dort die bisherigen Resultate anwendbar sind!®.
Wir definieren nun das lokale Volumen pro Teilchen!® v(r) :

1
v(r) = —.
(r) ()
Die thermodynamischen Potentiale werden in der inhomogenen Situation nun ortsabhéngig.
Zum Beispiel erhalten wir fiir die Freie Energie®

(4.11)

F:/f(r;Vr)n(r)d?’r, (4.12)

1"Die Gesamtenergie pro Teilchen wird damit % — % + V.

¥Der Limes (4.11) ist natiirlich nicht trivial: Einerseits miissen die Volumenelemente AV klein genug sein,
damit die Dichte als konstant gendhert werden kann, andererseits miissen die Volumenelemente grof§ genug sein,
damit die praktische Modellierung (grofier) homogener Systeme genau wird.

9Man erinnere sich an die intensiven Gréflen, die aus extensiven gewonnen werden, v = V/N.

20Diese Niherung heifit Lokale Dichteniiherung (LDA) und nimmt an, dass f am Ort r nur von der Zahl der
Teilchen am selben Ort abhéingt. Genau genommen kénnte f auch von der Dichte in der Umgebung abhéingen,
also z.B. von deren Gradienten.
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wobel wir als Randbedingungen haben N = [ n(r) d®r.
In Glg. (4.12) haben wir f = F'/N eingefiihrt, die freie Energie pro Teilchen (im homogenen
Fall). Unter dem Einfluss von V, dndert sich die Dichte der freien Energie gemif3

f(I‘, ‘/z) - fO[T(r)v U(I‘)] + V;;(I‘) )
wobei fy den feldfreien Anteil beschreibt.
Die freie Energie héngt also ab von zwei ortsabhéngigen (und zu bestimmenden) Funktionen,
v(r) und T'(r). Fiir diese stellen wir nun eine Gleichgewichtsbedingung auf. Im Gleichgewicht
gilt
0oF =0,

FéF—m{%ﬁ?%—N}

~ J fo ov 1 0 fo oT
0=0F= [ &r = —— = Ve—p")ov+—=—| — 7.
/ r{év T(r) v 02(f0+ ) U+5T o(r) U
1%
Wir nutzen nun, dass g—“ r = g—g rn = —D, fur alle r gilt. Die Schwankung muss verschwin-

den, auch bei unabhéingiger Anderung von v und 67, also miissen beide Beitrige simultan
verschwinden. Dabei gilt
0fo
oT

nur am absoluten Nullpunkt. Damit folgern wir 67 ~0= T'(r) =T = const. Wir miissen also
nur noch die Terme ~ dv behandeln. Dort finden wir

p[T,v(r)]v(r) + fo[T,v(r)] +V.(r) = u* = const.

J

—-5=0,

v

g

=R =po(r)
Damit haben wir eine Gleichgewichtsbedingung fiir v(r) als Reaktion auf das externe Potential
V,(r) gefunden. Stabilitit, ausgedriickt durch 6F = 0, ist erreicht fiir n(r) = v~ *(r) mit
wolT,v(r)] + Vp(r) = p*, firalereV.
T(r) = const. (4.13)
Bemerkung:
e Gleichung (4.13) verallgemeinert die Stabilitdtsbedingung homogener Systeme, vgl. Ab-

schnitt 3.6.1, auf den inhomogenen Fall. Im homogenen Fall (V, = 0) erhalten wir
[o = const = p* zuriick.

e Gleichung (4.13) ist fiir beliebige physikalische Systeme giiltig. Die Materialeigenschaften
bestimmen die funktionale Form von .

e Gleichung (4.13) ist giiltig sowohl fiir nichtwechselwirkende als auch fiir wechselwirkende
Systeme. In letzterem Fall hat das chemische Potential eine Wechselwirkungskorrektur,

int

po = pid + pint die wir in Kapitel 5 diskutieren werden.

Beispiel: Teilchenverteilung im Schwerefeld, V,(z) = mgz. Fiir das ideale Gas, mit pv = kgT
21

(v =% ist das “intensive Volumen”, d.h. das Volumen pro Teilchen) finden wir

n(z) = noe M9/ kT

Dieses Ergebnis ldsst sich auch auf allgemeine Potentiale verallgemeinern, siehe auch Abbildung
4.5, und findet in dieser Form Anwendung in vielen Gebieten, z.B. Debye-Abschirmung in
Plasmen.

21Djes ist Gegenstand einer Ubungsaufgabe, s. Abschnitt 4.8.
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4.6 Mehrphasensysteme und Phaseniiberginge

Wir hatten in Abschnitt 4.5.1 gesehen, unter welchen Bedingungen ein thermodynamisches Sy-
stem stabil gegen Storungen ist. Wenn diese Voraussetzungen verletzt sind, tritt ein Instabilitét
auf: das System verlésst den stabilen Zustand und geht in einen neuen iiber. Wir widmen uns
jetzt der Frage, wie dieser neue Zustand beschaffen ist. Ein mdgliches Szenario besteht dar-
in, dass der (instabile) homogene Zustand durch einen anderen Zustand ersetzt wird, der an
verschiedenen Stellen im Raum verschiedene Eigenschaften aufweist. Dies ist z.B. bei einem
Phaseniibergang der Fall.

4.6.1 Definitionen. Gleichgewichtsbedingungen

Als Phase bezeichnen wir eine Zustandsform eines makroskopischen thermodynamischen Sy-
stem (dazu zdhlen die bekannten Aggregatzustinde wie gasformig, fliissig und fest. Ein anderes
Beispiel sind verschiedene Festkorperstrukturen, wie etwa Silizium: Bei Normaldruck liegt eine
Diamantstruktur vor; bei hohen Driicken geht der Kristall in eine S-Zinn-Struktur iiber.

Ein Phasengleichgewicht liegt vor, wenn zwei (oder mehr) Phasen desselben Systems koexi-
stieren: z.B. Wasserdampf und Wasser in einem Geféf}. Im o.g. anderen Beispiel findet man,
dass bei entsprechendem Druck in Silizium Diamantstruktur und S-Zinn-Struktur koexistieren.

Wir finden jetzt die Bedingung fiir ein Phasengleichgewicht: Sei ein System abhéngig
von den thermodynamischen Variablen T, p, N, mit N; + N, = N, wobei N; die Anzahl der
Teilchen in Phase 1 bezeichnet und Ny die Anzahl der Teilchen in Phase 2. Das zugehorige
thermodynamische Potential ist die freie Enthalpie G(T,p, N) = Nu(T,p). Ist G minimal
beziiglich Aufteilung in N; und Ns, also

= 0G|, 4y = 0 [Ni (T, p) + Nopia (T, p)]
= [ (T, p) — p2(T, p)] 6N
— u(T.p) = pa(T,p) (4.14)

also finden wir wieder die uns bereits bekannte Bedingung fiir das Gleichgewicht beziiglich
Stoffaustausch. Bisher hatten wir allerdings zwei rdumlich nebeneinander liegende Teilsysteme
betrachtet. Hier dagegen wird nicht spezifiziert, wie die beiden Phasen rdaumlich angeordnet
sind?2.

Zu jeder Temperatur 7" gibt es eine Funktion p.(7T'), welche die Gleichung (4.14) 16st. Dieses p.
wird auch als Koexistenzdruck bezeichnet.

Verallgemeinerungen: In einem System mit drei Phasen (z.B. Wasser) gibt es mehrere Koexi-
stenzkurven. Der Schnittpunkt der drei Phasen wird auch als “Tripelpunkt” bezeichnet. Weiter
kann ein kritischer Punkt auftauchen, bei welchem die Unterschiede zwischen den Phasen ver-
schwinden. (Bei Wasser liegt dieser bei 374.2°C)

Ein Phaseniibergang ist eine Zustandsinderung (,a — e*), die p.(T) kreuzt. Bei einer ,ech-
ten* Kreuzung, d.h. a und e liegen beide nicht auf p.(T"), wird eine Phase komplett aufgehoben
und eine andere erzeugt.

Verallgemeinerung auf n Stoffe (Mischung, Losung):
Angenommen, fiir jeden Stoff seien m Phasen moglich, aber die Gesamtteilchenzahl N = Ny +
Ny +...+ N, = const sei konstant. Wir driicken die N; auch durch die Konzentrationen C; = %

22Bei der Koexistenz zweier Phasen, wie Wassertropfen und Dampf, liegt eine Mischung beider vor.
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Abbildung 4.6: Phasendiagramm von Wasser. An den Temperatur/Druck-Bedingungen der
Grenzkurven konnen die Phasen koexistieren. Durch Zu-/Abfuhr von Wirme oder Volumen
(d.h. Kompression oder Expansion) konnen die Anteile der Phasen verdndert werden. Beim
Tripelpunkt kann Wasser sogar in allen drei Aggregatzustianden zugleich (nebeneinander) vor-
liegen. Sind sowohl Druck als auch Temperatur jenseits des kritischen Punkts, kann die Phase
nicht mehr fliissig” oder , gasféormig* zugeordnet werden. Quelle: Wikimedia

aus. Wir haben nun n chemischen Potentiale der Teilchenarten

Ml(T7 D, Cly ) Cnfl)

Mm(T7 D, Cly sy Cnfl)
(k)

i

Die n Teilchensorten besitzen nun m Phasen, also indizieren wir p
indiziert. Dann erhalten wir die Gleichgewichtsbedingungen

1 2 m
= P = =

, wobei k& nun die Phase

i = == ™

fiir die Unbekannten T, p, C; (1), 01(2), ey C&n)l, dies sind 2 + (n — 1)m an der Zahl. Das System
ist unterbestimmt, die Zahl der Freiheitsgrade f ist gegeben durch

f=2+n—-1m—-—nm—-1)=24+n—m Gibbs’sche Phasenregel .

Beispiele:
en=1m=2— f=1— p(T). Das Koexistenzgebiet ist eindimensional: es gibt eine
Koexistenzkurve.
en =1m =3 — [ = 0. Das Koexistenzgebiet ist Null-dimensional: es gibt einen
Tripelpunkt.

e n=2m=2— [ =2 Koexistenzgebiet ist zwei-dimensional: es gibt eine Koexistenze-
bene.

Analog verfahrt man bei anderen Beispielen.



