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Abbildung 3.12: Wegunabhéngigkeit der Energiedifferenz. Wir kénnen ein System von (77, V)
auf verschiedene Wege in (73, V,) tiberfithren. Im Laufe dieses Prozesses wird die Energie des
Systems geéndert. Die Differenz der Energie, E(T),V)) — E(T»,V3), ist jedoch vom genauen
Prozess unabhingig. Fiir kleine Wegstiicke ist die Anderung der Gesamtenergie (Innere Energie)
also ein vollstdndiges Differential.

3.9.2 Energie-Erhaltungssatz. Beitrige zur Energie

Nun stellen wir die Gibbs’sche Fundamentalgleichung nach dem Energiedifferenzial um:
dE =TdS — pdV + pudN — Ada . (Energiesatz nach Helmholtz) (3.29)

Wir identifizieren nun 7'dS = §@Q als zu-/abgefithrte Warmeenergie, —pdV = 6Wytea, als mecha-
nische Arbeit, pdN = dWcpem als “chemische” Energie (verkniipft mit der Hinzufiigung /Entfer-
nung von Teilchen), sowie Ada = —dWy als die Energie externer Felder. Damit nimmt der
Energiesatz folgende Form an:

dE = 5@ + 5WMech + 6WChem + 5Wext .

Bemerkung: Die (Gesamt-)Energie ist ein vollstdndiges Differential, d.h. F ist wegunabhingig.
(Man betrachte £ im Raum, der von S, V, N, a aufgespannt wird. Man kann den Ubergang von
E(S,V,N,a) zu einer anderen Energie E(S’, V', N, a’) kontinuierlich iiber verschiedene Pfade
konstruieren. E(S, V', N',a’) = E(S,V,N,a) + f7 dFE ist unabhingig vom gew#hlten Weg ~
zwischen (S, V, N,a) und (S', V', N, a'), siche Abbildung 3.12.

Die ,,6 “-Beitrdge hingegen sind wegabhéngig.

(a) Wirmeenergie

50 > 0, System nimmt Warmeenergie auf, die Temperatur steigt
<0, System gibt Warmeenergie ab, die Temperatur sinkt

Wir definieren 6Q) =: CdT mit C > 0. Der gebriuchliche Proportionalititsfaktor?® C'
ist dabei im Allgemeinen selbst eine Funktion der Temperatur, C(T') (d.h. i.a. liegt kein
linearer Zusammenhang zwischen () und dT" vor) und eine Materialgrofe.

% die bereits vorher eingefithrte Wirmekapazitit
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Abbildung 3.13: Im Volumen V herrscht ein Druck p vor. Auf einer Flache A ergibt dies eine
Kraft F' = pA. Beim Verschieben der Wand um dx nach auflen leistet das System Arbeit in
Hohe Fdx = pAdx = pdV. Die innere Energie des Systems nimmt bei diesem Prozess also um

pdV ab.

(b) Teilchenaustausch

> 0, endotherm

(SWC em — dN; 5Wc em
" H " {< 0, exotherm

Wir konnen auch schreiben, dass p = %‘ Fiir jedes Material kann man eine chemische

Zustandsgleichung finden der Form p = u(N,V, T, a).

Beispiel: Phaseniibergang zwischen fliissigem und Gas-Zustand mit einer Teilchensorte.
Im Gleichgewicht gilt ;1 = pug und ist damit eine Gleichung fiir die Parameter N, V., T, a.

(c) Mechanische Arbeit

Erinnerung: Mechanische Energie ist das negative Integral der Kraft {iber eine Strecke. Die
Kraft F' in unserer Formulierung wird iiber den Druck p und die Fliche A ausgedriickt,
F = pA. Damit wird die verrichtete mechanische Arbeit zu [vgl. Abb. 3.13]

0Arbeit = Fdh = p Adh,,
-
av
OWhseen = —Fdh = —p Adh,,
dv

wobei die mechanische Energie, die im System verbleibt, um den entsprechenden Betrag
abnimmt.
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Prozess/Effekt Zustandsvariable Energie 0W = A - da
Kompression /Expansion V': Volumen —pdV
von Gasen/Fliissigkeiten p: Druck
3
Elastische Deformation €qp Deformationstensor Y Oapdeag
a,f=1

(Festkorper /Fliissigkeiten) Oap @ Spannungstensor
Oberflachenédnderung S: Oberfliache odS

o : Oberflichenspannung
Liéngenédnderung [: Lénge F-dl
(Festkorper) F: Zugkraft
Batterie Q@: elektrische Ladung U-dQ

U: Spannung
Elektrische Polarisierung P: Polarisation E-dP
(Atome, Molekiile, Festkorper etc.) | E: Elektrische Feldstérke
Magnetisierung M: Magnetisierung H-dM
(Atome, Molekiile, Festkorper etc.) | H: Magnetische Feldstérke

Tabelle 3.1: Wichtige Zustandsvariable und die mit ihnen verbundenen Prozesse und Energie-
Beitrage.

3.9.3 Weitere Energie-Beitrige

Einem thermodynamischen System kann durch Einwirkung duflerer Kréfte Energie zugefiihrt
oder entzogen werden, d.h. es nimmt Energie auf (AW > 0) oder es verliert Energie (verrichtet
Arbeit, AW < 0).

Beispiel: Das Beispiel der Druck-Kraft F' = p- A (p Druck, A Fliache, F L A) hatten wir bereits
oben diskutiert. Bei Kompression nimmt das System Energie von auflen auf. Bei konstantem
Druck und konstanter Fliche ergibt sich die Energie AW = —p- A- Az = —pAV (Konvention:
Az <0< AW > 0). Dieses Beispiel verallgemeinern wir jetzt.

In der Natur konnen solche Kréfte und dhnliche Energiebeitrége durch viele verschiedene Effekte
entstehen. Im Folgenden sei A eine verallgemeinerte Kraft (intensiv) und a eine verallgemeinerte
Lénge (extensiv).

Durch Legendre-Transformationen (siehe Thermodynamik) findet man dann Potentiale, welche
auch von den verallgemeinerten Kriften A abhéngen anstatt von den verallgemeinerten Lingen
a. Dies kann sehr niitzlich sein zum Beispiel bei elektrischen und magnetischen Feldern, die ex-
tern gesteuert werden, und in Reaktion auf die erst Polarisierung oder Magnetisierung auftritt.

3.10 Aufgaben

Fiir den Fall eines nichtwechselwirkenden Systems (ideales Gas) lassen sich viele Ausdriicke
vereinfachen und explizit berechnen. Insbesondere

1. Driicken Sie die kanonische Zustandssumme Z% (N, V, T) eines N-Teilchen-Systems durch
den Ausdurck fiir 1 Teilchen, ZX(1,V,T), aus.

2. Driicken Sie die grofkanonische Zustandssumme durch Z%(1,V,T) aus.
3. Berechnen Sie ZX(1,V,T) fiir ein nichtentartetes System.

Weitere Aufgabenstellungen zu diesem Kapitel waren im Text bzw. in Fufinoten formuliert, s.
z.B. Abschnitt 3.6.4.



Kapitel 4

Thermodynamik im Gleichgewicht

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit “Thermodynamik” — einer auf Axiomen basieren-
den Beschreibung. Sie ist komplementéar zu Statischen Physik, die wir in den vorigen Kapiteln
untersucht hatten. Dort stand im Mittelpunkt die Ableitung von wahrscheinlichkeitstheoreti-
schen Groflen aus der Mechanik. Die zentralen Gréflen waren dabei die Gibbsverteilung bzw.
der Dichteoperator und die Zustandssumme. Daraus konnten wir Relationen fiir die Thermo-
dynamischen Funktionen wir Entropie, Energie, Freie Energie oder grolkanonisches Potential,
sowie deren Mittelwert und Fluktuationen begriinden. Im Gegensatz dazu betrachtet die Ther-
modynamik die Konsequenzen dieser Relationen, ohne mikroskopische Begriindung und ohne
deren Giiltigkeitsbedingungen zu iiberpriifen.

Wir betrachten ein Vielteilchensystem im Grenzfall N >> 1 (thermodynamischer Limes). Das
fithrt zu weitreichenden Konsequenzen:

e Alle Fluktuationen thermodynamischer Groflen sind im Vergleich zu ihren Erwartungs-
werten vernachléssigbar.

e Die Unterschiede in den Resultaten der einzelnen Ensembles verschwinden. Z.B. gilt fiir
die Entropie S* = S¥ = S¢ Die Rechnungen kénnen daher i.d.R. in dem Ensemble
durchgefiihrt werden, wo sie am einfachsten sind.

e Die thermodynamischen Funktionen, z.B. S, U, F', ) sind universelle Funktionen ihrer
Variablen (Ensemble-unabhéngig).

e Zwischen den thermodynamischen Funktionen bestehen universelle Zusammenhdnge, die
Gegenstand der Thermodynamik sind. Thre Allgemeingiiltigkeit wird durch Axiome for-
muliert.

e Die expliziten Ausdriicke fiir die thermodynamischen Funktionen héngen vom konkreten
System (z.B. Gas oder Festkorper, Material etc.) ab und miissen aus Ergebnissen au-
Berhalb der Thermodynamik bereit gestellt werden. Eine mikroskopische Herleitung wird
durch die Statistische Physik (analytisch oder durch numerische Resultate) gegeben. Dies
hatten wir fiir das ideale Gas demonstriert.

4.1 Gleichgewicht. Zustandsgréfien und -gleichungen
Beispiel: Mikrokanonisches Ensemble.

An Stelle der Funktion S = S(E,V,N) betrachten wir nun die Inverse beziiglich der Ener-
gieabhingigkeit, £ = FE(S,V, N). Dies charakterisiert den Gleichgewichtszustand vollstindig
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durch unabhéngige Zustandsvariable.

Beispiel 1: Ideales Gas
Der Zustandsraum des idealen Gases hat die Dimension n = 2, z.B. {T, V'}. Das System lésst
sich charakterisieren durch die Zustandsgleichungen'

p=p(T,V)= NkgT/V =nkgT (4.1)
sowie
3
U=U0(T,V)= éNk‘BT. (4.2)

Alternativ kénnen wir nun aber zu Zustandsvariablen {U,V'} tibergehen. Der Druck als Funk-
tion dieser Grofien ergibt sich, indem wir in Glg. (4.2) T' eliminieren durch T'(U,V) = %NLkB
und in Glg. (4.1) einsetzen?:

2U
p=pUV) =31 (13
Bemerkung: Wir haben nun zwei verschiedene Darstellungen derselben Zustandsfunktion p ge-
funden, namlich p(7,V) und p(U, V). Diese Funktionen sind mathematisch sehr verschieden.
Dennoch hat sich in der Thermodynamik eingebiirgert, solche Grofien stets mit demselben Sym-
bol zu notieren. Daher ist es immer notwendig, den Prozess zu spezifizieren, d.h. wir ben6tigen
Notationen der Form

9
oT lv

9p
oviv’

bzw.

Beispiel 2: Paramagnet

Der thermodynamische Zustand sei spezifiziert durch 7" und H. Wir betrachten als Zustands-
variable die Magnetisierung M(T,H) = TE}TI . Hier ist C' die Curie-Konstante und Ty die
Curie-Temperatur (beide materialabhéngig). Die thermodynamischen Funktionen M und H
wurden in Tabelle 3.1 angegeben.

4.2 Thermodynamische Potentiale

Erinnerung: Im mikrokanonischen Ensemble ist S*(E,V, N) eine Zustandsfunktion. In Analo-
gie zur Mechanik ist S ein ,,Potential“, d.h dS ist ein vollstdndiges Differential, ist also wegu-
nabhéingig. Weitere thermodynamische Potentiale und ihre Abhéngigkeiten kennen wir bereits
aus dem

e kanonischen Ensemble: die freie Energie F/(T,V, N)
e groflkanonischen Ensemble: das grofilkanonische Potential Q (7', V, i)
Fazit:

e Aus S, F, () lassen sich alle anderen thermodynamischen Potentiale berechnen.

! Aufgaben: Man berechne p aus der Formel fiir die Entropie, Glg. (3.14). Man berechne analog die innere
Energie U. Hinweis: U lésst sich aus S iiber die Temperatur finden.

2Dieser Zusammenhang zwischen Druck und Energiedichte erweist sich als allgemeingiiltig fiir ein ideales
Gas, sowohl fiir klassische als auch Quantensysteme, s. Abschnitt 6.2.3.
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e hiufig liefern theoretische Modelle Ergebnisse fiir H und damit fiir die innere Energie.
Dann ist es vorteilhaft, U als thermodynamisches Potential zu betrachten und daraus
dann andere Potentiale zu bestimmen.

Wir fassen jetzt die wichtigsten Eigenschaften der TD Potentiale zusammen:

A. Partielle Ableitungen. Wir haben bereits die Ableitungen der Entropie

dS(E,V,N) = g—ZdE + g—‘S/dV + g—;d]\f

mit physikalischen Groflen identifiziert:

o5 _1
OE T
95 _p
ov T
95 _ _m
ON T

Dies funktioniert analog bei anderen thermodynamischen Potentialen.

B. Andere TD Potentiale in den selben Variablen. Aus S haben wir das Potential E(S,V, N)
abgeleitet und dessen Differential,

dE(S,V,N) =TdS — pdV + udN

Daraus folgen dann

0E OF OF

T = — = — = —
oS lv,n’ P OV IsN’ a ON ls,v

C. Ubergang zu konjugierten Variablen. In obigem Beispiel ist S eine oft unhandliche
Grofle, die auch nicht direkt messbar ist. Durch Legendre-Transformation kénnen wir
die Abhiingigkeit von S in eine Abhingigkeit von der kanonisch konjugierten Variable?

T = g—g ‘V n austauschen. Wir setzen F' = E/ — T'S und berechnen dessen Differential

dF = dE —d(TS) =TdS — pdV + pdN — TdS — SdT = —SdT — pdV + pdN , (4.4)

wodurch wir ein neues Potential (die Freie Energie) in den Variablen T',V, N erhalten
haben, mit den partiellen Ableitungen

oF
oT lv,N
oF

% T,N
or

ON v

=P, (4.5)

Analog konnen wir einen Ubergang formulieren, bei dem wir die Transformation dV —
dp oder dN — du durchfiihren. Wichtige thermodynamische Potentiale, die sich auf
diesem Wege aus der inneren Energie ergeben, sind

3vgl. Mechanik, Ubergang vom Lagrange- zum Hamilton-Formalismus
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Freie Energie U-TS=F(T,V,a,N)
Enthalpie U+pV =H(S,p,a,N)
Freie Enthalpie U-TS+pV =G(T,p,a,N)
Groflkanonisches Potential U-TS—uN=Q(T,V,a,p)

Die totalen Differenziale dieser Potentiale lassen sich analog zum Beispiel der freien Ener-
gie berechnen.

Bemerkungen:

e Zur ,Freien Energie“ F': Die Arbeitsleistung eines thermodynamischen Systems bei
einem isothermen Prozess ist gegeben durch dW = —pdV = dF, s. Glg. (4.4), also
bestimmt durch F', und nicht durch U.

e Die freie Enthalpie (auch Gibbs-Enthalpie) G ist praktisch giinstig bei homoge-
nen oder stiickweise homogenen Systemen. Dies werden wir bei der Diskussion von
Mehrphasensystemen, Abschnitt 4.6, im Detail sehen. Der Grund liegt darin, dass
in diesen Systemen die Driicke p; = p und die Temperaturen 7T; = T' der einzelnen
Phasen iibereinstimmen.

Anmerkung: Die thermodynamischen Potentiale lassen sich auch als Funktion anderer
Zustandsvariablen hinschreiben, z.B. F\(S,V,a, N) = U(S,V,a, N) — g—g“/a O Im Allge-
meinen sind dessen partielle Ableitungen nach V, a, N dann aber nicht identisch mit denen
von F(T,V,a, N), da der Austausch S(T',V,a, N) <> T'(S,V, a, N) die Abhéngigkeiten von
diesen Variablen verdndern kann. Ein Beispiel ist die Entropie des idealen Gases, die wir
im mikrokanonischen Ensemble berechnet hatten, vgl. Formel (3.14):

v (47””5)3/2 }

Wir konnen mittels £ = %N kgT die Energie eliminieren und schreiben

1
—S8,(E,V,N)=N {§ +1n

kp 2

1

? S,(T,V,N) = N{§ +1In {Ki (27kaBT)3/2}} = N{§ —lnx} :
B

2 N h3 2

wobei wir am Ende den Entartungsparameter eingefiihrt haben. Bei der Ersetzung haben
wir nicht nur E ersetzt, sondern haben auch die N-Abhéngigkeit verdndert. Damit gilt
05 oS
ONlev " ONlryv’

Gleichungen (4.5) gelten uneingeschrinkt also nur, falls das Potential in den genannten
natiirlichen Variablen formuliert ist.

D. Konsistenz-Relationen (Maxwell-Beziehungen). Wir berechnen die gemischten zwei-

ten Ableitungen der thermodynamischen Potentiale. Unter zweifacher stetiger Differen-
zierbarkeit ist das Ergebnis invariant unter Vertauschung der Differentiationen, und so
erhélt man z.B.:

PSS 2S
oUudvV — ovVoU
dp 01

~ UT vl
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Analog kann man andere zweite partielle Ableitungen der thermodynamischen Potentiale
untersuchen, insbesondere auch die N-Abhiingigkeit, und damit Aussagen iiber yu treffen.?

E. Gibbs-Duhem-Relationen. Wir betrachten nun die Entropie als thermodynamisches Po-
tential, S = S(F,V,N), in Abhéngigkeit von ihren drei natiirlichen Variablen, E,V, N,
welches alle extensive Groflen sind. Wir reskalieren nun das System mit einem Faktor
a € R, a > 0, wobei alle extensiven Variable sich gleichermafien &ndern:

S=S(E,V,N)— S(aE,aV,aN) =aS(E,V,N). (4.6)

Den Faktor o konnten wir nun herausziehen, weil S extensiv ist und die Vergroflerung
homogen angenommen wurde (z.B. das Gas im Kasten ist homogen.’>. Wir betrachten

nun die Ableitung® %‘ von Glg. (4.6) und erhalten
1

d
—aS

E+ V4+—N
do

oaF oaV daN =S(B,V.N)

a=1

( oS 08 oS )

a=1

und damit, nach Multiplikation mit 7" und Auflésen nach E

E=TS—pV+uN Gibbs—Duhem-Relation

Daraus folgt das Differential dF, von dem wir die drei Differentiale aus dem Energiesatz,

Glg. (3.29) abziehen

dE — TdS + pdV — udN = SdT — Vdp + Ndu = 0.

Die rechte Seite dieser Gleichung zeigt, dass Variation der drei intensiven Variablen,
T, p, 1, unabhingig voneinander nicht moglich ist”. Anders gesagt, es folgt z.B.

Ndy = Vdp — SdT

das heiBt, durch die Anderung von p und 7T ist die Anderung von p festgelegt (d.h. u ist
abhéngig von p und 7).

Fazit: Die Beschreibung eines Systems durch ein thermodynamisches Potential ben&tigt
stets mindestens eine extensive Grofe.

4.3 Materialgréfien und Relationen zwischen ihnen

4.3.1 Wichtige Materialgroflen

Viele wichtige Materialgrofien lassen sich als ,,Suszeptibilitat“ klassifizieren. Suszeptibilitéiten
sind Anderungen von extensiven Eigenschaften bei Variation einer intensiven. In diese Klasse
von Groflen fallen z.B. die

4 Aufgabe: man finde alle Maxwell-Relationen fiir die thermodynamischen Potentiale S, F, H, G, .

SLiegt im Kasten noch zustzlich ein Kraftfeld vor, ist dies i.A. nicht méglich.

Sbei E,V, N=const,

"Man sieht dies auch, indem man versucht, ausgehend von E = T'S — pV + uN, alle drei extensiven Gréflen
wegzutransformieren. Man erhélt dann, dass dieses thermodynamische Potential = 0 ist. Solch ein Potential
enthélt offensichtlich keine thermodynamische Information, bzw. das System kann keine Teilchen enthalten
(N =0,..=0).



