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Kapitel 1

Einfiihrung: Thermodynamik und
Statistische Physik in der modernen

Physik

Thermodynamik und Statistische Physik schlieffen den iiblichen Grundkurs zur Theo-
retischen Physik ab. Dabei unterscheidet sich die Herangehensweise erheblich von den
bisherigen Kursen — Mechanik, Elektrodynamik und Quantenmechanik. In diesen stand
in der Regel das Verhalten eines einzelnen Teilchens im Vordergrund bzw. das elek-
tromagnetische Feld, das ein oder mehrere Teilchen erzeugen. Im aktuellen Kurs geht
es dagegen in der Regel um Systeme vieler Teilchen und um deren kollektives Ver-
halten und verschiedenen Umgebungsbedingungen. Im Zentrum stehen Eigenschaften
und Grofen, die allgemeingiiltig sind, d.h., die unabhéngig vom betrachteten Material
oder chemischen Element sind. Dabei stellen Thermodynamik bzw. Statistische Physik
unterschiedlich Betrachtungsweisen und Methoden in den Mittelpunkt, die zueinander
komplementér sind. Dies werden wir in Folgenden genauer untersuchen.

1.1 Mechanische versus statistische Beschreibung phy-
sikalischer Prozesse

In den Kursen der Theoretischen Physik I bis III wurden mechanische und quanten-
mechanische Probleme, insbesondere in Verbindung mit elektromagnetischen Feldern,
(in der Regel nichtrelativistisch behandelt). Im Fokus standen stets die Eigenschaf-
ten und die Dynamik von einzelnen Teilchen. Die statistische Beschreibung weicht in
zwei Formen davon ab: Einerseits stehen Systeme mit makroskopischen Teilchenzahlen
im Vordergrund, andererseits werden stochastische Kréfte eingefiihrt, die i.d.R. nicht
genau bekannt sind.

Man betrachte ein einzelnes klassisches Teilchen. Die Newton’schen Bewegungsglei-
chungen beschreiben dann ein Anfangswertproblem:

mi(t) =F

r(0) = ry, v(0) = vp.

Die Lésungen dieses Anfangswertproblems liefert die Trajektorie {r(t), v(¢)}, die da-
mit exakt bekannt ist. Der Ubergang von einem Teilchen auf N Teilchen wird spéter

9



10 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

diskutiert.

Vollig analg zur klassischen Mechanik ist auch die Wellendynamik in der Quantenme-
chanik deterministisch. Dort ist die Dynamik beschrieben durch

.0 -
iho () = H/9)

mit H = —%A + V(r) und Anfangsbedingungen |¢(t)) = |¢g). Die Losung |1)(t))
ergibt sich durch Lésen der Schrodingergleichung und ist deterministisch. Die sto-
chastische Natur der Quantenmechanik ergibt sich beim Messprozess sowie bei der
physikalischen Interpretation der Wellenfunktion als Wahrscheinlichkeitsdichte. Diese

Grofen beinhalten bereits eine Mittelung tiber viele Realisierungen eines Experiments.

Beide Ansétze beschreiben also deterministische Probleme. Voraussetzungen fiir deren
Realisierung sind

o Alle Krifte (bzw. die Potentiale) miissen bekannt sein (mit hinreichend hoher
Genauigkeit).

e Die Anfangsbedingungen miissen bekannt sein, mit hoher Genauigkeit (bei der
Wellenfunktion schliefst das die Phaseninformation ein).

Im Folgenden betrachten wir zwei Beispiele, an denen wir die Grenzen eines solchen
deterministischen Zugangs diskutieren wollen.

Beispiel 1: Stromfluss durch einen Draht, s. Abb. 1.1. Aus der Elektrodynamik wissen

O QO |onengitter - StéRe mite ™

€)oo

|
u
Abbildung 1.1: Beispiel 1: Schema fiir die Messung der Stromstérke durch einen

Draht bei angelegter Spannung U. Abhéngig vom Material ist die Leitfdhigkeit, die
unter anderem durch Stofe von Elektronen mit dem Ionengitter bestimmt wird.

wir, dass der Strom bei N Elektronen gegeben ist durch I &~ Ne - v. Dabei ist v die
Driftgeschwindigkeit, die als eine mittlere Eigenschaft aller Elektronen aufzufassen
ist. Die Driftgeschwindigkeit ist durch verschiedene Faktoren bestimmt, insbesondere
durch Stofe mit dem Metallgitter (bzw. Wechselwirkung mit Phononen). Dabei ist
klar, dass diese Stofe zufillig erfolgen und jedes einzelne Elektron dadurch vermutlich
einen andere Driftgeschwindigkeit aufweisen und damit einen anderen Beitrag zum
Strom liefern wird.
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a) b)
~ X X ~
2 x X g
z (T X 10 z
= X« =
7z X &
Zeit t Messung n

Abbildung 1.2: Beispiel 1: Schwankungen in den Messwerten lassen sich durch ver-
schiedene Methoden verringern. Am Beispiel der Stromstédrke kann man den Mes-
szeitraum verldngern und den mittleren Strom berechnen (Zeitmittel, a)), oder kurze
Messungen wiederholen (Ensemblemittel, b)). Neben dem Mittelwert des Stromes ist
auch die Schwankungsbreite (Standardabweichung o) eine wichtige Eigenschaft des
zugrunde liegenden Zufallsprozesses.

Wir fragen daher zunéchst, wie sich v bzw. I experimentell bestimmen lassen. Um einen
reprasentativen Messwert der Stromstérke zu erhalten, gibt es verschiedene Ansétze,
vgl. Abb. 1.2:

1. Da der Strom als Funktion der Zeit variiert, lasst sich eine Zeitmittelung durch-

fiihren: [ = 1 fOT] (t)dt, siche Abb. 1.2.a. Dabei wird ein arithmetisches
Mittel {iber kurze Zeitintervalle durchgefiihrt (dafiir verwenden wir die Bezeich-
nung [).

2. Alternativ besteht die Moglichkeit einer Ensembelmittelung: Wiederholung einer
(kurzen) Messung M mal: (I) = - SM I, s. Abb. 1.2.b. Welche Messwerte
I, dabei mit welcher Haufigkeit auftreten, wird durch die zugrunde liegende
Wahrscheinlichkeitsverteilung bestimmt. Diese Art von Mittelung werden wir
durch (...) bezeichnen.!

Beide Methoden liefern ein statistisches Resultat: einen Mittelwert sowie die Schwan-
kungsbreite um diesen herum. Interessant ist die Frage, unter welchen Bedingungen die
Ergebnisse aus a) und b) iibereinstimmen. Wir vermuten, dass dies zum einen erfor-
dert, dass die Spannung hinreichend konstant ist (Mittelung tiber lange Zeit) und auch
der Zustand des Gitters sich nicht dndert. Dann sollte das System in einem stationdren
Zustand sein. Dariiber hinaus muss andererseits bei der Messreihe sichergestellt sein,
dass alle moglichen Realisierungen der Trajektorie des Elektrons (z.B. alle méglichen
Anfangsbedingungen) addquat représentiert sind (Mittelung iiber sehr viele Realisie-
rungen). Wenn beide Ergebnisse {ibereinstimmen, spricht man von einem ergodischen
System, und Zeit- und Ensembel-Mittel sollten iibereinstimmen?.

Wie wiirde man das Problem in einem Computer-Experiment angehen? Man konn-
te — wie oben erlautert — die Dynamik jedes einzelnen Elektrons durch Losung der

'Das ist analog zur Quantenmechanik, wo wir die Mittelung iiber die Wahrscheinlichkeitsdichte
ebenfalls durch eckige Klammern bezeichnet hatten.

2Fiir ein System, dass sich zeitlich entwickelt, liefern beide Verfahren natiirlich unterschiedliche
Ergebnisse.
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a) b)

Wahrscheinlichkeit W,.(x)
Wabhrscheinlichkeit W), (p,)

1 1
X0 Px,0

Koordinate x Impuls py

Abbildung 1.3: Beispiel 1: Durch Mittelung iiber Anfangszustéinde erhalten wir Wahr-
scheinlichkeitsaussagen dariiber, welche Orte und welche Impulse mit welcher Wahr-
scheinlichkeit besetzt sein werden. Die Gesamtinformation iiber beide Grofsen ist in der
Verteilungsfunktion /Phasenraumdichte, f(z,p,,t), enthalten. In ihr spielt die Identi-
tat der Einzelteilchen keine Rolle.

Newtonschen Gleichungen berechnen, wobei man ein geeignetes Modell fiir die Beriick-
sichtigung des Einflusses von Stofen auf das Elektron finden miisste. Die Unsicherheit
der Anfangsbedingungen (Position und Geschwindigkeit vor Eindringen in den Draht)
lasst sich dann durch haufige Wiederholung der Simulation und anschliefslender Mitte-
lung beriicksichtigen — dies entspricht genau dem Ensembel-Mittel.

Gibt es eine exakte Losung? Wir fragen uns nun, ob sich die Unsicherheit der
Wechselwirkung des Elektrons mit den Drahtatomen nicht vermeiden lasst, indem
man das Problem exakt 16st. Das wiirde bedeuten, die Dynamik des Elektrons selbst-
konsistent mit der Dynamik der Atome mit Hilfe der Newtonschen Gleichung® fiir das
Gesamtsystem zu l6sen. Diese Idee ruft natiirlich sofort praktische Einwénde hervor,
wir lassen dies aber zunéchst unkommentiert. Wir werden uns damit genauer im Ab-
schnitt 1.4 auseinander setzen.

Alternativer Ansatz (Statistische Physik). Charakteristisch fiir das Vorgehen in
der Statistischen Physik ist die Vermeidung der wiederholten mechanischen Rechnun-
gen. Stattdessen betrachtet man zu Beginn das Mittel iiber die moglichen Anfangs-
zustdnde des Elektrons (z.B. mittlere Position, mittlere Anfangsgeschwindigkeit), s.
Abb. 1.3, und fiihrt eine einzige Simulation, ausgehend von diesem mittleren Anfangs-
zustand aus. Fiir die Berechnung der “mittleren Trajektorie” benotigt man im weiteren
eine geeignete gemittelte Kraft, ' — (F'), von Seiten der Gitteratome (z.B. durch
Mittelung iiber deren Positionen, Auslenkungen usw.). Die zentrale Frage der Statisti-
schen Physik lautet dann: wie sieht diese (einzige) Bewegungsgleichung fiir die mittlere
Trajektorie aus? Wie kann man sie aus den urspriinglichen exakten Newtonschen Glei-
chungen ableiten? Des weiteren stellt sich auch die Frage, welche Grofen geeignet sind,
dieses mittlere Verhalten adédquat zu reproduzieren. Diese Betrachtung fiihrt auf kol-
lektive Grof$en, die das Verhalten des Systems als Ganzem (Vielteilcheneigenschaften)
charakterisieren. Ausgehend von Abbildung 1.3, in der der Anfangszustand durch ei-

s vorw, wir bi soiel. 7 . . on. ..
3Diese verwenden wir hier nur als Beispiel, zur Vereinfachung der Diskussion. Genausogut kénnten
wir die Schréodingergleichung verwenden.
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N Teilchen

Abbildung 1.4: Skizze zu Beispiel 2: Zu Beginn des Experiments befinden sich N
Gasteilchen in der linken Kammer (N, = N, Ng = 0), deren Verbindung zur rechten
zur Zeit t = 0 gedftnet wird.

ne Wahrscheinlichkeits-Dichte! f(x,p) charakterisiert ist, kénnte man z.B. fragen, wie
entwickelt sich diese Verteilungsfunktion mit der Zeit? Welcher Gleichung geniigt also
f(z,p,t)°? Die Frage geeigneter kollektiver Observabler untersuchen wir im Folgenden
noch genauer. Vorher betrachten wir aber noch ein zweites Beispiel.

Beispiel 2: Wir betrachten N Gasmolekiile in einem Volumen V. Dieses Volumen sei
die linke Kammer einer Box, die aus zwei identischen Kammern bestehen moge, die bis

zur Zeit t = 0 nicht verbunden seien. Die rechte Kammer sei hingegen leer. In Formeln
hiefle dies:

t=0: Ny, =N
NR:O

Fiir t > 0 sei die Verbindung geoffnet: Gasmolekiile stromen in die rechte Kammer.

N
t— 00 NL(t)—>E

N
Ng(t) — 5} Endzustand

Das qualitative Zeitverhalten der linken und rechten Teilchenzahl ist in Abb. 1.5.a)
skizziert. Diese Teilchenzahlen stellen Mittelwerte {iber die gesamte linke bzw. rechte
Kammer dar. Mochte man aber mehr Informationen iiber diesen Prozess, z.B. dar-
iiber, wie sich die Teilchen in den einzelnen Kammern verteilen und wie sich diese
Verteilung entwickelt, bendtigt man eine ortsabhéngige Dichte der Teilchenzahl (Teil-
chendichte), n(z,t), die wir unten definieren, s. Glg. (1.1). Die Entwicklung dieser
Grofse ist in Abb. 1.5.b) gezeigt. Diese Entwicklung hin zu einer raumliche homogenen
Verteilung der Teilchen ist typisch fiir einen Diffusionsprozess, der haufig durch die
Diffusionsgleichung (“Ficksches Gesetz”)

on(r,t)

5 = DAn(r,t), (1.1)

4Als Wahrscheinlichkeitsdichte ist diese Gréfie normiert, wobei hier hiufig nicht auf 1, sondern auf
die Teilchenzahl normiert wird: [ dxzdp f(z,p,t) = N(t).

®Die Antwort lieft die kinetische Theorie, fiir die es klassische und Quanten-Formulierungen gibt,
s. z.B. [Bonitz, 2016].
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Nty a) =0 b) 7 n(r)

N

—00

Zeit t Ort x

Abbildung 1.5: Skizze der zeitlichen Relaxation der Dichte in Beispiel 2: Die Teilchen
stromen aus der linken in die rechte Kammer. a: Zeitentwicklung der Teilchenzahlen
in der linken und rechten Kammer. b) Zeitentwicklung des Dichteprofils, n(x,t).

modelliert wird, wobei D den Diffusionskoeffizienten bezeichnet, der eine charakteri-
stische Materialeigenschaft des Gases ist.

Exakte Losung? Reversibilitit oder Irreversibilitit? Wie beim ersten Beispiel
fragen wir uns jetzt, ob wir diesen Vorgang “exakt” simulieren kénnten, also durch
Losung der Newtonschen Gleichungen fiir alle Gasmolekiile, inklusive ihrer Wechsel-
wirkungen mit der Wand. Wenn das System hinreichend klein ist®, scheint es keine
prinzipiellen Einwéande zu geben. Allerdings stellen sich sofort einige Fragen: ist dieses
kleine System repréasentativ fiir ein reales makroskopisches? Zum anderen: der Diffu-
sionsprozess ist bekanntermafsen irreversibel, d.h. das durchmischte System wird sich
kaum wieder spontan entmischen. Gleiches gilt fiir die Losung der Diffusionsgleichung
(1.1), die gegen eine homogene Dichte konvergiert und in dieser verbleibt, denn dafiir
verschwindet die Zeitableitung auf der linken Seite.

Im Gegensatz dazu wire die Losung der Newtonschen Gleichungen natiirlich zeit-
reversibel (wie auch die Losung der Schrédinger-Gleichung). Und dennoch sollte eine
solche mechanische Losung zu einer Gleichverteilung der Teilchen in beiden Kam-
mern fiihren. Der Widerspruch 16st sich dadurch auf, dass es tatsdchlich im Prinzip
moglich ist, dass sich als Ergebnis der mechanischen Bewegungsgleichungen zu einem
Zeitpunkt ¢ > 0 wieder alle Teilchen in der linken Kammer befinden. Die Wahrschein-
lichkeit fiir einen gegebenen Zeitpunkt sinkt jedoch mit steigender Teilchenzahl (vgl.
Poincaré-Zeit) exponentiell gegen 0. Um sich zu iiberzeugen, dass die Wahrscheinlich-
keit bei gegebenem N nicht exakt 0 ist, verdeutliche man sich einfach den Fall kleiner
N (beginnend mit N = 1 und N = 2). Fiir diesen Fall ist die klassische Simulation
(Molekulardynamik) leicht zu realisieren und bestétigt diese Erwartung. Auch diese
Aspekte greifen wir in Abschnitt 1.4 noch einmal genauer auf.

Beispiele kollektiver Grofien

Wir hatten bereits einige Grofen kennengelernt, die die Eigenschaften des Gesamtsy-
stems charakterisieren und damit an die Stelle der Einzelteilchen-Trajektorien treten.
Hier geben wir weitere Beispiele an.

e In Beispiel 1 lisst sich der Strom aus der angelegten Spannung U berechnen

6Typischerweise verwendet man in der Simulation ein viel kleineres Modellsystem.
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geméf dem Ohmschen Gesetz,
I:—:U~O‘7 (12)

wobei o und R die elektrische Leitfahigkeit bzw. der elektrische Widerstand sind.
Dies sind Materialgrofen, die bereits eine Mittelung iiber viele Atome enthalten.
Widerstand und Leitfdhigkeit lassen sich im Prinzip fiir jedes Material exakt
aus einer Quantentheorie des Festkorpers berechnen. Es bleibt aber aufserdem
zu kléren, wie sich das Ohmsche Gesetz (1.2) aus den mikroskopischen Bewe-
gungsgleichungen ableiten lasst und unter welchen Bedingungen und Annahmen
es giiltig ist. Ahnliches gilt fiir andere Transporteigenschaften, zu denen auch der
Diffusionskoeffizient” aus Beispiel 2 gehort. Auch dort stellt sich die Frage nach
der Giiltigkeit der Diffusionsgleichung 1.1 eingeht.

e In Beispiel 2 haben wir Diffusion betrachtet. Kollektive Grofen waren zum
Beispiel die Teilchenzahlen Ny (t) und Ng(t) in den jeweiligen Kammern. Besser
aufgelost ist das Experiment durch die zeitabhéngige Teilchendichte, die in die
Diffusionsgleichung (1.1) eingeht. Die Teilchendichte am Ort r definieren wir
folgendermafien:

_ AN(r)
N AV (r)

n(r,t)

o Weitere kollektive Grofsen sind gemittelte Grofsen wie

— mittlere Geschwindigkeit
— mittlere kinetische Energie
— Druck, chemisches Potential
e Die Verteilungsfunktion f(r,p,t) ist eine fundamentale kollektive Grofe der
Statistischen Physik, wie wir bereits oben diskutiert haben. Sie spielt eine zen-
trale Rolle bei der Verkniipfung von kollektiven Groéfien mit mechanischen input-

Grofen. Die Verteilungsfunktion (oder Phasenraum-Verteilung) steht in direkter
Relation zur ortsabhingigen Teilchendichte durch

n(eit) = [ #p f(e.p.1),
N = /d3rd3pf(r,p,t).

wobei die zweite Zeile die gebrduchliche Normierungsbedingung darstellt. Die
oben, in Abb. 1.3 betrachtete Ortswahrscheinlichkeitsdichte ergibt sich als w,(z) =
n(xz)/N und ist auf 1 normiert.

Zeitskalen und relevante Prozesse in der Thermodynamik und der statisti-
schen Physik

"Andere Beispiele sind die Wirmeleitfihigkeit oder die Viskositit, die sich auch fiir andere Syste-
me, wie z.B. Fliissigkeiten oder Plasmen bestimmen lassen.
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Offenes System . .
Zu-/Abfluss von Energie, Teilchen

—— — =

Abbildung 1.6: Skizze des Fliekgleichgewichts: Teilchen stromen ins System hinein und
wieder heraus. Das Verhalten einzelner Teilchen ist zeitabhéngig, kollektive Grofen
bleiben jedoch stationdr. Solche Situationen sind relevant u.a. in chemischen Reaktio-
nen, technologischen Systemen im Dauerbetrieb, sowie in biologischen Prozessen.

Nach langen Zeiten t > t, relaxieren grofe Systeme gegen einen “End”-Zustand, i.e.
den wahrscheinlichsten Zustand (Gleichgewichtszustand) — im Beispiel 2 der Diffusi-
on ist das der homogene Zustand. t.. ist die Relaxationszeit. Nach dieser Zeit sind
relevante Relaxationsprozesse praktisch abgeschlossen.

Fiir t < t.q ist das System noch stark zeitlich verdnderlich. Es stellt sich die Frage
danach, welche Prozesse zur Relaxation beitragen.

In Beispiel 2 wiirde man zum Beispiel Diffusion sowie Teilchenstofse als relevante Me-
chanismen erwarten. Die Relaxationszeit t,. ist eine intrinsische Eigenschaft des Sy-
stems (Materialeigenschaft und wird somit als externer input benétigt) und dariiber
hinaus abhéngig von dufseren Bedingungen wie Temperatur und Druck.

In Beispiel 1 ist der elektrische Widerstand abhéngig von Gitterschwingungen (Pho-
nonen), Elektron-Elektron-Wechselwirkung sowie von der Temperatur.
Im Allgemeinen ist ¢, noch weiter unterteilt je nach Prozessen.

Ein wichtiges Ziel der statistischen Physik besteht darin, Prozesse, ihre Wahr-
scheinlichkeit und Zeitskalen qualitativ beschreiben.

Bemerkung: Die Thermodynamik beschéftigt sich dagegen vor allem mit Gleichge-
wichtseigenschaften der Materie. Auch stationére Nichtgleichgewichtszusténde kénnen
thermodynamisch beschrieben werden (sog. Fliefgleichgewicht, Abb. 1.6).

Zusammenfassung: Theoretische Beschreibung von Vielteilchensystemen
Sofern die mechanische Beschreibung praktisch moglich wére, konnte man damit die
beiden anderen Gebiete ersetzen. So lassen sich kollektive Gréfsen im Prinzip problem-
los aus der mikroskopischen Information durch entsprechende Summationen iiber alle
Teilchen gewinnen.

Praktisch ist dies in der Regel allerdings nicht der Fall [Bonitz, 1998]: Quantenmecha-
nische Systeme skalieren exponentiell im CPU- und RAM-Bedarf mit der Teilchen-
zahl, klassische aber immerhin quadratisch (abgesehen von modernen hierarchischen
Verfahren). Makroskopische Systeme haben Grofenordnung 103 Teilchen, wo die un-
giinstigen Skalierungen dramatisch zu Buche schlagen. Die grofiten Computer werden
in naher Zukunft in der Lage sein, solche klassischen Systeme zu berechnen. Dennoch
wird dies im Allgemeinen nicht sinnvoll und nicht erforderlich sein, da die relevanten
kollektiven Prozesse (Beispiel 2) viel langsamer sind und zum anderen auf viel grofe-
ren Langenskalen als die Zeit- und Langenskalen eines einzelnen Teilchens passieren
(103m/s vs. cm/s). Das Herausfiltern“ der makroskopischen kollektiven Informationen
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ist extrem aufwendig und ineffizient. Der mechanische Zugang verhindert den Fokus
auf kollektive Prozesse. Der mechanische Zugang ist nur dann sinnvoll, wenn keine
alternativen statistischen Modelle existieren, oder zur Entwicklung von solchen Mo-
dellen.

Beispiele fiir sinnvolle mechanische Modellierungen:

e Phaseniibergénge. Molekulardynamik-Simulation eines Gas-Fliissig-Fest-Phasen-
iiberganges liefert die kritischen Parameter (Tp,, kollektive Grofe) in Abhéngig-
keit vom Wechselwirkungspotential (mikroskopische Grofe).

e Chemie, Materialwissenschaften, Festkorperphysik: Klassische Molekulardyna-
mik fiir Atome und Molekiile werden auch heute oft durchgefithrt. Aus diesen
Rechnungen erhilt man zum Beispiel Beweglichkeiten, Reaktionsraten, wenn
die Wechselwirkungskrifte “Kraftfelder” (force fields) hinreichend genau bekannt
sind (z.B. aus Dichtefunktionaltheorie-Simulationen, in Kombination mit Neu-
ronalen Netzen).

— Statistische Physik und Thermodynamik sind nach wie vor unverzichtbar. Die
Basis ist eine wahrscheinlichkeitstheoretische Beschreibung mit geeigneter Mittelung
tiber Mikrozusténde (dadurch erfolgt eine Verbindung zur Mechanik).

1.2 Gegenstand der Thermodynamik und Statistischen
Physik

Die Statistische Physik ist relevant in nahezu allen Fachgebieten der Physik und Che-
mie, sowie in zunehmendem Mafe auch in der Biologie. Auch in den Geisteswissen-
schaften (z.B. Soziologie, Psychologie, Medizin) werden zunehmend statistische Me-
thoden angewandt (Befragungen, pharmazeutische Studien), die von Methoden und
Erfahrungen der Statistik, Wahrscheinlichkeitstheorie aber auch der Statistischen Phy-
sik profitieren.

Die wohl prominentesten Systeme, fiir die traditionell eine statistische bzw. thermody-
namische Beschreibung entwickelt wurde, sind Gase. Die Methoden wurden inzwischen
aber auf alle Vielteilchensysteme ausgedehnt. Hier die wichtigsten Stichworte fiir ak-
tuelle Untersuchungen:

Gase:

e ideales Gas (wichtiges Modellsystem)

,Reale Gase (Berticksichtigung der Wechselwirkung der Teilchen untereinander)

Quantengase (Fermi-/Bosegase)

Photonen-,Gas"*

e Homogenes Elektronengas, bzw. -Fliissigkeit (wichtiges Modell fiir geladene Quan-
tenteilchen)

Fliissigkeiten:
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ideale und reale Fliissigkeiten (Berticksichtigung von Viskositét, Turbulenz u.a.)

Losungen, Elektrolyte

chemische reagierende Systeme

Quantenfliissigkeit (Fermi-/Bosefliissigkeit), Suprafluiditat
Festkorper:
e kristalline, amorphe Festkorper

e kollektive Phénomene: Schwingungen (Phononen), magnetische Eigenschaften,
Transporteigenschaften wie Leitfahigkeit, Warmeleitfdhigkeit, optische Eigen-
schaften (von allgemeinem Interesse, auch fiir Gase und Fliissigkeiten)

Plasmen:

e geladene Teilchen: starke Wechselwirkung, kollektive Phdnomene (Plasmaschwin-
gungen, -wellen, Abschirmung etc.)

Hochenergiephysik:
e Kernmaterie, Ionenstofse
e Quark-Gluon-Plasma, Deconfinement-Ubergang
e Struktur des frithen Universums

Die Uberginge zwischen diesen Systemen sind hiufig fliekend, konnen aber auch durch
abrupte Zustandsidnderungen (Phasentibergéinge) gekennzeichnet sein.

Allgemeine Fragen der Thermodynamik und Statistik:

e Welche allgemeinen, d.h. materialunabhéngigen Gesetzméfigkeiten gibt es?

e Welche kollektive Grofen lassen sich finden und wie lauten ihre Bestimmungs-
bzw. Bewegungsgleichungen?

Teilchenzahlen von Interesse umfassen:

e makroskopische Systeme (thermodynamischer Limes) enthalten N ~ 10?® Teil-
chen;

e mesoskopische Systeme mit nur N ~ 100...10000 Teilchen sind derzeit ebenfalls
von groffem Interesse und werden auch mit Methoden der Statistischen Physik
beschrieben, wobei die Resultate noch eine Teilchenzahlabhangigkeit besitzen.

Verwandte Gebiete, fiir die die Methoden relevant sind:
e Chemie: z.B. chemische Thermodynamik, Reaktionsdynamik
e Biologie: z.B. Populationsdynamik

e Soziale Systeme: z.B. Infektionsdynamik, Wahlprognosen, Wahler-Wanderungen,
Aktienkurse u.v.a.m.
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1.3 Historische Bemerkungen

Hier sollen ausgewahlte wichtige Beitrage zur Thermodynamik und Statischen Physik
aufgelistet werden, ohne Anspruch auf Vollstédndigkeit.

17.-19. Jahrhundert: e Gasgesetze: R. Boyle, Celsius (Lord Kelvin), W. Thom-
Son...
e Hydrodynamische Gleichungen. Euler, Lagrange, Stokes...
2. Hilfte des 19. Jahrhunderts: e Energiesatz (1. Hauptsatz): Helmholtz, Kirch-
hoff, Mayer, Joule
Axiomatische Thermodynamik: Clausius (Entropiebegriff, 2. Hauptsatz)
Kinetische Gastheorie: Maxwell, Gleichgewichts(Maxwell)-Verteilung, f<%(v)

Kinetische Theorie: Boltzmann, Bewegungsgleichung fiir f(r,v,t)

Statistische Mechanik: Planck, Gibbs (Ensembel-Theorie, Gibbsverteilung
fn)

Quantenstatistik: e Planck (Strahlungsgesetz, Quantisierung)

e Fluktuationstheorie: Einstein, Langevin, Smoluchowski, Fokker, Planck
1925-27 Fermistatistik: Pauli, Jordan, Fermi, Dirac;
1925-26 Bosestatistik: Bose, Einstein

1935-47: Quantenstatistischer Operator: Landau, von Neumann u.a., Wahrscheinlichkeits-
Verteilung: Wigner

2. Halfte des 20. Jahrhunderts: e Nichtgleichgewichtsstatistik, kinetische Theo-
rie: Bogolyubov, Born, Green, Kirkwood, Yvon (BBGKY), Kubo

Quantenfeldtheorie: Feynmann, Schwinger, Dyson

Mikroskopische Fluktuationstheorie: Klimontovich, Rostoker, Kadomtsev

Nichtgleichgewichts-Greenfunktionen: Keldysh, Schwinger, Martin, Baym,
Kadanoff, Danielewicz, reduzierte Dichteoperatoren

Klassische first principles-Computersimulationen: Metropolis, Teller, Ro-
senbluth (“Monte Carlo”); Langevin-Molekulardynamik, Brownsche Dyna-
mik

Quanten-first principles-Computersimulationen: Quanten-Monte Carlo: Feyn-
man, Ceperley u.v.a., Quanten-Molekulardynamik, Dichtematrix-Renormierungsgruppe
(DMRG), Gittereichtheorie-Simulationen (Lattic QCD) u.v.a.m.

1.4 Macht die Computerrevolution die Statistische
Physik tiberfliissig?
Dieser offensichtlichen Frage haben sich viele Autoren gewidmet. Die rasante Entwick-

lung der Computertechnik, die sich seit der 2. Hélfte des 20. Jahrhunderts immer weiter
beschleunigt hat, suggeriert in der Tat, dass die “exakte” mechanische Beschreibung auf
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immer grofere Systeme ausgedehnt werden kann und Modelle der Statistischen Phy-
sik zunehmend tiberfliissig werden. Begleitet wurde dies durch rasante Fortschritte in
der mathematischen Methoden und der Software: Entwicklung numerischer Methoden
zur Losung der Grundgleichungen der Theoretischen Physik und deren und effizien-
te Implementierung auf moderner Computerarchitektur. In den letzten 5-10 Jahren
ist zusitzlich die Entwicklung “kiinstlicher Intelligenz”® ( neuronaler Netze, “generati-
ve KI”, big data u.a.) hinzugekommen, die mitunter suggeriert, dass durch Nutzung
grofser Datenmengen Modellierungen iiberfliissig werden.

Mit der oben genannten Frage habe ich mich in meinem Habilvortrag im Jahr 1998 in
etwas scherzhafter und iiberspitzter Form auseinandergesetzt. Dabei verwendete ich
ein Gedankenexperiment: Was wire, wenn die Leistungsfahigkeit der verfiigharen Com-
puter ausreichen wiirde, um fiir ein makroskopisches System mit grofenordnungsméfig
10%® Teilchen die Newtonschen Gleichungen exakt zu losen? Ich habe des weiteren an-
genommen, dass dieser Moment bereits im Jahr 1686 gewesen sei, als Newton sich mit
der Mechanik beschéftigte, so dass ihm ein solcher Computer zur Verfiigung gestanden
hatte. Wie ware die Entwicklung der Physik dann verlaufen?

8Nobelpreis 2024 an G. Hinton und J. Hopfield



Bringt die Computer-Revolution

das Ende
der Statistischen Physik 7

Michael Bonitz

FB Physik, Universitat Rostock

. Die Antwort ist offensichtlich 7

. Einleitung: e Statistische Physik oder exakte Wissenschaft?

e Entwicklung der Computertechnik und ihre Konsequenzen

. Mechanische (“exakte”) Beschreibung von Vielteilchen-Systemen
e Gedankenexperiment

e Moglichkeiten und Grenzen
. Zweckmassigkeit der statistischen Beschreibung

. Fazit. Die Antwort ist offensichtlich (7)

Rostock, 7.7. 1998
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1. Die offensichtliche Antwort

Statistische Physik

= benutzt Wahrscheinlichkeits-Methoden
= ist eine ungenaue Wissenschaft

(z.B. Erdbebenvorhersage, Bauernregeln)

Computer

= gestatten genaue Rechnungen

= machen statistische Methoden iiberfliissig

2] J




2. Einleitung

Statistische Physik. Statistische Methoden

Gegenstand: = Makro-Systeme aus vielen Teilchen (i.a. N ~ Ny ~ 10%)

= alle Erscheinungsformen der Materie:

gasformige, flissige und feste Stoffe;
interstellarer Staub;
Plasma;

im weistesten Sinne auch: chemische und biologische Objekte

Phanomene: = Makroskopische (kollektive) Eigenschaften:

Thermodynamische:

Druck, Temperatur, chem. Zusammensetzung ...

Transport:
Diffusion, Leitfahigkeit, Strahlungsabsorption ...

Ziele: = Analytische bzw. numerisch auswertbare Resultate

= Ableitung makroskopischer Ausdriicke aus

mikroskopischer Theorie (elementarer Struktur)

B




Beispiele Statistischer Theorien

Theorie Grossen Gleichungen

Thermodynamik p,V,T,N ... Hauptsatze der TD, Zustands-

F(N,V,T) ... gleichung, Massenwirk.gesetz ...
Ratenkinetik/ na(t), T(t) Reaktions- /Bilanzgleichungen®*,
Populationskinetik Rauber—Beute-Gleichungen ...
Hydrodynamik/ n(r,t), v(7, t), Navier—Stokes-Gleichung,
Gasdynamik ... (7, t), (7, t) . Reaktions—Diffusions—Glgn. ...
Kinetische Theorie (T, 7, L), Boltzmann—Gleichung,

g(Ul, Fl, 172, T_"Q, t)

-

*7.B.:

A+B<+—C

d
dtc

) =W ny@)np(t) — W - ne(t)

Weitere Beispiele:

Aktienkurs—Modelle,

Quantenstatistik, Quantenelektrodynamik u.a.

4
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Mikroskopische Beschreibung von Vielteilchen—Systemen

Klassisches N-Teilchen-System

Ezakte Bewegungsgleichungen (Newton)

d VT : & F, 1...N
- 2——_; = 7 j = 1
~ '},:5 lj'___, i dtQT '
RS N 7(0) = ¥
o eV m0) = 7
v . d .
N/ 7 7(0) = 2R =4
Randbedingungen
z.B. Atome/Molekiile, oder
Elektronen und Kerne (Ionen) Losung: 7(t), 0i(t) fiir beliebige Zeiten

= Vollstdndige Information tiber Zeitverhalten des N-Teilchen—-Systems

= Mikrozustand exakt bekannt, damit auch

= Alle makroskopischen Eigenschaften direkt berechenbar:

Teilchenzahl in AV : Nay(7,t) = dr' n;(r',t), ni(F,t) = 6[F — 7(2)]
=1 AV
. . — 14 m’l -2 / /
z.B. Kin. Energie: Way(7,t) = > — Ui (t) / dr' n;(r',t)
1=1 AV

i -

= Giiltig fiir beliebige (klassische) Systeme und beliebige N (auch N ~ 10%)

B




Die Gegen—Argumente der Statistischen Physiker

(a) “Das geht nicht immer”

— insbesondere Quanteneffekte nicht beschreibbar

(b) “Wir wiirden ja gern, aber es geht praktisch nicht”

Standard—Lehrbiicher: “Losung der Bewegungsgleichungen ist ...”

“... fir ein Vielteilchen—System leider nicht moglich”, Isihara 1971;

“... fur thermodynamische Systeme praktisch unmoglich”,
Kluge/Neugebauer 1994;

“... fur molekulare Systeme ... ein lacherlich hypothetischer Zugang”,
Mayer /Goeppert-Mayer 1977

(c) “Wir wollen das nicht”

— Ausdehnung der mechanischen Beschreibungsweise

bringt keine neuen Einsichten, u.a. Feynman (Lectures)

6
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(Rechen)Technische Grenzen der mechanischen Beschreibung

~

Haupt—Speicherbedarf: Zustand eines N-Teilchensystems:

9N Vektoren — 6N skalare relle Zahlen, je 16 Byte = 100 - N Byte

Rechen-Leistung: Anzahl Operationen (FLOP) pro Zeitschritt At:

z(t + At) = z(t) + At - v(t) 6- N FLOP

ot + At) = v(t) + At - F()/m 6N - Np FLOP
Np ~ 1+N/2,

Fi=F"+3 % F;
J#

bzw.

Np ~ 1+ logN (hierarch. Algorithmen)

= Gesamtzahl bei 10 Schritten: 6+ N - (2 + logN) - 10*° FLOP

Beispiel: N =10%:  10% Byte, = 10® FLOP
FLOP /Tag Perspektiven Byte RAM

10¥t—— — —— — = — — — — — — — 1 102°
41020

10% 1 v
] 1015

1015 L /”;

S 110%
105)(‘_’ = . 1 1 1 | ] 105 =
1950 1970 1990 2010 2030 2050

[/




Der Alptraum der Statistischen Physiker

In X Jahren wird die dynamische Simulation von Makro—Systemen

(N ~ 10%) moglich sein

= Angesichts allgemein leerer Kassen

einigen sich Kultus- und Finanzminister auf:

Einstellung der Statistischen Physik (in X + 10 Jahren)

Einstellung der Materialforschung (in X + 15 Jahren)

Einstellung der Chemie (in X + 20 Jahren)

Einstellung der Biologie (in X + 25 Jahren)

& =1

8




“Worst case scenario”: X — +0

Es geht noch schlimmer!

Y

(Gedankenexperiment

] J
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Der Beginn der Neuen Physik

1687 1. Newton: e Dynamisches Grundgesetz

mu(t + At) — mu(t) = At - F
r(t+ At) —r(t) = At - v

[Differenz-Form!]

Av p-==->

At

Technische Daten: nicht {iberliefert, integr. Tastatur/Monitor (s.u.)

Rechenzeit pro Job (wall clock): 24 Stunden

Superconducting Supernatural SLlpercalgi}Lafor

INPUT

L X Y9 2 V% i \s
Fi‘{g;_i‘ £
5 ¥ o5y
OUTPuU7T
£ L X Y2 Ny Uy

FSIY
€ Hax At
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Fortschritte der Neuen Physik (17./18. Jh.)

1. Mechanik einzelner Korper (Newton und Schiiler):

- Uberpriifung des Fallgesetzes (Obst und andere Kérper)

- Anwendung des Newtonschen Grundgesetzes auf andere Krafte

2. Himmels—Mechanik (Newton u.a.):

m- M
- Entdeckung des Gravitations-Gesetzes: Gy ~ ——5—
TmM

- akurate Berechnung der Mondbewegung, Gezeiten

- Bahn-Berechnung Planeten, Kometen etc., Vorhersage neuer Planeten

3. Numerische Methoden (Newton): Verfahren der Interaktiven Iteration:

|Start—Ansatz fiir Kraft|

|

| Korrektur der Kraft|— Iiéaiﬁung auf SSS

= Y
Vergleich mit Beobachtung|—|Resultat fiir Kraft]|

= Beispielloser Aufschwung der Mechanik

= Sehr gute Ubereinstimmung mit Experiment




Erste Probleme

I. Rotation starrer Korper:

¢ Rotation nicht beschreibbar (Punkt)

\

m m t

L. Euler: Idee der Unterteilung des Korpers

— “2-Punkt(3-Punkt)-Korper” (willkiirlich)

I1. “Formveranderliche” Korper (Fliissigkeiten, Gase):

e Geschwindigkeitsdnderung im Gefass

.3‘

-
b E P Va
- Vv, =
_-s.

D. Bernoulli: Iterative Segmentierung + Interaktive Iteration

Konvergenz fiir jedes Gefass, Al ~ dpin/3

e Aber: unterschiedliche Resultate fiir verschiedene Gefasse




Der Triumph der Newtonschen Mechanik

~

18./19.Jh.:

= Fortschreitende Segmentierung

- R. Brown 1827: Entdeckung der

Molekularbewegung

Revolutionierung der Wissenschaft:

1072
104
1078
10~%

= Exakte universelle mikroskopische Theorie

Philosophie: = Sieg der Demokrit’schen Atomistik

Grosse Reform von Forschung und Lehre:

= Starke Einschrankung der nichtexakten Forschungsrichtungen

Al in Nf, [INf = 0.422m]

1700 1750 1800 1850

in der Physik (Thermodynamik, Hydrodynamik usw.)

Letzter Durchbruch:

1
A. Coulomb 1785: Entdeckung einer universellen Mikro—Kraft F(r) ~
A. Angstroem 1850: Absolute Konvergenz bei Al~1...100 A

r2

= SSS-Kalkulationen auf molekularer Ebene

= “Molekular-Dynamik”
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Kihne Anwendungen iber die Physik hinaus

Chemie

Modellierung chem. Reaktionen:

=" /AB

— Einfiihrung “chemischer Kraft”

(Bestimmung durch Interaktive Iteration)

Biologie
Modellierung belebter Objekte:
— Iterative Segmentierung und
Iterative Bestimmung der
“lebendigen Kraft” Fg .
° (-4
7

= Futuristische Projekte in Biologie, Medizin und Gesellschaft

(“Gebt mir einen Sack mit Atomen, und ich baue euch daraus einen Menschen...”)

Grosse Vereinigung der Wissenschaften

¢ Auseinanderstzung mit Separatisten (Darwin, Mendelejev u.a.)

= Reduktion der nicht-mikroskopischen Forschung in allen Bereichen

(org. und anorg. Chemie, Biologie, Artenlehre usw.) -

= Einheitliche Naturkunde auf mechanischer Grundlage

w
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Technische Details. Praktische Schwierigkeiten

1. Rechenzeit: 24 Std. (N =1...10%, bis zu 1000 Simulationen gleichzeitig)

2. Genauigkeit: - typisch: 1 — 5%, nur vereinzelte Pannen

- Leibnitz: analytische Untersuchungen fiir At — 0,

exakte Erhaltungsitze, Reversibilitat usf.

3. Datenauswertung: e Herausfiltern makroskopischer Bewegungen

- Identifikation beteiligter Teilchen Npqc 3(t) = 1 A’fe 5
— Paar-Korrelationen und Mittelung Nmac i=1 Z
- Detektion schwacher Signale _ g HiF
— Mittelung tiber Trajektorie (Zeit) bl = Lo t/ dtv;(t)
Vg, /S Tw
1000 M ﬂA Vg, CM/$
Il 1 X
0 kK A L ALLL 1
e d // JTRAALL S -
~1000 | v V L P
- Fourier: Spektralanalyse viw) &
- Maxwell: Universeller Hintergrund e
2 T y
10 0>

4. Anfangswerte: — limitierender Faktor — Standardkonfigurationen

e starker Einfluss auf Trajektorien, Instabilitdten (Sinai)

M
e nicht exakt bekannt — mehrfache (M) Rechnungen, | (7)(t) = & kzl ék) (t) +

e Gibbs: Vorschrift zur Wahl zulassiger Konfigurationen (Ensemble-Theorie)

- 5] /
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Molecular Dynamics Simulation of Argon

T(0)= 83.26; n=34.97 Mol/cm3; Lennard-Jones potential; N=50; dt=0.1fs;

9.e-10
. particle 1
é 6.75e-10
=
4.5e-10
. 1 2 — no averege
225¢-10 pEieRL e averege over 300 steps
0 8750 17500 26250 35000
steps
- 450
)
~
g 0
e >
> 450
-900
0 8750 17500 26250 35000
steps
9.5e-10
particle 1
— 7.125e-10
g
= . ;
4.75e-10 e I S L
—_— dr,{li(O): 0% -
e ol
0 8750 17500 26250 35000

steps
V. Golubnychiy
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Molekulardynamik auf dem Hohepunkt. Das Jahr 1872

~

N

Ende 19. Jh.: = Vollendung der Naturwissenschaften

Endgiiltiges Universal-Schema

Mikro—Anfangswerte X = {(FL ). (P )
XW) x@(0)...xHM)\(0)
l l l Statistische Makroskopische
Newtonsche Gleichungen = =  Bearbeitung = Grdéssen
D eyt e
XO@) X@@).. . XxM@E) = 73 O ,z:T_ [ &= (@F1
w

Die Querelen des L. Boltzmann

e Irrelevanz von Einzeltrajektorien, Ununterscheidbarkeit der Teilchen

= wesentlich nur Haufigkeits—Verteilung

P .4 .
e Irrelevanz therm. Hintergrund Ot 1imo =(—x" AV -0
Makro—Anfangswert o1 }
o i ' 4 y
PAGAD en T ¢
) i!/l
izt ciiod
Kinetische-Gleichung A
l T
f(7,3,t) = [diifFey = (@)

e Proteste gegen “Abweichler” — “unphysikalisch” (molekul. Chaos)

Widerspriiche: Existenz einer Endverteilung, Irreversibilitat ...

5
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Das Ende der Newtonschen Mechanik

Die Zerstorung des SSS

e 1925, W. Heisenberg: Prazisions—Modellierung eines Wasserstoff-Atoms
i Irreparabler Absturz des SSS, [7(0) auf 10~2m, 5(0) auf 10~**kgm/s)
e 1927, Erklarung durch “Unschérferelation”: ArAp > h/2,
L. De Broglie: Wellennatur der Mikro-Teilchen, A = h/p
= Teilchen-Zustand hat nur statistischen Sinn: (7,5) — |¥5(7)|?

e 1927, E. Schrodinger: Newtonsche Gleichungen fiir (7, p) ersetzt

durch Wellengleichung fiir ¢5(7): ih%@b(t) = Hy(t); - ¥(0) = ¢(O)

Quantenstatistik VE)II N—Téﬂchen—SyStemen

N 2
N Teilchen: = ¢ — ¢1.v, H—Hi.x= % £ +Ui+ £ Vy
1= ! j<i
e J. Bose/E. Fermi: Spinstatistik, (Anti-)Symmetrie der Wellenfunktion
e Multiple Mikrozustande |/} ... [p*M)), stat. Gewichte P1) ... PO, St P = 1
k=1

M
J. von Neumann: Dichteoperator: p = kZ P(k)|¢(k))(¢(k)l
e i =1

Enthélt Wahrscheinlichkeiten fiir alle Mikro—

5 0 . ¥
thawp — [H, p] =0

Zustande sowie Ubergénge zwischen ihnen

e N. Bogolyubov 1946 u.a.: Ableitung der Boltzmann—Gleichung
e Verallgemeinerte quanten—kinetische Gleichungen (reversibel)

= Klarung Korrespondenz Kinetik — klassische/Quanten—-Mechanik

),




Zusammenfassung und Fazit

Das Schicksal der Newtonschen Mechanik

= Verlust der materiellen Grundlage (SSS) fiir “Makro”-Simulationen
= vollig unzweckmassig, ignoriert/verdeckt vorhandene Skalen—Hierarchie
e Sehr wertvoll fiir Gleichgewichtseigenschaften, z.B. in Gasen, Fliissigkeiten

= Prinzipielle Beschrankung auf klassische Systeme

Das Ende der Statistischen Physik'

e Statistische Physik hat hervorragende Resultate erbracht:
- Gase, Fliissigkeiten, Festkorper, Kernmaterie, Chemie etc.
= Adaquater Zugang zu makroskopischen Eigenschaften

= Eliminierung irrelevanter (Einzelteilchen—)Freiheitsgrade

Konsequenzen der 'CerputefaRevolution

[Leistungsfahigkeit noch weit entfernt von SSS]

e Enorme Mdglichkeiten fiir gesamte Vielteilchen-Theorie, bei

= sinnvoller Erganzung, Vergleich und Kombination von statistischen,

mechanischen und analytischen (exakt 16sbare Modelle) Methoden

1 ist nicht in Sicht

7




Die Gegen—Argumente der Statistischen Physiker

(a) “Das geht nicht immer”

— insbesondere Quanteneffekte nicht beschreibbar

) “Wir wiirden ja M%h‘c pmktzsch nicht”

/ fia

(c) “Wir wollen das nicht”

— unmittelbare Ausdehnung der mechanischen Beschreibungsweise

erschwert Erkennen von Naturgesetzen

— Der Mensch ist mehr

als die Gesamtheit der in ihm steckenden Atome und Molekiile ...

1
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KAPITEL 1. EINFUHRUNG



Kapitel 2

Grundprinzipien der Statistischen
Physik

2.1 Einfiihrung

Der Ausgangspunkt sei ein mechanischer Mikrozustand € = (r1, p1,....,rn, Pn) € Ion
aus dem 6N-dimensionalen Phasenraum. Gesucht ist die mikroskopische Dynamik
Q(t), die aus dem Anfangszustand €2 folgt. Externe Einfliisse (Beispiel 1) werden
zum Teil als zuféllig modelliert (Konfiguration der Atome). Durch Mittelung iiber
Konfigurationen erhalten wir eine mittlere Anfangsbedingung.

klassisch oder quantenmechanisch

Mechanik (reversibel, mikroskopisch)}

Axiomati Mittelung (Zeit, Ensemble)
Thermodynamik) ( Statlstlsche Physik (... Mechanik)
UT,S, u, N J Gloicheewicht f(r,p,t) im Klassischen,
e CICIEEWIC L Dichteoperator in der Quantenmechanik

Mittelung

Abbildung 2.1: Zusammenfassung der Zusammenhénge zwischen der klassischen oder
Quanten-Mechanik und den zwei Gebieten dieses Kurses: Thermodynamik und Stati-
stische Physik.

2.2 Mathematischer Einschub:
Wahrscheinlichkeitstheorie

2.2.1 Mathematische Definition des Wahrscheinlichkeitsraumes

In der Mathematik fufst die Wahrscheinlichkeitstheorie auf dem Begriff des Mafsraums
und ist in diesem Sinne eine verallgemeinerte Volumenmessung. Ein Wahrscheinlich-

45



46 KAPITEL 2. GRUNDPRINZIPIEN DER STATISTISCHEN PHYSIK

keitsraum ist ein Mafkraum und somit ein Tripel (€, .4, P) aus einer Grundmenge )
(= ,Elementarereignisse), einer o-Algebra A (= ,Ereignisse”) und einem Wahrschein-
lichkeitsmafs P. Die Ereignisse sind Teilmengen von €, also A C Pot(2), wobei Pot
die Potenzmenge notiert. o-Algebren enthalten € und () und sind abgeschlossen unter
abzéhlbar unendlicher Vereinigung,

A Ay e A = | JAie A,

=1

sowie unter Komplementbildung: A € A — A € A.! Die Abgeschlossenheit unter
abzéhlbar unendlichen (oder endlichen) Schnitten folgt aus diesen zwei Axiomen. Das
Wahrscheinlichkeitsmafs ist nun eine Abbildung P : A — [0, 1], die jedem Ereignis eine
Wahrscheinlichkeit zuordnet. Dabei gilt P(£2) = 1 und fiir Ay, Ao, ... disjunkt:

(0)- S

Die Wahrscheinlichkeit sich gegeneinander ausschliefsender Ereignisse ist also additiv.

2.2.2 Konkretisierung, weitere Definitionen

Als Beispiel betrachten wir einen Wiirfel. Die Elementarereignisse sind hier die Wiirfe
der Augenzahlen 1 bis 6. Bei einem fairen Wiirfel betréagt die Wahrscheinlichkeit fiir
jede Zahl genau P({i}) = 1/6. Dies sind also zugleich auch Ereignisse. Zudem sind
aber auch alle denkbaren Vereinigungen dieser Elementarereignisse selbst wieder Er-
eignisse, z.B. A = {1, 3,5}, das Ereignis, eine ungerade Zahl zu wiirfeln.

Zwei besondere Ereignisse, die es in jedem Wahrscheinlichkeitsraum gibt, erhalten Na-
men: Einmal S = 2, das sichere Ereignis mit P(S) =1, und das unmogliche Ereignis
U =0=Smit P(U) = 0. (Beim Wiirfel unmoglich: Irgendetwas muss stets eintreffen.)

Indem wir in der Definition des MafRes A; = ) fiir + > 3 wihlen, erhalten wir eine
niitzliche schwéchere Version,

P(AUB) = P(A)+ P(B), fiir A, B disjunkt (einander ausschliefend). (2.1)

Damit erhalten wir fiir komplementére Ereignisse A, A wegen S = AUA sowie ANA =

0:

P(A) + P(A) = P(AUA) = P(S) = 1.

Fiir nicht-disjunkte Ereignisse erhalten wir in Glg. (2.1) einen Korrekturterm?, um

Doppelzidhlung zu verhindern (vgl. mit Volumina, die man sonst doppelt zéhlen wiirde)

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Tn der Literatur wird oft auch A statt A geschrieben.
%Dies ist ein Spezialfall der allgemeineren Siebformel von Sylvester.
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F(x)

Abbildung 2.2: Verteilungsfunktion fiir einen fairen Wiirfel.

Wir definieren die bedingte Wahrscheinlichkeit ,,B gegeben A“ durch

P(BNA)
P(B|A) = ——————=

(BIA) = =55
welche die Wahrscheinlichkeit beschreibt, dass B eintritt, sofern bekannt ist, dass A
bereits eingetreten ist. Damit ldsst sich auch schreiben

P(AN B) = P(B|A)P(A)
— P(A|B)P(B).

Wir nennen zwei Ereignisse A, B € A stochastisch unabhingig, wenn P(AN B) =
P(A) - P(B) gilt. Diese Annahme ist in der Physik zum Beispiel in Systemen mit
Molekiilen ohne Wechselwirkung oder im idealen Gas (Modell!) gerechtfertigt: Die
Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen am Ort r; zu finden ist dann unabhéngig davon, ein
anderes Teilchen am Ort ry zu finden. Man spricht in diesem Zusammenhang auch
gern von ,jidealen Systemen® (ideales Gas, ideale Fliissigkeit etc.).

2.2.3 Wahrscheinlichkeitsverteilung und Wahrscheinlichkeits-
dichte

Oft ist man tiberhaupt nicht an der gesamten Information interessiert, die {2 enthélt.
In einem physikalischen Vielteilchensystem konnte dies zum Beispiel der R%Y sein, der
alle denkbaren Phasenraumkoordinaten enthéilt. Was jedes einzelne Teilchen genau
tut, ist fiir makroskopische Fragen unerheblich. Aus diesem Grund betrachtet man oft
Zufallsvariablen. Zufallsvariablen sind Abbildungen X : 2 — R aus dem Mafraum
in die rellen Zahlen® so, dass X '(A) € A ist fiir jede offene oder abgeschlossene (oder
halboffene) Teilmenge von R ist. X konnte zum Beispiel die mittlere kinetische Energie
sein, oder das Ergebnis eines Wiirfelwurfs.

Wir definieren nun die Verteilungsfunktion einer reellen Zufallsvariable durch F(x) =
P(X <) := P{{w € Q| X(w) < z}). Am Beispiel des Wiirfelwurfs, Abb. 2.2,
erhalten wir eine Erhohung von F' bei x = 1,2,3,4,5,6. Es ist leicht ersichtlich, dass

30der einen anderen Messraum, wie R? s. Literatur.
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lim F(z) =0 sowie lim F(z) =1
%

T——00

Wir sagen, dass X eine Wahrscheinlichkeitsdichte besitzt, falls F'(z f f(t)dt fur

eine reelle Funktion f. Ist F differenzierbar, haben wir f(z) = dF( ) Formal betrachten

wir auch bei diskreten Verteilungen Dichten, die dann J- Funktlonen erhalten. Am
Beispiel des Wiirfels:

:Zém—@').

Beispiel 2: Betrachte Gasmolekiile mit Geschwindigkeiten —oo < v, < oco. Es gilt

o0

lim F(v,)=1= /dvx f(vz)

Vg —+00
Die Interpretation lautet: f(vg)-dv = dP(vy) = dF(vp). Dabei ist dP das Wahrschein-
lichkeitselement®. F' kann als kumulative Wahrscheinlichkeit interpretiert werden. Sind
wir zum Beispiel an der Wahrscheinlichkeit P(v, < v < v,) interessiert, kénnen wir
dies im Fall, dass F stetig ist, schreiben als P(v, < v < v) = F(vy) — F(v,).° Die Dich-
te f bzw. die Verteilungsfunktion F' enthalten viele wichtige Vielteilcheneigenschaften,
z.B: (v), (Eyn) und viele weitere.

2.2.4 Erwartungswert (Mittelwert)

Der Erwartungswert ist definiert als

(x) = /deX(x).

Insbesondere kénnen wir hier dPx(x) = fx(z)dx aus dem vorigen Abschnitt einsetzen.
Dies kann auch als Grenzfall M — oo des arithmetischen Mittelwerts aus M
unabhéngigen Wiederholungen, erzeugt werden:

1 M N N,
f:MZIz:ZM]ZEJ,

N
li — =
3 - Z Fras =
j=1
Dabei wurde im zweiten Schritt N; eingefiihrt, welches zahlt, wie oft der Messwert z;

gemessen wurde. N ist die Anzahl der betrachteten moglichen Messwerte.
Der Erwartungswert lésst sich auch auf abgeleitete Observable g(v) verallgemeinern,

o) = o) = [ dvg) ).
Wichtig sind zum Beispiel die Potenzen g(v) = v™. Ein prominentes Beispiel ist die

. . . 2
kinetische Energie, 7—.
m

4In der Stochastik ist dies formal ein Bildmaf, oder das Wahrscheinlichkeitsmaf zur ZufallsgroRe
,Geschwindigkeit”

SFiir nichtstetiges F, d.h. F hat Spriinge und ist insbesondere nicht differenzierbar, miissen wir
genauer den unteren Limes betrachten, F'(vy) — lim, s, — F'(v)
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2.2.5 Mittlere Schwankung. Fluktuation. Varianz. Standard-
abweichung

Oft ist die Information, die im Erwartungswert enthalten ist, nicht ausreichend, schliefs-
lich treten im Allgemeinen alle anderen moglichen Messwerte ebenfalls auf. Die er-
ste Zusatzinformation ist gegeben durch die Varianz, bzw. deren Quadratwurzel, die
Standardabweichung. Die Varianz ist gegeben durch

Vy = (X — (X))*) = (X*) - (X)*,

wo das Quadrat zunéchst ausmultipliziert und anschliekend die Linearitat des Erwar-
tungswertes genutzt wurde. Im diskreten Fall bedeutet dies

sowie im kontinuierlichen Fall

VX:/dxf(x)-xQ—</dxf(x)-x>2.

Am Beispiel des Wiirfels finden wir den Mittelwert (X) = 3.5 und die Varianz Vx = 32.
Die Standardabweichung, ox = v/Vx, charakterisiert die Breite der Verteilung und ist
beim Wiirfel gegeben durch 1.71. Wie signifikant diese Breite ist, lasst sich durch den
Vergleich mit dem Erwartungswert einschétzen, also durch die relative Schwankungs-
breite,

ox

(X)
Beim Wiirfel erhalten wir u, = 0.49. Dieser vergleichsweise grofe Wert ist bedingt
durch die breite Verteilung P;, die ja fiir alle Ereignisse konstant ist.

2.3 Fluktuationen in makroskopischen Systemen

In diesem Abschnitt betrachten wir ,grofse” Systeme. Ob ein System grofs ist, muss stets
in Relation zu einer anderen Grofe betrachtet werden. Hier betrachten wir ein System,
welches unterteilt ist in N identische Teilsysteme und betrachten die zuvor eingefiihr-
ten Kennzahlen (x),0,,u, einer Zufallsgrofe x. Wir unterscheiden bei Vielteilchen-
Zufallsgrofen zwischen eztensiven und intensiven Groken. Extensiv heifst eine Grofe
dabei, falls sie additiv ist, d.h. mit der Vergréfserung des Systems linear skaliert. Dies
ist zum Beispiel der Fall bei der kinetischen Energie, Teilchenzahl, oder beim Volu-
men. Zu den intensiven Grofen, die von der Systemgrofe unabhéngig sind, zéhlen
Temperatur, chemisches Potential oder Druck.

Angenommen, wir haben bereits die Mittelwerte (x;) der Teilsysteme (z.B. einzelne
Teilchen oder Teilvolumina) einer extensiven Grofe x ermittelt. Dann ergibt sich fiir
den Erwartungswert des Gesamtsystems

() = (z) ~ N,

=1
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ul o { ! .

1 2 3 4 5 6
Gitteratome

Koordinate um Ruhelag

Abbildung 2.3: In wechselwirkenden Systemen wie Festkorpern beeinflussen sich die
Gitteratome durch Schwingungen auch iiber lange Distanzen: Hier bewirken die aus-
gelenkten Atome auf Positionen 3 und 4 eine Auslenkung der nichsten Nachbarn, die
sich weiter fortsetzen wird.

wobei die Skalierung ~ N die oben erwéhnte charakteristische Figenschaft der exten-
siven Grofe ist. Fiir die Schwankung ergibt sich

02 = {(z — (2))?) = <<l§; Axl>2> = <l§;ml : ?;Axk> = <§:(Aml)2> + <Z Az - Aa:k> .

=1

Dabei haben wir die verschobene Zufallsvariable (die Fluktuation), Az, = x; — (),
genutzt. Wenn die Ereignisse in allen Teilsystemen statistisch unabhéngig sind, dann
geht der letzte Summand gegen 0, und es folgt

N
0320 = Z Oz1~ N .
1=1
Damit folgt fiir die relative Fluktuation im Gesamtsystem

Oy \/N 1

(@) N VN’

so dass ihre relative Wichtigkeit mit der Systemgréfie abnimmt. Dies ist ein sehr haufig
auftretendes Verhalten.

Uy =

Diskussion: Fiir makroskopische Systeme (N ~ 10%3) ist diese Situation sehr gut
gerechtfertigt. Allerdings gibt es auch wichtige Ausnahmen:

1. Ein Beispiel fiir abhéngige Ereignisse in Teilsystemen findet man in Festkor-
pern (und Fliissigkeiten): Lenkt man ein Atom (oder eine Gruppe von Atomen)
aus, so erzeugt dies eine Gitterschwingung (kollektive Anregung/kollektive Mo-
de) und beeinflusst damit auch weit entfernte Atome. Damit sind verschiedene
Teilsysteme miteinander gekoppelt (korreliert), siehe Skizze in Abb. 2.3.

2. Ein anderes Beispiel ist gegeben durch Quantenkohérenz/Verschréinkung). Bei
sehr niedrigen Temperaturen konnen dann die Wellenfunktionen der Teilchen in
benachbarten Systemteilen einander iiberlappen und eine verschrinkte Gesamt-
wellenfunktion bilden. Dann sind beide Teile nicht mehr unabhéngig und man
spricht von Quantenkorrelationen.
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3. In der Nahe von bei Phaseniibergingen beobachtet man spontanes Anwachsen
von “Kritischen Fluktuationen”. Auch hier werden Gruppen von Teilchen ge-
meinsam angeregt und bilden z.B. Tropfen bei der Kondensation eines Gases
oder magnetische Doménen beim Ubergang eines Festkorpers in den ferroma-
gnetischen Zustand. Die Reichtweite dieser kollektiven Moden kann dabei sehr
grof sein (“long range order”) und wiederum mehrere Systemteile umfassen.

2.4 Random walk und Binomialverteilung

Der Random walk ist eine Modellierung eines gedédchtnislosen Zufallsprozesses, die
ein Teilchen durch den R? fiihrt. In der allgemeinsten Variante betrachtet man eine
Folge (Z1, Zs,...) von identisch und unabhingig verteilten® ZufallsgroRen, die jeweils
die Wahrscheinlichkeit fiir verschiedene Schrittweiten beschrieben. Der , zeitabhingige*
Ort ist dann gegeben durch die Zufallsgrofe

j=1

Der random Walk ist ein Beispiel fiir einen sogenannten Markov-Prozess, was bedeutet,
dass der néachste Schritt nicht abhéngig von allen vorigen ist: Die Wahrscheinlichkeits-
verteilung der Schrittweite eines Schrittes Z; ist per Definition komplett unabhéngig
von allen vorher getétigten Schritten. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Ortes X
hingegen ist direkt davon abhéngig, wo das Teilchen beim j — 1-ten Schritt gefunden
wurde.

Von besonderem Interesse sind hier noch diskrete Random walks mit

Um nach N Schritten den Ort £ € Ny mit 0 < k£ < N zu erreichen, miissen von den
N Schritten genau k Schritte ,nach rechts”, d.h. Z; = 1 getatigt werden, sowie N — k
Schritte mit Z; = 0. Ein solcher Pfad ist gegeben durch

(1,1,1,..,1,1,0,0,0,...,0,0) (2.3)

J/

Vv Vv
k-mal N —k-mal

und besitzt die Wahrscheinlichkeit P = p*(1 — p)V~*. Allerdings ist dies nicht der
einzige Pfad, der zum Ort k fithrt: Fiir jede Permutation ¢ € Sy auf N Elementen
fiihrt

o(1,1,1,...,1,1,0,0,0, ...,0,0)

zu einer anderen Schrittfolge, die zum selben Ort fiihrt, denn die Anzahl der Schritte
jeweils bleibt dieselbe. Insgesamt existieren N! Permutationen auf N Elementen.

Nun miissen wir aber beachten, dass bei nicht-unterscheidbaren Schritten, wie zum
Beispiel die 1-en untereinander, viele Permutationen effektiv gar keine andere Schritt-
folge ergeben. Zum Beispiel: Wenn o lediglich Vertauschungen innerhalb der ersten

6In der Literatur werden solche Zufallsvariablen oft mit éid fiir independent and identically distri-
buted bezeichnet.
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k Elemente vornimmt, erhalten wir, angewandt auf die Folge aus Glg. (2.3), die ex-
akt selbe Schrittfolge. Um hierfiir Rechnung zu tragen, werden alle Permutationen,
die in dieser Weise das Ergebnis nicht beeinflussen, miteinander identifiziert. (In der
abstrakten Algebra entspricht dies einer Faktorgruppe, vgl. Homomorphiesatz.) Dies
entspricht wiederum den Permutationen auf den nicht-unterscheidbaren 1-en, was uns
erlaubt, die Anzahl der Permutationen effektiv um einen Faktor k! zu reduzieren. Kom-
plett analog kénnen wir aber auch alle Permutationen miteinander identifizieren, die
0-en miteinander vertauschen, was uns erlaubt, die Zahl der Permutationen um einen
Faktor (N — k)! zu reduzieren.

Zusammengefasst: Fiir £ aus N Schritten nach rechts gibt es

Moglichkeiten. Allgemeiner ist dies die Anzahl Moglichkeiten, aus N Teilchen genau
k auszuwéhlen, ohne Beachtung der Reihenfolge. Eine andere Interpretation ist die
Anzahl Mdéglichkeiten, k identische Gegenstande auf N Fécher aufzuteilen, welche
aber nur maximal einen Gegenstand aufnehmen kénnen (~ k len auf N Minzwiirfe).
Damit erhalten wir die Wahrscheinlichkeit fiir den Ort k, fir 2o = 0,

P(Xy = k) = (Z)ml N

Diese Verteilung wird auch Binomialverteilung genannt. Die Verteilung von X3
tragt auch den Namen Bernoulliverteilung.

2.5 Gauss-Verteilung

Die Gauss-Verteilung (auch Normalverteilung genannt) ist eine wichtige kontinuierliche
Wahrscheinlichkeitsverteilung, welche durch zwei Parameter bestimmt wird,

o)+ (558

V2mo? 202

Dabei wird g der Mittelwert und o die Standardabweichung bzw. o2 die Varianz der
Normalverteilung. Die Sinnhaftigkeit dieser Bezeichnung lasst sich leicht nachrechnen
(Ubung), d.h. die Parameter haben tatséchlich diese Bedeutung,

T)p =
(@ —p)?)y =0
Die Verteilung foi(z) zu p = 0 und o = 1 trigt den besonderen Namen Stan-

dardnormalverteilung’. Die Normalverteilung tritt an vielen Stellen in der Natur
unmittelbar auf (z.B. Maxwellverteilung fiir die Geschwindigkeitsverteilung in einem
klassischen Gas im Gleichgewicht), besitzt aber noch eine fundamentalere Bedeutung
durch den zentralen Grenzwertsatz, der Gegenstand des nédchsten Kapitels ist.

"Jede Normalverteilung ldsst sich durch Variablen-Transformation auf diese Form bringen.
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2.6 Zentraler Grenzwertsatz

Wir stellen uns die Frage, was passiert, wenn wir eine Messgrofe X, haben, die Messung
N mal wiederholen (fithre Messgrofen Xs, X3, ..., Xy ein, unabhéngig und identisch
verteilt), und die gemessenen Werte mitteln. Wir sind also an der Messgrofe

N
> X
i=1
N
interessiert. Tatsdchlich stellt sich heraus, dass wir das anschaulichste Ergebnis erhal-
ten, wenn wir unsere standardisierte Summe etwas anders definieren, namlich

N YoX
Sy=S"z =21

Dabei wird implizit angenommen, dass der Erwartungswert p und die Standardabwei-
chung o existieren.®

Die Aussage des zentralen Grenzwertsatzes von Lindeberg-Lévy ist nun, dass die Ver-
teilungsfunktion punktweise

Fn(z) = P(Sy < z) — erf(x)

geht fiir N — oo, wobei erf die Gauss’sche Fehlerfunktion notiert mit erf(z) =
ffoo dz fo1(Z). Falls X; selbst eine Dichte besitzt, d.h. keinen diskreten Anteil be-
sitzt, lasst sich dies auch so deuten, dass die Dichte der standardisierten Summe gegen
die Dichte der Gaukverteilung (punktweise) konvergiert.

Einen Beweis kann man z.B. iiber die charakteristische Funktion fiihren: So wird
in der Stochastik die Grofe

o) = )

bezeichnet. Bei einer Verteilung mit Dichte entspricht dies einfach der Fouriertrans-
formation. Bei diskreten Anteilen gibt es in ¢ noch weitere Beitrédge. Es lasst sich
elementar mit Mitteln aus Analysis 11T zeigen, dass eine Folge von Zufallsgrofen (hier
Sn) gegen eine andere Zufallsgrofe S in Verteilung konvergiert genau dann, wenn die
charakteristischen Funktionen der Sy punktweise gegen die charakteristische Funktion
von S konvergiert. Diese Hilfsaussage mochten wir hier nicht beweisen, aber nutzen
sie fiir einen Beweis des zentralen Grenzwertsatzes.

Eine weitere wichtige Aussage, die wir nutzen werden, betrifft die Summe von unab-
héngigen Zufallsvariablen: Seien X und Y unabhéngige Zufallsgréfien. Dann gilt

<€iw(X+Y)> — <ein> <eti> ' (24)

Hier ist das Auseinanderziehen des Erwartungswertes und der Exponentialfunktion
wegen der stochastischen Unabhéngigkeit mdglich.

8Dies ist nicht selbstverstindlich: Man betrachte z.B. die Dichte %ﬁ, bei der kein Momenten-

integral konvergent ist. Diese Verteilung heifst auch Cauchy-Verteilung.
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Nun untersuchen wir, wie die charakteristische Funktion von Z; aufgebaut ist:

orlw) = (%) = 3 (M) =1 - (2 +

Mit Sy = Z1 + Zs + ... + Zy finden wir dank Gleichung (2.4) die charakteristische
Funktion ¢y von Sy, (vernachlissige die kleineren Termie O(N~2))

W (1o (1Y (-2 o (1) e
W) = — — —_ — — — = —_ — e .
PN ON 2N ON N

Dabei wurde im letzten Fall die Exponentialfunktion aus der Folge identifiziert. Der
Ausdruck auf der rechten Seite ist aber die charakteristische Funktion der Standard-
normalverteilung. Aus der ersten Hilfsaussage folgt nun, dass Sy gegen eine Standard-
normalverteilung in Verteilung konvergiert.

Anmerkung: Fiir die standardisierte Summe teilt man durch V/N. Beim arithmeti-
schen Mittel teilt man durch NV, sodass man aus dem zentralen Grenzwertsatz direkt
erhilt, dass mittlere Fehler des Mittelwertes wie 1/v/N abfillt. Dies lieke sich
aber auch elementar zeigen. Das arithmetische Mittel wird fiir viele Messwiederho-
lungen Gaufsverteilt, wobei die Breite immer geringer wird. Da der Erwartungswert
des arithmetischen Mittels unabhéngig von N ist, folgt hieraus, dass die relativen
Fluktuationen bei Messwiederholung und Mittelung stets gegen 0 gehen, sofern der
Erwartungswert nicht 0 ist.

Aus dem zentralen Grenzwertsatz folgt auch schnell das schwache Gesetz der grofsen
Zahlen, welches besagt, dass das arithmetische Mittel ‘in Wahrscheinlichkeit’ gegen
den Erwartungswert konvergiert, d.h. fiir alle € > 0 gilt

N
, 1
J&%P(‘N;Xﬁm) >e> =0

Dieses gilt sogar dann noch (mit anderem Beweis), wenn die Varianz unendlich ist. In
diesem Sinne sind fiir N — oo Erwartungswert und arithmetisches Mittel dasselbe.

2.7 Phasenraum. Gibbs-Verteilung. Liouville-Gleichung.
Gleichgewichts-Verteilung

Ziel: Unser Ziel ist nun die Uberfiihrung der klassischen Mechanik (die deterministisch
und “exakt” ist) in eine Wahrscheinlichkeits-Beschreibung. Insbesondere geht es um:

e Definition einer Wahrscheinlichkeitsdichte im Phasenraum f2.

e Statistische Mittelung von f£ (entsprechend einem relevanten Ensemble, wo-
durch sich insbesondere Umgebungseinfliisssen berticksichtigen lassen)

e Dies fiihrt uns auf eine gemittelte Groke fy = (f2) — die Gibbsverteilung. Fiir
diese werden wir eine Bewegungsgleichung finden — die Liouville-Gleichung.

e Wir kldren die Struktur von fy im thermodynamischen Gleichgewicht auf.
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2.7.1 'Wahrscheinlichkeitsbeschreibung der klassischen Mecha-
nik

In der Mechanik sei ein System mit N identischen Teilchen beschrieben durch ihre Pha-
senraumkoordinaten {r;(t), p;(t)} = Q(t) € I'sy. Bei zufilligen Anfangsbedingungen,
(0), werden auch die Trajektorien als zuféllige Ereignisse aufgefasst. Q(t) folge aus
(0) durch die Newton’schen Gleichungen, der quantenmechanische Fall wird spéater
separat behandelt.

Diese sehr fein aufgeldste Beschreibung soll nun in eine Wahrscheinlichkeitsdichte, f2,
iiberfiihrt werden, und zwar tun wir dies in Analogie zur Elektrodynamik: Punktladun-
gen () werden dort beschrieben durch eine Ladungsdichte, p, die unmittelbar verkniipft
ist mit einer Wahrscheinlichketsdichte

Dabei ist f; normiert: [ dr fi(r,t) = 1 und erfiillt die Eigenschaften einer Wahr-
scheinlichkeitsdichte.
Verallgemeinert auf zwei Punktteilchen, ergibt sich eine Zweiteilchen-Wahrscheinlichkeitsdichte

fo(ri, 19, t) =3[ty — 11(2)]6[rs — 1a(2)]

und analog fiir N Teilchen. Implizit scheint in diesem Ausdruck die Annahme zu
stecken, dass die Aufenthalte der Teilchen unkorreliert sind. Dies ist aber nicht der
Fall. Das Produkt beschreibt lediglich einen N-Teilchen-Zustand (einen Schnappschuss
der Trajektorie), der keine Informationen dariiber enthélt, ob die Teilchen miteinander
wechselwirken oder nicht.

Wir gehen nun noch einen Schritt weiter und beziehen auch die Impulsinformation in
die Wahrscheinlichkeitsdichte ein. Wir erhalten damit eine Verallgemeinerung auf N
Punktteilchen mit Phasenraumkoordinaten 2. Die Wahrscheinlichektsdichte hat dann
die Bedeutung einer “Phasenraumdichte” und ist gegeben durch

@, 1) =8V - )],

wobei der superscript “D” den deterministischen Charakter der Trajektorien hervor-
hebt. Dabei lisst sich (") durch ein Produkt von 6N eindimensionalen §-Funktionen
ausdriicken. Analog zu unseren vorigen Uberlegungen ist auch f£ auf 1 normiert’. Das
Wahrscheinlichkeitselement, das ganze System (alle N Teilchen) in der Ndhe eines 6/V-
dimensionalen Phasenraumpunkts € (in einem infinitesimal kleinen PR-Volumen df2)
zu finden'?| ist dabei gegeben durch dPy(Q2) = f£(92)d). Mit dieser Wahrscheinlich-
keitsdichte lassen sich beliebige Erwartungswerte ausrechnen. Fiir eine Phasenraum-
funktion A(Q) (z.B. die Gesamtenergie) folgt dann ihr zeitabhédngiger Erwartungswert
zu

A = [ Evaa) R,

9Man formuliere die Normierungsbedingung.

10Wir wissen aus der Quantenmechanik, dass = und p, nicht gleichzeitig messbar sind und ihr
Unscharfeprodukt von der Grofenordnung h ist. Daher ist es héufig sinnvoll, PR-“Zellen” von end-
licher GréRe, nimlich AzAp, = h zu betrachten. ff ist dann nur fiir jede Zelle definiert, und die
Wabhrscheinlichkeit wird zu APy () = f2(Q:)AQ.
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J=0(Q—Qp)

Phasenraumdichte f(€2)

J=WQ-Qo)

Q
Phasenraum Q

Abbildung 2.4: In Rot ist die deterministisch Verteilungsfunktion f” gezeigt, welche
einen einzelnen Phasenraumpunkt beschreibt, wie er bei einer klassischen Trajektorie
gegeben ist. In Schwarz ist die Verteilung dargestellt, die man erhélt, wenn man die
Einfliisse von Stérungen W mitberticksichtigt (Mittelung, d.h. Faltung von 6 mit ).

Problem: Diese Resultate sind nur sinnvoll, wenn es die Trajektorien auch sind. Dies
ist der Fall, wenn ihre Anfangsbedingungen und Bewegungsgleichungen exakt bekannt
sind (vgl. unsere Diskussion in Kap. 1). In der Praxis treten i.d.R. allerdings aus unserer
Sicht zuféllige Trajektorien auf, unter anderem wegen zufilliger Anfangsbedingungen
(Beispiel 2), sowie unbekanntem Zustand der Umgebung, der die Teilchenbewegung
beeinflusst (Beispiel 1).

Losung durch Ensemble-Mittelung: Der eingefiihrte Ansatz, die Trajektorien tiber
eine Phasenraumdichte zu beschreiben, ist jedoch méchtiger und in der Lage, eine Viel-
zahl von Trajektorien mit verschiedenen Wahrscheinlichkeiten (“Ensemble”) gleichzei-
tig zu beschreiben. Als Konsequenz der genannten zufalligen Einfliisse wird die Tra-
jektorie durch eine zufillige Stérung A2 modifiziert, Q(t) — Q(t) + AQ. Stérungen
sind also Zufallsereignisse, fiir die wir eine Wahrscheinlichkeitsdichte W(AQ, Q,¢) de-
finieren, die ebenfalls auf 1 normiert ist: [ d®Y AQW (AQ, Q,t) = 1. Dies ist Ausdruck
dessen, dass zu einem gegebenen (£2,t) irgendeine Storung (A = 0 ist auch moglich)
realisiert werden muss.

W(AQ,Q,t) fiihrt also zu einer Verbreiterung der Verteilung, vgl. Abbildung 2.4. Die
Funktion f2(€,t) wird gemittelt beziiglich W, sodass wir iibergehen von

R0 MEEY (rR ), = e,

zu einer gemittelten Verteilung, der “Gibbs-Verteilung”. Unter Einfluss der Storung er-
geben sich modifizierte Trajektorien mit f£ — 66N [Q—Q(t) — AQ], wobei AQ zufillig
ist. Die erwihnte Mittelung ist explizit gegeben durch |zur Vereinfachung nehmen wir
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an, dass W (AQ,Q,t) =~ W(AQ)],

fn(Q,t) = / dNAQW(AQ) §ON[Q — Q(t) — AQ]

=W (Q-Q(1)). (2.5)

Hier haben wir den Integrationsbereich mit I'.,, bezeichnet, wodurch das Ensemble der
zufélligen Stérungen bezeichnet ist.

Bemerkungen:
e Der Fall ohne Stérung (W ~ §, reiner Zustand) wird korrekt reproduziert.
e Ansonsten stellen wir fest, dass fx(¢) als Funktion der Zeit W folgt.

o Im mit Q(t) mitbewegten System ist fn stationdr. Das Resultat (2.5) wird auch
als Liouville- Theorem bezeichnet, das wir im folgenden Abschnitt diskutieren.

e Aufgabe: Wir haben bei der Mittelung angenommen, dass sich W nicht zeitlich
andert. Es gibt allerdings Fille, wo W zeitlich verénderlich ist, z.B. durch Zeit-
abhéngigkeit des Hamiltonians oder der Umgebung. Man diskutiere, wie sich das
Ergebnis dndert, wenn W zeitlich verdnderlich ist.

2.7.2 Liouville-Gleichung und -Theorem

Nach Formulierung des Liouville-Theorems (2.5) im letzten Abschnitt méchten wir nun
die Dynamik im Ruhesystem betrachten. Die Gesamtwahrscheinlichkeit ist eine Inva-
riante, sofern sich die Teilchenzahl nicht &ndert (Erhaltungssatz), was wir annehmen.
Dariiber hinaus gibt es einen lokalen Erhaltungssatz: In Analogie zur Ladungserhal-
tung in der Elektrodynamik |eine analoge Relation kennen wir aus der Quantenmecha-
nik fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte| gibt es nur dann eine lokale zeitliche Anderung
der Dichte am Ort r zur Zeit ¢, falls es dort einen Zu- oder Abfluss (von Wahrschein-
lichkeitsdichte oder elektrischer Stromdichte) gibt. Der mathematische Zusammen-
hang ist die Kontinuititsgleichung', 2p(r,¢) + divj(r,t) = 0, mit der Stromdichte
j(I‘, t) = I"p(I‘, t)‘

Jetzt iibertragen wir dies auf den Phasenraum und ersetzen die Einteilchengrofen,
p(r,t) [bzw. fi(r,t)] und j(r,¢) durch N-Teilchengréfen mit Orts- und Impulsabhén-
gigkeit.

1. Der erste Fall ist der einer einzigen Trajektorie (reiner Zustand, W ~ 4, s.0.)

i D
= —gév + diVng\J] ) (2.6)

dfy

0=

mit jé” = voft und vq = {f1,T2,...,Tn, P1, ..., P }. Die Phasenraumdivergenz
ist gegeben durch divg = {Vy,, ..., Vp, }, die besprechen wir unten noch genauer.

1 Es sei daran erinnert, dass die 0 auf der rechten Seite voraussetzt, dass keine Ladungen erzeugt
oder nach aufien abgegeben werden.
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2. Jetzt betrachten wir die Ensembel-gemittelte Verteilung, fn (€2, t) = < 2(Q, t)>W
, fiir die analog eine Kontinuitatsgleichung gilt. Durch den Effekt der Mittelung
erhalten wir allerdings aus der Zeitableitung i.a. einen zusitzlichen Beitrag!'?,

der fiir ein stationdres Ensemble (T = 0) verschwindet'”,

O_afN §fn OW
ot W ot

} + divg jiv .

3. Poisson-Klammer: Fiir beide Félle ldsst sich der Divergenz-Term in eine inter-
essante Form umschreiben. Dazu fiithren wir die Ableitungen in divg aus (wie aus
Gleichung (2.6) ersichtlich, beschreibt dieser Term die implizite Zeitabhéngigkeit
von fy durch die Koordinaten und Impulse der Teilchen-Trajektorien):

N
divojly = {0rifx - ¥+ Op, fn - i}
=1
= {fN7 HN} )

wobei wir r; = 0p, Hy und p; = —0,, Hy, aufgrund der Hamilton’schen Bewe-
gungsgleichungen, eingesetzt haben. Die Abkiirzung {, } bezeichnet die Poisson-
Klammer. Allgemeiner — fiir zwei beliebige Phasenraumfunktionen A, B — ist sie
definiert als

N
{A,B} = {0:,A-0p,B— 0,,B, A} .

=1

Zusammenfassend stellen wir fest, dass die N-Teilchen-Funktion fy die

0= aaiév +{fn, Hn}, Liouville-Gleichung,

erfiillt, d.h., die “Kontinuitatsgleichung” (im Phasenraum) der Statistischen Mechanik,
die beschreibt, wie ihre Dynamik von der Hamiltonfunktion abhéngt.

Einschub: Die Poisson-Klammer hat ein paar niitzliche Eigenschaften:
1. {B,A} =—{A B, },
2. {A,A} =0,
3. {A,A™} ={A F(A)} =0, m € N, F differenzierbar .

4. Zusammenhang mit der Quantenmechanik: die Dynamik eines Operators A ist
dort gegeben durch die Heisenberg-Gleichung, ih%—’? — [H, A] = 0, die neben der
Zeitableitung den Kommutator mit dem Hamilton-Operator enthélt. Wir werden

12 Aufgabe: Man verallgemeinere Glg. (2.6) auf eine gemischte Gesamtheit. Dabei nutze man aus,
dass das Ensemble-Mittel durch eine lineare Superposition beschrieben wird.

13 Analog kénnte es Zusatzterme aus dem Strombeitrag geben, wenn W explizit orts- oder impuls-
abhéngig wire, was aber eine sehr besondere Situation wére, die wir nicht betrachten.
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in Abschnitt 2.8 feststellen, dass die Poisson-Klammer der klassische Limes des
Kommutators ist,
{A, B} +— h[fl B],

und die Gibbsverteilung der klassische Limes des Dichteoperators.

Mit der Poissonklammer lasst sich elegant die Dynamik von Observablen A(£2) aus-
driicken (Beispiele sind die Gesamtenergie aller Teilchen oder der Gesamtimpuls), die
sich direkt aus fn berechnen lassen:

Erwartungswert:  (A(Q));, (1) = /dGNQ A(Q) - fn(9Q,1),

Zeitliche Anderung: %(A(Q))f]v (t) = <%> /dGNQ A(Q )352\/

_ <%_f>f +({A(Q), Hx}),,

Mit dem Subscript fy wird verdeutlicht, dass die Ensembel-Mittelung mit der Wahr-
scheinlichkeitsdichte fy erfolgt. Dabei haben wir eine Eigenschaft des Phasenraumin-
tegrals im Zusammenhang mit Poissonklammern genutzt'*:

[ v amty. vy = [ pv@a@). ).

Schlussfolgerungen fiir die Statistische Physik:

e Fiir stationiire Observable, 92 = 0, folgt 4(A);, = 0 genau dann, wenn {A(Q), Hy} =
0. Dann ist A eine Erhaltungsgrifse.

e Sei 4(Hy)s, =0, dann ist das System abgeschlossen.

e Wir finden nun die stationdre Gibbs-Verteilung, fir die gilt: 2 /% = 0. Dieses
immer noch sehr allgemein gestellte Problem lésst sich bereits drastlsch durch
Betrachtung der Liouville-Gleichung eingrenzen, denn es folgt sofort { Hy, f3} =
0. Mit Eigenschaft 3 der Poisson-Klammer folgt, dass

N = fN[Hny, An],

wobei Ay stellvertretend fiir alle Erhaltungsgréfsen steht, sowie die eckigen Klam-
mern einen funktionalen Zusammenhang notieren. Dies ist eine hinreichende Be-
dingung fiir die Stationaritiat von f3

Beispiel: fiir ein isoliertes System aus N Teilchen erwarten wir folgende Erhaltungs-
grofen N, Hy, Py, L. Im Vergleich zur allgemeinen Gibbs-Verteilung, fy = fx(r1, ..., Pn),
welche 6V skalare Variablen besitzt, verbleiben in obiger Beschreibung lediglich 1 +
143+ 3 = 8 skalare Grofsen, was eine drastische Reduktion der Komplexitéat darstellt.

Fazit: Fiir die Untersuchung eines N-Teilchen-Systems im Gleichgewicht konnen wir
wie folgt vorgehen:

14Dies zeigt man durch direkte Rechnung. Die Eigenschaft ist analog zur Invarianz der Spur unter
zyklischen Vertauschungen in der Quantenmechanik.
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1. sperzifiziere die Umgebung (das Ensemble T, );
2. finde Erhaltungsgréfen in Iy, ;
3. finde f3§! fiir diese Erhaltungsgrofen.

Bevor wir uns nun wichtigen Beispielen von Ensembles zuwenden, iibertragen wir
zunachst diese Resultate auf den Quantenfall.

2.8 Quanten-Vielteilchensysteme. Dichteoperator p.
Von Neumann-Gleichung. 9 im Gleichgewicht

In diesem Kapitel untersuchen wir Quanten-Vielteilchensysteme mit N identischen
Teilchen'®, beschrieben durch einen Hamiltonoperator Hy. Zunichst betrachten wir
einen reinen Zustand mit Anfangsbedingung |V (0)) = |V yq) € Hy. Dieser Zustand
entwickelt sich gemafs der zeitabhéngigen Schrédingergleichung,

L0 ~
tho [Un(2)) = Hy[Un(t),
mit der Normierungsbedingung
(Un(O)|[Ty(t) =1, V.

Diese Gleichung ist deterministisch (analog zu f£ im klassischen Fall).

Bemerkungen:

e Im Allgemeinen existieren sehr viele Losungen der stationéren oder zeitabhén-
gigen Schrodingergleichung. Wir fiigen daher einen Index ¢ hinzu: |Uy(t)) —

T (1))

e Die verschiedenen Wellenfunktionen werden jeweils statistisch interpretiert. Zu
jedem ¢ definieren wir eine Wahrscheinlichkeitsdichte

oV (R, 1) = TP (R, R,
welche normiert ist:

/ PVR V(R 1) =1, Vt, Vi

° Q%) entspricht der deterministischen N-Teilchen-Verteilung f£ der klassischen

Mechanik.

e Erwartungswerte von Observablen werden dargestellt durch

~ ~

AR) = (AR) () = [ RN W (R OAR)VY (R,

N

5Die Betrachtung lisst sich problemlos auf Systeme mehrerer Teilchensorten erweitern.
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Beriicksichtigung der Umgebungseffekte

Die Umgebungseffekte modellieren wir als zufélligen Einfluss auf das N-Teilchen-
System.

Beispiel 1: Atom-Stéfe fiihren zu Ubergingen |\I/§@)> — |\Ifgf,)) Allgemein gilt: Alle Zu-
sténde |\I/S\z,)> werden mit endlicher Hiufigkeit W (¢) realisiert. Dabei ist im
Allgemeinen keine prézise Phaseninformation vorhanden.

2.8.1 Mathematische Beschreibung einer gemischten Gesamt-
heit. Dichteoperator

Der Formalismus um die quantenmechanischen Zustande \\I/S\% wird nun ersetzt durch
den Dichteoperator (eingefiihrt von L.D. Landau und J. von Neumann):

ZW” w@ @)y o @) (2.7)

wobei die |\IJS\Z,) (t)) Losungen der zeitabhéngigen Schrodingergleichung sind. Der Dich-
teoperator ist also eine mit W® gewichtete Summe von Projektoren auf die Strahlen
durch diese Zustinde'S. Dabei sind

WWeRr, o<wW<1, Y W=

In dieser Form beschreibt oy eine “gemischte Gesamtheit”. Den Spezialfall eines
“reinen Zustandes” erhalten wir zuriick bei spezieller Wahl der Gewichte, ndmlich
durch W@ := g, (definiert Dichteoperator des Zustandes |\If§5))), und genau dann lasst
sich gy (t) in der Form gy = |Wy(¢))(¥n(t)| schreiben. Im Allgemeinen werden die
Wahrscheinlichkeiten W ® durch den Einfluss der Umgebung festgelegt, analog zum
klassischen Fall, Abschnitt 2.7 (die verschiedenen Ensembles diskutieren wir genauer
spéter in der Vorlesung, in Kap. 3).

Eigenschaften von 0
e Der Dichteoperator ist normiert durch Troy(t) =1
e Erwartungswerte kénnen kompakt formuliert werden durch (A)(t) = TrAgjy(¢)

Bemerkung: Die Spur entspricht dabei einer Summe iiber die Diagonalelemente in einer
Orthonormalbasis {|n)} :

on(t) — (n|on|n") =: onw, (2.8)

e Diein (2.8) eingefiihrte Basisdarstellung in einer Orthonormalbasis {|n) }, (n|m) =

On,m, ergibt die (N-Teilchen-)Dichtematrix, g, ,/, die dquivalent zum Dichte-
operator p ist.

16Die W sind die quantenmechanische Verallgemeinerung der W(AQ) bei der klassischen Pha-
senraumverteilung, s. Abschnitt 2.7.



62

KAPITEL 2. GRUNDPRINZIPIEN DER STATISTISCHEN PHYSIK

e Hermitezitét, QN on. Als Konsequenz besitzt gy eine Spektraldarstellung,

ox = Y M)

Im Gegensatz zur allgemeinen obigen Definition (2.7) sind die |¢) nun orthonor-
mal gewahlt, und es gilt ebenfalls

0< )\ <1, ZA,:L

Es liegt genau dann ein reiner Zustand vor, wenn Idempotenz gilt, d.h. 93 =
@N-N
Betrachte den Spezialfall, dass die Basiszustidnde stationdre Eigenzustdnde des

Hamiltonians sind, |n) = |\Il(l)) mit ﬁN\\IJS\l,)) = E(i)\\lfg\%, wobei H = E) = 0.
Dann kennen wir die Zeitentwicklung dieser Zustidnde

U 0) = exp (-3 E0) 190,

die durch einen einfachen Phasenfaktor gegeben ist. Bildet man den Dichte-
operator mit den Zustdnden |\I/ ( )), so entfllt diese triviale Zeitbhangigkeit
vollstdndig: der Dichteoperator ist zeitunabhéngig.

Wir gehen nun in (2.7) in eine Basisdarstellung beziiglich {|n)} {iber (i.a. keine
Eigenzusténde von Hy),

on (1) — owam(t) = SSWO (U (0)) (VR (0)m)

= 3 WO D)l (1)

Es liegen zwei Arten von Matrixelementen gy ,,, vor:

1. m = n beschreibt die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Zustand |n).

2. Fiir n # m dagegen werden die Matrixelemente als Ubergangswahrscheinlichkeiten
von |n) nach |m) interpretiert.

Mit Hilfe der Basisdarstellung lassen sich Erwartungswerte explizit berechnen,

<A>@N (t> = TrAﬁN = Z<TL|A@N‘7L> = Z<H|A|m m’QN‘n ZAanN mn

n n,m

Koordinatendarstellung: Wahlen wir als Basis die Ortsbasis, so finden wir
die Koordinatendarstellung. Dazu betrachten wir R = {r;,...,ry} und starten

17 Aufgabe: man beweise diese Aussage.
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zunédchst in einer Basisdarstellung {|n)}. Damit kénnen wir die Dichtematrix
schreiben als

ov(R.R',7) = (R|oy|R)
= S Rin)oxum(m/R).

nm

Dabei wurden im zweiten Schritt zwei Einsen eingefiigt. Alternativ kann man
den zweiten Ausdruck direkt auswerten, wenn man sich an die Definition des
Dichteoperators erinnert,

~v(R, R, ¢ ZW( HE* R 1)

e Die Diagonalelemente der Dichtematrix sind nicht-negativ,

QN,nn ZW ’C | >0

Insbesondere erhalten wir in Ortsdarstellung auf der Diagonalen die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeitsdichte:

on(R, R, 1) = ZW“ DR, 1)2>0

2.8.2 Bewegungsgleichung des Dichteoperators.
Spezialfall stationidrer Zustand

e Die Bewegungsgleichung des Dichteoperators ist die von-Neumann-Gleichung.
Sei dafiir die Zeitableitung W® = 0, fiir alle 4, dann ergibt sich aus der Definition
(2.7) und der Schrodingergleichung direkt

. . . . f
gyn(t) = W m{[%\w%»} W0+ [0 0) {%\\DE@)@»H
- ZWZ {HxwQ @) )] - Qe i}

oder in kompakter Notation,

ihd,on(t) — [fIN, QANi| =0 von-Neumann-Gleichung ]

Dabei wurde ausgenutzt, dass Hy hermitesch ist.

Die von-Neumann-Gleichung ist exakt und losbar mit der Anfangsbedingung

(to) = 3 W [ W)Wy .
Bemerkung: Die von-Neumann-Gleichung hat dieselbe Form wie die Liouville-
Gleichung fiir fy(t), bei Zuordnung

on < [n

% [@N;[:[N] —— {fn, Hy} .
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Diese Darstellung erlaubt deshalb auch den direkten Ubergang zum klassischen
Grenzfall. Die von-Neumann-Gleichung und die Liouville-Gleichung haben da-
her analoge Eigenschaften. Hier konzentrieren wir uns auf den zeitunabhéngigen
Grenzfall:

Dichteoperator im Gleichgewicht (Stationirer Zustand)

Unter der Annahme'®, dass W® = 0, und Hy = 0 ist ein stationédrer Zustand'?

ASt

vermittels 9, 0% = 0 dquivalent zu [@%}, H N} = 0. Aus der Quantenmechanik ken-

nen wir diese Bedingung bereits (man erinnere sich an die Heisenberg-Gleichung
der quantenmechanischen Dynamik) und folgern, dass 93¢ und Hy gemeinsame
Eigenzustinde besitzen. Damit ist ¢3¢ selbst eine Erhaltungsgréfe. Insbesondere
ist % darstellbar als Funktional aller Erhaltungsgrofen Al, Az, ..., A;, in Ana-
logie zum klassischen Fall. Der Gleichgewichts-Dichteoperator nimmt also die
Form

~St ASt | 7] ) ) A
ON = OnN [HN7A17A27"'7AI )

an. Wie im klassischen Fall ergibt dies eine drastische Reduktion der Abhéangig-
keiten und der Information, die den Vielteilchen-Zustand charakterisiert.

Aufgaben der Statistischen Physik: Analog zum klassischen Fall konnen wir
somit als Aufgaben formulieren

e Charakterisiere das Ensemble, d.h. die Randbedingungen, Kopplungen, etc., fin-

de die Erhaltungsgrofen und die entsprechende Darstellung des N-Teilchen-
Dichteoperators. Aus ihm folgen dann alle relevanten Vielteilchengrofsen.

Beispiel Kanonisches Ensemble: seien Teilchenzahl N, Volumen V' und die Tem-
peratur T' konstant (das entspricht dem kanonischen Ensemble). Dann findet
man einen Dichteoperator im Gleichgewicht, der gegeben ist durch (s. Kapitel 3)

1 2
~F —
0 Q _ e BHN’

dabei ist Zx = Tre #2~ dic kanonische Zustandssumme (Normierung) und

@EQ der kanonische Dichteoperator. 5 = 1/(kgT) enthélt dabei die Tempe-
raturabhéngigkeit.

Eigenbasis von Hy: Die Darstellung des kanonischen Dichteoperators in einer Ei-

genbasis des Hamiltonoperators {|n)} ist besonders einfach. Mithilfe von Hyln) =
E,|n) und (n|Hy|m) = (n|E,,|m) = E,,0n, erhalten wir

18Das ist analog zur Forderung der Stationaritiit der Wahrscheinlichkeitsdichte W (AQ) im klassi-
schen Fall, s. Abschnitt 2.7.2.

19Dies kann der Gleichgewichtszustand sein aber auch ein stationiirer Nichtgleichgewichtszustand
(Fliefsgleichgewicht).
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Die kanonische Dichtematrix ist also diagonal, und alle Terme lassen sich als
Wahrscheinlichkeiten interpretieren. Dariiber hinaus lesen wir ab, dass der Grund-
zustand (Minimum von E,,) der wahrscheinlichste ist. Alle angeregten Zusténde
sind bei T' # 0 ebenfalls besetzt, wenn auch mit steigender Energie exponentiell
weniger, W™ ~ ¢=FFn

e Beispiel Integrables System: Wir betrachten ein integrables System (isoliertes Sy-

stem) mit einer finiten Teilchenzahl N, wobei H =0, fiir t > 0 gelten soll, das
sich in einem reinen Zustand befindet. Das System werde von aufsen gestort
(bei ¢ < 0), wodurch eine Zeitentwicklung ausgeldst wird (z.B. durch schnelle
Anderung von Systemparametern, ein sog. “quench”). Dabei moge das System
Erhaltungsgrofsen Iy, ..., Iy besitzen, mit [;(t) = I;(0) = const, fiir ¢ > 0. Die
Zeitentwicklung eines beliebigen Zustandes ist gegeben durch

(1)) = e i W (0)) = Y emiFrlc,|n)

n

wobei die |n) ein vollstdndiges Orthonormalsystem bilden mogen, mit den Ent-
wicklungskoeffizienten ¢, := (n|¥(0)).

Uns interessieren im Folgenden die zeitabhéngigen Erwartungswerte. Diese sind
gegeben durch

(Ayg(t) = () A[T(1)) = e #EnEmlic et A,
= ) e I A+ D A
EntEm En=Em
= (AP (1) + (A (1), (2.9)

wobei der erste Term die Nichtdiagonal-Beitrige (OD) und der zweite die Dia~
gonalbeitriage (D) bezeichnet.

Wir betrachten zundchst den zweiten Term. Im Folgenden nehmen wir zur Ver-
einfachung an, die Eigenwerte seien nicht entartet’’. Dann ergibt sich das einfa-
chere Resultat

A

(A)g Z [enl*An = Tr poud,
ppE =Y _ poEa|n)(n

Das heifst, obwohl wir uns in einem reinen Zustand befinden, hat das Resultat die
Form des Erwartungswertes mit einem Dichteoperator ppg eines diagonalen En-
sembles (DE), wobei die Wahrscheinlichkeiten gegeben sind durch ppg, = |c,|*.
Dieser Dichteoperator hat also die selbe (Diagonal-)Form wie im Gleichgewicht.
Die k Erhaltungssétze lassen sich dann schreiben als

]z:<\DO|jz|\IIO>:Trjz,5DE7 Z:]_k?,

20Im Fall von Entartung korrespondiert ein Energie-Eigenwert E,, = E,, zu verschiedenen Zustén-
den |n) und |m), und die Rechnung lésst sich in analoger Weise durchfiihren.
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d.h. der Endwert ist identisch zum Anfangswert.

Stationirer Zustand. Falls fiir dieses System ein stationédrer Zustand existiert,
dann sollte er natiirlich vollstandig durch die Erhaltungsgrofen (die Integrale
I Tyoons I k) bestimmt sein. Der stationére Dichteoperator ldsst sich aus dem Varia-
tionsprinzip (maximum der Entropie) mit Nebenbedingungen (Erhaltungsgro-
fen) ableiten?! und hat die Form eines verallgemeinerten Gibbs-Dichteoperators
(dieses Ensemble wird “Generalized Gibbs ensemble, GGE” genannt)?*:

1 - N
ZGGE

PGGE =

Da diese Operatoren mit H kommutieren, besitzen sie gemeinsame Eigenzustan-
de, I;|n) = I;y|n), mit den Eigenwerten I;,, so dass die Dichtematrix die Form
hat

PGGEnm —
ZGGE

Das bedeutet, dass ein integrables System sehr dhnliche Eigenschaften besitzen
kann wie ein System im Gleichgewicht.

Dies gilt natiirlich nur, wenn in Glg. (2.9), der erste Term verschwindet. Diesen
schauen wir uns daher noch etwas genauer an:

AP = 3 e i EEG A,
En#Em

Er besteht aus einer Summe oszillierender Terme, wobei die einzelnen Beitriage
von einander unabhéngig sind. Es kommt daher zu einer weitgehenden Auslo-
schung dieser Beitriage, insbesondere wenn t zunimmt, sowie wenn die Zahl der
Summanden wéchst. Dieser Trend ist besonders stark fiir grofse /N und eine grofse
Basis-Dimension (viele Summanden). Eine solche Kompensation oszillierender
komplexer Terme wird héaufig als Dephasierung oder Dekohdrenz bezeichnet.
Diese Effekte fiihren zu einem Verschwinden der Summe, genauso wie es im Fal-
le einer Dampfung (Dissipation) der Fall wére, die zu einer irreversiblen Dynamik
fithren wiirden. Hier ist die Dynamik streng genommen immer noch reversibel,
aber eine Riickkehr in den Anfangszustand erfolgt erst nach einer Zeit t,.,, die
mit wachsendem N sehr schnell wéchst. Dieses Verhalten ist analog zum Verhal-
ten der Gleichungen der klassischen Mechanik fiir ein Vielteilchensystem?®?, vgl.
unsere Diskussion der Diffusion (Beispiel 2) in Abschnitt 2.1.

Fazit: fiir ein grofles System ist das Weglassen von (A)QD(t) haufig gerecht-
fertigt. Damit werden alle Nichtdiagonal-Beitréige, die Quanten-Kohérenzeffekte
beschreiben, unterdriickt. Der dabei entstehende Informationsverlust fiihrt zu ei-
ner irreversiblen Dynamik hin zum diagonalen “Gleichgewichts-d&hnlichen” Dich-
teoperator ppg.

215, Kapitel 3 und Ubungsaufgabe 1.1

%2Diese Ergebnisse gehen vor allem zuriick auf L. Vidmar und M. Rigol [Vidmar and Rigol, 2016].
Ahnliche Uberlegungen wurden vorher von Srednicki [Srednicki, 1994] und Deutsch [Deutsch, 1991]
durchgefiihrt und sind unter dem Begriff Eigenstate thermalization hypothesis (ETH) bekannt gewor-

den.

Zsehr groke Poincare Revival-Zeit



2.8. DICHTEOPERATOR. VON NEUMANN-GLEICHUNG 67

Bemerkung: derartige Dekoharenz-Effekte haben in letzter Zeit grofes Interesse
hervorgerufen, insbesondere bei der Diskussion des Messprozesses in der Quan-
tenmechanik (dort fiihren Einfliisse der Umgebung oder der Messapparatur zu
Dekohérenz), sowie im Zusammenhang mit kohdrenten Zustanden, Teleportation
und insbesondere Quantum Computing.

Dichtematrix im Makroskopischen Grenzfall.

Wie im klassischen Fall erlaubt der Limes N — oo weitere Vereinfachungen. Erinnern
wir uns an die Abnahme der Bedeutung von Fluktuationen, da die relativen Fluk-
tuationen die Skalierung u ~ 1/ VN besitzen. Das bedeutet, dass im Gleichgewichts-
Dichteoperator die eingehenden Erhaltungsgrofsen durch ihre Erwartungswerte appro-
ximiert werden konnen. Zum Beispiel im kanonischen Ensemble kann der Energie-
Eigenwert durch den Erwartungswert £ = (E) + 0E ersetzt werden,

5TL m
pE (B, V,T) — e PEn)
Zk
Die Moglichkeit, die Beschreibung auf die Erwartungswerte der Erhaltungsgréfsen zu
reduzieren, ist eine weitere drastische Vereinfachung und bildet letztlich die Basis fiir
die gesamte Thermodynamik.
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Kapitel 3

Statistische Theorie des
Gleichgewichts

3.1 Entropie. Information. Gleichgewichtsverteilung

3.1.1 Thermodynamisches Gleichgewicht und statistische En-
sembles

Wir betrachten ein Vielteilchensystem im Gleichgewicht. Der Begriff des Gleichge-
wichts wurde bisher nicht definiert. Fiir diese Definition verwenden wir ein pragmati-
sches Herangehen, das sich an den bereits besprochenen Beispielen orientiert und diese
verallgemeinert:

Beispiel 2 (Diffusion), vgl. Abb. 1.4: Entwicklung hin zu rédumlich homogener Ver-
teilung. Der Endzustand ist der Gleichgewichtszustand (GG), der charakterisiert ist
durch folgende Eigenschaften:

e Der Endzustand ist Resultat einer irreversiblen Dynamik;

e cs ist der Zustand, den das System spontan erreicht, wenn es sich selbst iiberlas-
sen ist, im Limes langer Zeiten;

e cs ist der wahrscheinlichste Zustand.

Fragen: Wie héngt der Gleichgewichtszustand ab von der Umgebung bzw. den Randbe-
dingungen, welchen Einfluss hat das Ensemble?

Wichtigste Beispiele fiir thermodynamische Ensemble:

1. Isoliertes (abgeschlossenes) System, mit Erhaltungsgrofen N, V) E, wo E die
Gesamtenergie bezeichnet. g5, f3¢ sollten im Gleichgewicht daher lediglich
abhéngig sein von den Erwartungswerten von N, V, E.

2. Thermostat (kanonisches Ensemble), hier seien die Erwartungswerte von
N, V, T (Temperatur) vorgegeben. Hier ist Energieaustausch moglich, dafiir
ist die Temperatur 7" fixiert!, d.h. es liegt die gleiche Temperatur in System
und in der Umgebung (im Thermostat bzw. Warmebad) vor.

IDie Definition der Temperatur geben wir im Abschnitt 3.5.1.

69
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3. Grofikanonisches Ensemble. Hier werden VT und p vorgegeben, wobei u
das chemische Potential beschreibt. Im grofskanonischen Ensemble ist ne-
ben Energieaustaustausch zuséatzlich Teilchenaustausch mit der Umgebung
moglich. Das chemische Potential i beschreibt die Energie, die mit dem
Hinzufiigen eines Teilchens verbunden ist?.

Bemerkungen: Es existieren weitere Ensembles, wie etwa der Barostat (dort
ist p = const). Dartiber hinaus gibt es Mischformen in Mehrsortensystemen. Z.B.
in Systemen bestehend aus Elektronen, Ionen und Atome kann die Systemwand
so beschaffen sein, dass Teilchenaustausch nur fiir eine Sorte gibt.

Physikalische Grofien im thermodynamischen Gleichgewicht

Uber die Abhéingigkeit des Ensembles von den ihm zu Grunde liegenden Grofen sind
auch alle anderen Vielteilchengrofen funktional abhéngig von diesen. Wir definieren
zwei Grundtypen von Vielteilchengrofsen:

(a) Grofen, die additiv in N sind, d.h. linear mit Vervielfiltigung des Systems wach-
sen, nennen wir extensiv. Dafiir sind Beispiele die Teilchenzahl N, das Volumen
V', die Entropie S und die freie Energie F'. Letztere lasst sich z.B. schreiben lasst
als

F(T,V,N) = Nf(T.V/N),
mit der Dichte der freien Energie f.

(b) Grofken die invariant unter Vervielfaltigung des Systems bleiben, nennen wir
intensiv. Dazu zéhlen f im obigen Beispiel, sowie die Temperatur 7', Druck p,
chemisches Potential i oder Teilchendichte n = N/V. Extensive Groften konnen
intensiv gemacht werden, indem durch eine andere extensive Grofe geteilt wird,
z.B. s = S/N oder f = F/N. Gerade die Quotienten durch N tauchen in der
Thermodynamik oft auf, und die intensiv gemachten Grofen werden oft mit dem
zugehorigen kleinen Buchstaben notiert.

Als thermodynamischen Limes (TDL) A einer Grofse A(N,V) bezeichnen wir den
Limes

N —
V -

n = const

Insbesondere liefe sich V' = N/n schreiben und sich unter dieser Ersetzung der ther-
modynamische Limes schreiben als einfacher Limes limy_,o, A(N, N/n). Im thermo-
dynamischen Limes miissen alle intensiven Groéfsen in einer solchen Form gekoppelt
werden.

Dieser mathematische Prozess ist natiirlich in vielen praktischen Anwendungen nicht
ohne weiteres moglich. Insbesondere, wenn die Daten numerisch oder experimentell
mit endlicher und ggf. kleiner Systemgrofse generiert werden, muss man ausgehend
von diesen Daten in den thermodynamischen Limes extrapolieren. Dieser Prozess ist
nicht trivial, da die endliche Gréfse des Testsystems im Allgemeinen Artefakte mit sich

2Das chemische Potential wird im Abschnitt 3.6.1 definiert.
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bringt, sogenannte finite-size-Effekte. Hat man die finite size Korrekturen®, AA(N)
einer Grofe A gefunden, bietet das den Vorteil, bereits mit einer kleinen Systemgrofse
prézise Vorhersagen fiir dasselbe System im TDL zu treffen: A> = A(N) + AA(N).

3.1.2 Entropie und Gleichgewichtsverteilung

Die bisherigen Betrachtungen des Gleichgewichtszustands sind eher heuristisch gewe-
sen. In diesem Kapitel entwickeln wir auf Grundlage von Wahrscheinlichkeitstheorie
einen allgemeinen mathematischen Ansatz, der auf alle genannten Ensembles anwend-
bar ist. Dieser Zugang ist eng verwandt mit dem Konzept der Information, welches
wir separat in Abschnitt 3.1.3 besprechen.

Die thermodynamische Entropie wurde von Rudolf Clausius im Jahr 1865 bereits
weit vor der wahrscheinlichkeits-theoretischen Definition eingefiihrt, basierend rein auf
thermodynamischen Betrachtungen. Die Entropie S hat folgende Eigenschaften:

(a) S ist maximal im Gleichgewicht (im isolierten System);
(b) Die Entropie ist eine extensive Zustandsgrofe;
(c) Die Entropie ist allgemein anwendbar auf alle Systeme/Ensembles.

Bemerkung: S hat eine vergleichbare Bedeutung wie die Energie, welche Gegenstand
des 1. Hauptsatzes der Thermodynamik ist. Gegenstand des 2. Hauptsatzes ist die
Entropie, welche unter allen relevanten Zustédnden genau im Gleichgewicht ihr Maxi-
mum annimmt.

Clausius betrachtete verschiedene stationdre Mikrozustinde des Gesamtsystems, aber
noch keine Zeitentwicklung. Ludwig Boltzmann untersuchte 1872 dann die Zeitent-
wicklung aus einem Nichtgleichgewichtszustand in einen Gleichgewichtszustand und
stellte sein H-Theorem (Boltzmann definierte eine Grofe H = —S) auf: Es besagt
% > 0, im Allgemeinen, und % = 0, im Gleichgewicht. Damit ist S auch eine wichti-
ge Grofse im Nichtgleichgewicht, und die Gréfe der Ableitung sagt etwas aus iiber die
Relaxations-Geschwindigkeit.

Zusammenhang zwischen S und Zustandswahrscheinlichkeit
Wir konstruieren im Folgenden S

(i) Unser System bestehe aus zwei Teilen A und B. In beiden Teilsystemen kénnen
viele Ereignisse eintreten, welche wir ebenfalls mit A und B bezeichnen. Diese
treten jeweils mit Wahrscheinlichkeiten P(A) und P(B) auf. Wir nehmen an,
dass diese Ereignisse der Teilsysteme unabhéngig sind, sodass wir P(AN B) =
P(A)-P(B) schreiben kénnen. Wir suchen nun aber fiir die Entropie eine additive
(extensive) Grofe, die die Systeme beschreibt. Diese Eigenschaft bieten nur die
Logarithmen (Ubung),

InP(ANB)=InP(A)+InP(B).

(ii) Verallgemeinerung: A und B seien nun unabhéngige, aber identische Kopien
desselben Systems und Teil des Ensembles (verschiedene Realisierungen).

3Ein Beispiel fiir finize size Korrekturen ist in Ref. [Dornheim et al., 2016] zu finden.
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(iii) Wir mitteln nun den logarithmischen Ausdruck oben tiber die zufélligen Reali-
sierungen und finden

(In P(AN B)), = P(A)In P(A) + P(B)In P(B).

(iv) Nun verallgemeinern wir weiter und betrachten anstelle von zwei Realisierungen
N disjunkte Ereignisse mit den Wahrscheinlichkeiten P(i), also ) P(i) = 1, mit

0 < P(i) < 1, fur alle 7. Dariiber hinaus betrachten wir die Wahrscheinlichkeit
P, dass N Ereignisse gleichzeitig eintreten.

Der Logarithmus von P ist wieder additiv, und wir berechnen den Erwartungs-
wert

N

(InP)p =Y P(i)InP(i).

i=1

Im kontinuierlichen System betrachten wir analog f; — f(z) und damit

(I f); = / dr f(z)In f(z).

In diesen Formeln haben wir die Wahrscheinlichkeitsverteilung, iiber die gemit-
telt wird, als Subskript angegeben. Im Folgenden lassen wir das weg, so lange es
nicht zu Unklarheiten fiihrt.

Die thermodynamische Entropie ist nun dieser Erwartungswert, bis auf eine di-
mensionsbehaftete Konstante (die von Planck eingefiihrte Boltzmann-Konstante

kB)a
o (In P), diskrete Zusténde Definition der Entropie
-7 (In f), kontinuierliche Zusténde fiir beliebige Vertejlungen
(3.1)

mit kp = 1.38-1072*J/K. Damit hat das Produkt aus Entropie und Temperatur
die Dimension einer Energie.

Priifung der Extremal-Eigenschaft:
Seien 1,2, ..., N mogliche Ereignisse mit den Wahrscheinlichkeiten Py, Ps, ..., Py, 0 <
P, <1, mit Zfil P, =1. Dann ist i.a. S = S(P,, Ps,... Py)

Behauptung: S ist maximal fiir P, = P, = --- = P, = const.

Beweis: Wir leiten die Entropie S/kp einzeln nach allen P; ab und berticksichtigen
die Nebenbedingung (Normierung) iiber einen Lagrange-Multiplikator A:

9 al al ,
ﬁ{—ZijPj—A[pzpj }io
! j=1 j=1

O0=—InP,—1+X= P =exp(A—1) Vi, P, = const.
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Damit folgt, da alle P; gleich sind und sich zu 1 aufaddieren, P; = %

Der Wert von S, bei P, = %, ist nun leicht zu bestimmen:
N N
S 1 1
— = PnP,=— —In—=InN. 3.2
TIPS @
Wir kénnen auch die zweite Ableitung berechnen, fiir die wir erhalten g% = —%, was

uns bestitigt, dass ein Maximum vorliegt®.

Verallgemeinerung auf Zufallsprozesse mit weiteren Nebenbedingungen

N
Weiterhin betrachten wir N Ereignisse mit den Wahrscheinlichkeiten { P;} mit ) P, =
i=1
N _
1, und einer zusétzlichen Bedingung (F) = > ¢; P, := E: Wir fordern also zusétzlich,

i=1
dass ein weiterer Erwartungswert von der Verteilung erfiillt wird. Analog zu oben
maximieren wir also die Entropie und fiihren einen weiteren Lagrange-Multiplikator

eln:

Die Wahrscheinlichkeit ist nun also auch abhéngig vom Wert der Variable ¢; im Zustand

i, es liegt keine Gleichverteilung mehr vor. Der Lagrange-Parameter A\ ergibt sich
wieder aus der Normierung:

0- +5

a N N N
api{—ZlenPj—)\[l—ZPi E-) &P
j=1 Jj=1 Jj=1

0=—InP,—1+4+\—fs; = P, = 1P

N

6_551’
1:6A_126_65":>R:—N ,
=1 2 6_551
j=1
und [ ergibt sich aus der Nebenbedingung
N
E=) ebh=""—.
=1 Z 6*551‘

i=1

Bemerkung: 1 fir den Fall E — Energie ist der Lagrange-Parameter gegeben durch
B =1/kgT

Bemerkung 2: Hiermit haben wir einen Zusammenhang zwischen Entropie und der
Wahrscheinlichkeitsverteilung gefunden.

4Streng genommen muss man die Ableitungen des Ausdrucks mit den Lagrange-Multiplikator(en)
begutachten, und dann auch die Kreuzableitungen 0;0;. Dies berechnet dann die Hesse-Matrix, die bei
einem Maximum negativ definit ist. Die Hesse-Matrix ist hier diagonal mit nur negativen Eintrigen
und daher negativ definit.
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WDWIG
BOLTZMANN
150 - 1506

Abbildung 3.1: Grab von Ludwig Boltzmann auf dem Zentralfriedhof in Wien. Seine
Entropieformel ist am oberen Rand eingraviert.

Analog existiert aber auch ein Zusammenhang zwischen S und der Zahl W der mdgli-
chen (gleichwahrscheinlichen) Mikrozustinde®. Dieser Zusammenhang wurde von L. Boltz-
mann gefunden:

S=kglh W. Entropie nach Boltzmann (3.3)

Dieses Ergebnis stimmt mit unserem Resultat (3.2) fiir eine Gleichverteilung iiberein.
Boltzmanns Verdienst ist die Verkniipfung der Entropie (und damit der Thermodyna-
mik) mit der Wahrscheinlichkeitsberschreibung.

Aufgabe: Fiir ein ideales Gas im Gleichgewicht mit einer beliebigen Phasenraumver-
teilung f(r, p) bestimme man die Entropie, ausgehend von Boltzmanns Formel, (3.3).

Losung: Die Wahrscheinlichkeitsdichte f der Teilchen im Phasenraum ist normiert
gemélfs

/d3rd3p f(r,p)=1.

Fiir die Berechnung der Zustandssumme (Boltzmanns W) diskretisieren wir den Pha-
senraum durch M Phasenraumvolumina der Grofe AS2, welche um einen Phasenraum-

SW werden wir im Folgenden als Zustandssumme bezeichnen.
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punkt €; = r;, p; lokalisiert sind. Die Wahrscheinlichkeit, ein beliebiges Teilchen in der
Zelle 9”7 zu finden, ist gegeben durch die normierte und dimensionslose Wahrschein-
lichkeit

Gemiéf Aufgabenstellung wechselwirken die Teilchen nicht mit einander, d.h. diese
Wahrscheinlichkeit gilt fiir jedes Teilchen, so dass die mittlere Zahl der Teilchen in
Zelle 97 gegeben ist durch [wir verwenden die Abkiirzung f; = f(;)]

AN, = Nf,AQ = NAP,, AN,=1,2,...N.

Sei W nun die Anzahl der Moglichkeiten, N Teilchen auf M Zellen zu verteilen, wobei
N > M gelte. Diese Fragestellung ist in der Kombinatorik als ,Kombination mit
Wiederholung” bekannt, fiir die es

N
W= AN AN (34)

Méglichkeiten gibt®. Wir berechnen nun die Entropie mithilfe der Stirling-Formel, bzw.
deren Logarithmus:

N~ V2rN NVe N,
In(N!) = N[In(N) — 1],

wobei hier Terme vernachlassigt wurden, die klein gegen N sind.
Damit berechnen wir nun naherungsweise In W, Glg. (3.4), und erhalten die N-Teilchen-
Entropie:

= (N[ln(N) —1]= N AP [In(N) + In(f;) + In(AQ)] — 1)

=1

M
=-N> APInAP,
=1

was sich nach Kiirzen und Ausnutzen der Normierungsbedingung ergibt. Die Einteilchen-
Entropie ergibt sich wegen der Additivitéit zu S = Sy /N und stimmt unserer Entropie-
Definition (3.1) tiberein.

Aufgabe: Man verallgemeinere die Rechnung a) auf ein Mehrsortensystem and b)
auf ein ideales Quantensystem (ohne Spin) und verifiziere die Entropieformel % =
—Trplnp.

6Die Herleitung erfolgt analog zum Binomialkoeffizienten bei der Binomialverteilung.



76 KAPITEL 3. STATISTISCHE THEORIE DES GLEICHGEWICHTS
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Abbildung 3.2: Informationsentropie beim Wurf einer Miinze mit Wahrscheinlichkeit
P (fur Kopf bzw. Zahl) als Funktion von P. Die Grenzwerte am Rand sind 0, die
Steigung wird dort jedoch unendlich. (analog zur Halbkreisfunktion /1 — z?)

3.1.3 Entropie und Information

Spéter, deutlich nach ihrer Einfiihrung in der Thermodynamik, wurde die Entropie von
Claude E. Shannon als Begriff in der Informationstheorie eingefiihrt. Fiir einen dis-
kreten Wahrscheinlichkeitsraum, dessen Elementarereignisse die Wahrscheinlichkeiten
Py, Py, ..., Py besitzen, also 0 < P, <1 und ), P, = 1, ist sie definiert als

I--Y PuE).

ld = log, steht dabei fiir den Logarithmus Dualis. Die Shannon-Entropie (oder In-
formation) gibt Aufschluss dariiber, wieviele Bit im Mittel gebraucht werden, um den
Ausgang des Zufallsexperimentes zu beschreiben (bei optimaler, an das Experiment
angepasster Codierung). Werte I < 1 erhalten diese Bedeutung erst bei unabhéngiger
Wiederholung des Experiments.

Beispiel: unfaire Miinze, mit Wahrscheinlichkeit P fiir Kopf und () = 1 — P fiir Zahl.
Die Entropie ist

I(P)=—PldP-QldQ,

und es gilt [(P = 0) = I(P = 1) = 0. Dies représentiert den Umstand, dass wir
kein einziges Bit brauchen, um den Ausgang zu kodieren, denn dieser ist sowieso
festgelegt. Ist P > 0, aber sehr klein, und wiederholen wir den Miinzwurf, so ist
die Wahrscheinlichkeit grof, dass alle Wiirfe Zahl ergeben. Daher kodieren wir mit
dem ersten Bit, ob alle Wiirfe Zahl ergeben haben, und in vielen Féllen ist dann kein
weiteres Bit mehr notwendig, weil dieses Ereignis eingetreten ist. Im Gegensatz dazu
ist fiir P ~ 0.5 iiberhaupt nicht klar, wie oft Kopf und wie oft Zahl geworfen werden,
und noch weniger, welche Wiirfe dies jeweils ergeben. Daher ist dort die Entropie
(Information) am groften. In Abbildung 3.2 ist dieses Resultat illustriert.
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Abbildung 3.3: Die Phasenraumpunkte des 1D-harmonischen Oszillators, die mit einer
gegebenen Energie F vereinbar sind, liegen auf einer Ellipse, der Phasenraumtrajek-
torie zu dieser Energie.

3.2 Isoliertes System. Mikrokanonische Verteilung.
Zustandssumme

In diesem Kapitel untersuchen wir Systeme, die von der Umwelt abgeschnitten sind.
Dies hat direkte Auswirkungen auf das zugehorige Ensemble: Da kein Austausch mit
der Umgebung stattfindet, sind die Teilchenzahl N und die Energie F fix, d.h. lediglich
Zustdnde mit N Teilchen und der Energie E sind moglich. Oft betrachtet man ein
System, das eingeschlossen in ein Volumen V' ist. Fiir den allgemeinen Fall lassen
wir noch weitere Parameter “a” zu, zum Beispiel externe Felder. Die festlegenden

Parameter sind also N,V, E, a.

A: Wir betrachten ein klassisches System aus N Teilchen, d.h. der Phasenraum
., € R besitzt 6N Dimensionen. Am Beispiel des 1D-harmonischen Oszilla-
tors finden wir die Hamiltonfunktion

2
Py M 5 o
H ) = —& + — =F
welche fiir zeitunabhéngige Zwangsbedingung gleich der Energie ist. Die Menge
der €2, die mit E vereinbar sind, sind die Mikrozustinde des mikrokanonischen
Ensembles (also im allgemeinen Fall die Koordinaten und Impulse aller Teilchen)
und liegen auf einer Ellipse, sieche Abbildung 3.3. Wir untersuchen nun, mit
welcher Wahrscheinlichkeitsdichte diese auftauchen miissen.

Wir setzen die Dichte auf fy(€2) = 0, falls Hy(2) # E, und fy(§2) = oo sonst.
Dabei wahlen wir fy proportional zu einer Deltafunktion, um die Normierung
zu diskutieren

In(Q) = S0[H(QY) — E] mikrokanonische Verteilung
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mit der mikrokanonischen Zustandssumme (bzw. im kontinuierlichen Fall auch
Zustandsintegral) Z. Diese ist gegeben durch

Znike = / d*NQO[H(Q) — E] mikrokanonisches Zustandsintegrl

und gewdhrleistet die Normierung, [d®VQ f(€2) = 1. In allen hier relevanten
Féllen entspricht das 6/ N-dimensionale Integral, dank der Deltafunktion, einem
Integral iiber eine 6 N —1-dimensionale Untermannigfaltigkeit (Hyperfliche)”. Die
praktische Berechnung der mikrokanonischen Zustandssumme ist nur in Spezi-
alfdllen moglich.

In obiger Definition ging ein entscheidendes Postulat ein: Alle Mikrozustéan-
de, die mit den gegebenen makroskopischen Parametern N,V, E. a vereinbar
sind, sind gleichwahrscheinlich. Dies ist in Ubereinstimmung mit dem Maximum-
Entropie-Verfahren, welches unter diesen Voraussetzungen konstante Wahrschein-
lichkeiten ergibt. Damit lasst sich auch schreiben

1
Zmier(N,V, E, a) = PNV E.q) = const .

Kommentar:
— Exakte (infinitesimal kleine) Phasenraumpunkte sind lediglich ein Modell,
das praktisch nicht realisierbar ist.

— Dabher ist eine Diskretisierung sinnvoll, und zwar fiir alle Dimensionen, da
Az;Ap; > h/2 nach der Heisenberg’schen Unschérferelation gilt. Eine bes-
sere Auflésung ist also gar nicht moglich.

— FEine sinnvolle Wahl konnen also Phasenraum-Zellen in 3D fiur N Teilchen
sein mit

AT = (2wh)*N .

Fiir Integrale gilt dann f % nach Konvention.®

"Man beachte jedoch die Rechenregeln bei Verkettung mit der §-Funktion, §[f(z)] = >, d(z —

x;)/|f (x;)|, wobei die z; die Nullstellen von f sind. Damit wird auf der Hyperfliche insbesondere

nicht die 1-Funktion integriert, sondern die ﬁ—Funktion. Auch kann §(E — H) = L O(E — H)

hilfreich sein.

8Die Wahl dieses Faktors haben wir bereits in der Quantenmechanik begriindet. Die Wellenfunk-

tion eines freien Teilchens in einer Dimension mit Impuls p, lie sich normieren mit dem Resultat

1 )
\IIP.T (CL’) = o ezpww/h ’

St
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Abbildung 3.4: a) Wahrscheinlichkeitsdichte der niedrigsten Eigenzustédnde des Poten-
tialkastens. Auch in der Dichte sind Oszillationen, die Vielfache einer Grundfrequenz
sind, erkennbar. b) Schematische Darstellung des mikrokanonischen Ensembles: Alle
Zustande mit Energien im Intervall [E, E' + AE] zéhlen zum Ensemble (sind Mikro-
zustande), alle anderen nicht.

— Auch experimentell sind x;, p; nur mit endlicher Genauigkeit bestimmbar
(durch Messapparatur und die Heisenberg-Unschérferelation bedingt), d.h.
auch die Energie E ist nicht exakt messbar. In der Praxis erwartet man also
Energien in einem Intervall, Eyes € [E, E + AE]. Dieses Problem ist in der
Quantenstatistik automatisch gelst, wie wir im Folgenden sehen werden.

B: Quantensystem aus N Teilchen im mikrokanonischen Ensemble.

Am Beispiel des eindimensionalen unendlich tiefen Kastens finden wir die Eigen-

energien
w2h2k?
Ey=——, k=12 ..
T oomiIL2 T
2

Di; hm

= =k -k
om’ PP L

mit den diskreten Impulsen py, vgl. Abb. 3.4 a). Der Abstand zwischen zwei Ener-
gieniveaus AE, = Ep1—Ej ~ % Diese Eigenschaft gilt auch fiir wiirfelformigen
3D-Potentialkésten mit Linge L = V3. Fiihren wir weiter die Teilchendichte
n = N/L? ein, so finden wir, dass im 3D-Kasten AE; ~ JT\L[QT//Z gilt, was im
thermodynamischen Limes (Dichte n konstant, aber N, L — oo) wie O(N~%/?)
geht. Wir erhalten also, dass die Energieniveaus im thermodynamischen Limes
quasi-kontinuierlich werden.

Diese Beobachtung gilt allgemein: In grofen Quantensystemen werden die Ei-
genenergien Fy(V, N, a) mit

H(V,N,a)|ka) = E(V, N, a)|ka)

kontinuierlich. Der Zustand |ka) mit k = kq, ..., ky ist dabei ein N-Teilchen-
Eigenzustand des Hamiltonians H (V, N, a). Die Argumente V, N, a des N-Teilchen-
Eigenwertes Ey notieren eine parametrische Abhéngigkeit, wie im obigen Beispiel
die Eigenenergien von L abhéngen. Im Allgemeinen wird in Systemen mit Wech-
selwirkung ein Teil der Entartung aufgehoben (welche in demselben System ohne
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Wechselwirkung existieren kénnte), wodurch die Vielteilchenenergien noch ein-
mal ,kontinuierlicher* werden.

Fazit: Mit einem Makrozustand (N, V| [E + AFE]) vereinbar sind alle Mikrozu-
stinde mit Energie Fy € [E, E + AFE], siche Abbildung 3.4 b), womit wir den
Zusammenhang zwischen makroskopischen und mikroskopischen Zusténden die-
ses Systems gefunden haben.

Analog zum klassischen Fall wird die Entropie maximal, wenn alle Zusténde
innerhalb des Energieintervalls gleichwahrscheinlich sind:

1

BB VN.0) = e N o)

A[E — Ex(V,N,a)], (3.5)

mit einer verbreiterten Deltafunktion A(z) = 1, fir x € [-Az,0] und
A(x) = 0 sonst.

Durch die mikrokanonische Zustandssumme

Z ] mikrokanonis¢he

Zustandssumme

Zmitae(E,V,N,a) = > AIE — E(V, N, a)] =
k Ex€[E,E+AE)

sind die Wahrscheinlichkeiten auf 1 normiert. Die mikrokanonische Zustands-
summe beschreibt direkt die Zahl der Zustéande im vorgegebenen Energieintervall
(daher auch der Name), s. auch Abb. 3.4.

Dichteoperator im mikrokanonischen Ensemble.
Fiir Elemente einer N-Teilchen-Energie-Eigenbasis |k), |k’), die orthonormiert
sein soll, also (kalk'a) = 0y )/, gilt

o™ = B ka) (ka| = A[E — Ex(V, N, a)] [ka) (ka(3.6)

<k|émikr|k/> — 5k,k’P11(nikr(E7 ‘/’ N, a) ’

mikr

wie man durch direktes Einsetzen der Definition (3.6) erhilt. Das ist im Einklang
damit, dass im Gleichgewicht H zeitunabhéngig ist, und daher [9, H] = 0 (siehe
von-Neumann-Gleichung) gilt, so dass ™ gemeinsame Eigenzustinde mit H
hat.

Die klassische mikrokanonische Zustandssumme geht aus der quantenmechani-
schen hervor unter der Annahme, dass die Energienieveaus kontinuierlich sind,
und unter dem Grenzwert limap o Zni (AE)/AE.

3.3 Statistische Entropie im mikrokanonischen
Ensemble

Mit Definition (3.1) und den Wahrscheinlichkeiten Py der Mikrozustande, Glg. (3.5),
berechnen wir nun die Entropie im mikrokanonischen Ensemble (wir verwenden im
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Folgenden alternativ den Index p an Stelle von “mikr”):

- 1
SuE,V,N,a)=~kp» P,lnP,=—-ksg > P In— = kplnZ, >k
n=1 Eke[E,kEJrAE‘] g EE[E,Z+AE]

—_—
=1

Entropie im

E.V.N =kgplnZ,(E,V.N.a). .
S5u(E,V, N, a) iy 2155 U ¥ ) mikrokanonischen Ensemﬁen

Diese Grofe ist sinnvoll und nichtnegativ, wenn die Zahl der Mikrozustinde Z ;. > 1.
Ansonsten ist das Intervall AE zu schmal gewéhlt und physikalisch nicht sinnvoll fiir
ein Vielteilchensystem.

Damit ist S sowohl durch die Mikrozustdnde als auch durch die makroskopische
Grofke Zpe definiert. S maximiert die Entropie unter der Zwangsbedingung E) €
[E, E + AFE]. Dies ist auch im Einklang mit der Informationsinterpretation: Dadurch,
dass alle mit der Zwangsbedingung vertraglichen Zusténde gleichwahrscheinlich sind,
ist der ,,Entartungsgrad* des Makrozustandes maximal.

Bemerkung: Dieses Ergebnis stimmt mit Boltzmanns statistischer Interpretation der
Entropie, Glg. (3.3), iiberein: seine Grofe W entspricht also der Zustandssumme, wobei
das Postulat der Gleichwahrscheinlichkeit benutzt wurde.

Die mikrokanonische Entropie enthélt eine gewisse Willkiir dadurch, dass sie mit der
Grofe des Intervalls AE verkniipft ist. Verschiedene AFE korrespondieren zu unter-
schiedlichen , Energieauflésungen® in S. Aber dhnlich wie bei der Energie, ist der Abso-
lutwert (bzw. der Nullpunkt der Energie) i.d.R. unerheblich. Wichtig sind Differenzen
bzw. Vergleiche von Entropiewerten fiir verschiedene Zustéande.

Wir fassen nun einige Eigenschaften der mikrokanonischen Entropie zusammen.

Eigenschaften der Entropie, Glg. (3.7):

(1) Additivitét: Gegeben seien zwei unabhdngige Teilsysteme mit jeweils Wahrschein-
lichkeiten {P;} bzw. {Q,}. Dann ist die Gesamtentropie gegeben durch

S==) PQ;n(PQ;)=-> PQ(InP+nQ;) =
i i
==Y PlnP-) QilnQ;=5+5.
i J

Beim dritten Gleichheitszeichen wurde die Normiertheit der P; bzw. (); verwen-
det.

(2) Extremalprinzip: Die mikrokanonische Gesamtheit maximiert die Entropie, vgl.
Abschnitt 3.1.2.

(3) 2. Hauptsatz: Nach (2) besitzt jeder andere makroskopische Zustand {P;} eine

kleinere Entropie als die Gleichverteilung, S < Sy, d.h. wenn {]52} der Anfangs-

zustand ist, wichst S an. Die Monotonie fiir alle Zeiten ¢, %S (t) > 0, konnen



82

KAPITEL 3. STATISTISCHE THEORIE DES GLEICHGEWICHTS

wir allgemein nicht zeigen, da wird alle Informationen iiber die Dynamik des
Systems aufgegeben haben. Dies ist eine Konsequenz aus der Annahme {iber die
Stationaritét.

Die mikroskopische Dynamik erhélt die Entropie. Dies ist eine Konsequenz der
Reversibilitdat der (klassischen oder Quanten-)Mechanik (isoliertes System).

Beweis fiir den Quantenfall: Die mikroskopische Entropie. % = —Troln 9, be-

rechnet sich zu einem Zeitpunkt ¢ > ty, ausgedriickt mithilfe des unitdren Zeit-
entwicklungsoperators U (t, tg) durch

o(t) = U(t, t0)ooU' (t, t0), ihdU(t,te) = H)U(t,t0), 60 = o(to)
S(t) = —Tro(t) In o(t) = —Tr {U@Oﬁfﬁln @OUT} - Ty {U@O In @OUT}

= —Tr {UTUéO In @0} = —Tr{doIngo} = S(to) .

Dabei wurde die Unitaritit U~! = Ut genutzt, sowie die Invarianz der Spur
unter zyklischer Vertauschung der Operatoren. Diese lasst sich einfach zeigen
durch Einfiigen von Einsen. Wir erhalten also, dass die Entropie zu einem spé-
teren Zeitpunkt dieselbe ist wie zum Anfangszeitpunkt. Analog kann man die
Rechnung bei ¢ beginnen und dann riickwérts bis nach ¢y propagieren (Unitére
Zeitentwicklung!) und findet hier ebenso Entropieerhaltung.

Wir erwarten also, dass % > 0, nur bei einer irreversiblen Dynamik auftreten
kann. Solch eine “Dynamik” kann gegeben sein durch Prozesse wie statistische
Mittelung, “Vergroberung” (o. coarse graining) der mikroskopischen Dynamik
(z.B. durch Mittelung iiber zufillige Einfliisse der Umgebung, d.h. gemittelte
Anfangsbedingungen, Kréafte). Der Beweis hierfiir ldsst sich nur im Rahmen kon-
kreter Nichtgleichgewichtstheorien fiihren, z.B. kinetischer Theorie (Boltzmanns

H-Theorem), s. z.B. [Bonitz, 2016].

3.4 Mikrokanonische Entropie des idealen Gases.

Gibbs-Paradoxon

Als erstes und reprasentatives Beispiel fiir ein Vielteilchensystem im mikrokanonischen
Ensemble betrachten wir ein ideales nichtentartetes Gas, fiir das wir die Entropie
berechnen wollen.

3.4.1 Kopplungs- und Entartungsparameter

Dieses wichtige Modellsystem ist durch folgende Eigenschaften bestimmt:

1.

Die Wechselwirkung zwischen den einzelnen Teilchen ist vernachléssigbar, d.h.
der Kopplungsparameter verschwindet:
V
= W 1, (3.8)
(T)

wobei V die Wechselwirkungsenergie pro Teilchen und T die kinetische Energie

~

pro Teilchen bezeichnen. Fiir ein klassisches System ist (T") ~ kg1 (dies zei-
gen wir im néchsten Kapitel). Die mittlere Wechselwirkungenergie ist bestimmt
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durch die Abstandsabhéngigkeit der Paarwechselwirkung. Fiir das Beispiel ge-
ladener Teilchen (Coulomb-Wechselwirkung) ist (V) ~ 1 ~ n!/3 wobei 7 der
mittlere Abstand zweier Teilchen ist. Fiir den klassischen Kopplungsparameter

(3.8) geladener Teilchen gilt also I'¢ ~ "IT/?’ :

. Quanteneffekte sind vernachlassigbar, wenn der sog. Entartungsparameter ver-
schwindet:

x=nA) < 1, (3.9)

wobei wir die DeBroglie-Wellenlédnge, h/p, fiir den Fall eines idealen klassischen
Gases im thermodynamischen Gleichgewicht unter Verwendung des mittleren
thermischen Impulses, py, = (2rmkpT)'/?, benutzen, was auf die thermische
DeBroglie- Wellenlinge fiihrt:

h
V2mmkpT’

Warum die Relation (3.9) gleichbedeutend mit klassischem Verhalten ist, kann
man leicht ersehen: dazu rechnen wir die dort eingehenden Gréfen in Léngen
um: da n ~ 773, entspricht der Entartungsparameter x ~ (A, /7)3. Klassisches
Verhalten (y < 1) liegt vor, wenn der mittlere Teilchenabstand viel grofer ist als
die quantenmechanische Ausdehnung A der Teilchen (siehe Dichtematrix des ho-
mogenen Cases, Ubungsaufgabe). Umgekehrt bedeutet A > 7 (also y > 1) einen
starken Uberlapp der Wellenfunktionen der Teilchen, wodurch Quanteneffekte
wichtig werden?.

A =

Aufgabe: Berechnen Sie ' und y fiir ein homogenes Elektronengas und zeichnen Sie

in der Inn-InT-Ebene Linien konstanter Werte von I';; und x (0.1, 1.0, 10.0) ein.

3.4.2 Mikrokanonische Zustandssumme und Entropie
des idealen schwach entarteten Gases

Wir betrachten ein schwach gekoppeltes (I' < 1) und schwach entartetes (y < 1) Viel-
teilchensystem. Der quantenmechanische Uberlapp der Teilchen ist also gering, so dass
Verschréankung und Spin-Effekte keine Rolle spielen. Zur Berechnung der mikrokanoni-
schen Zustandssumme miissen wir alle Mikrozusténde zahlen, deren Energie in einem
vorgegebenen Intervall [E — AFE, E| liegt. Hierzu definieren wir uns eine Hilfsgrofe ®:

®(E,V,N)=> O(E-Ej).

®(E,V,N) beschreibt also die Anzahl der Zustiande mit einer Energie kleiner als F.

Damit schreibt sich die mikrokanonische Zustandssumme elegant als

9und damit u.a. auch Spin-Effekte, wodurch es auch zu unterschiedlichen thermodynamischen

Eigenschaften von Bosonen und Fermionen kommt. Dies untersuchen wir spéter, in Kap. VI.
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Im quantenmechanischen Potentialkasten'’ schreiben wir nun'!

h?
WEVN) =Y 3 Y 6 sz”p?

ni1=1no=1 nyy=1 Jj=1

, (3.10)

wobei die Summe in der Theta-Funktion die 3N Energie-Beitrage der N Teilchen im
3-dimensionalen Kastenpotential (Box) beschreibt. Liegen die Energien sehr dicht im
Vergleich zur Grofe der Energiekugel, so ist diese Summe gut durch einen Integral-
ausdruck genihert, welcher einfacher zu behandeln ist. Fiir diesen Ubergang ersetzen
wir (man tiberlege sich, woher der Faktor kommt, Stichwort Zustandsdichte)

Z / dp@

n;=1

Damit ergibt sich

1 vy
q)(E VN) 23N 7r)3N dpl dpgN@

3N
2mE =) 7}
j=1

Die Integrale beschreiben gerade das Volumen einer 3 N-dimensionalen Kugel mit Ra-
dius R = v2mE. Dieses Volumen ist fiir geradzahliges'?> N gegeben durch
T3N/2

‘/ZSN(R) - R3N )

mit der [-Funktion, die die Funktionalgleichung I'(z + 1) = 2z - I'(2) erfiillt und mit
speziellen Werten I'(0.5) = /7 und I'(n + 1) = n! Damit ergibt sich

VN p3N/2 <2mE)3N/2
(27h)3N 3N/2 T(3N/2) ’

D(E,V,N) =

sodass wir finden

E_ AE\3N/2
®(E—-AE,V,N)=®(E,V,N) (T) :
Der hintere Faktor geht fir N — oo gegen 0 (man zeige dies explizit!), damit ist
im thermodynamischen Limes dieser Term vernachlassighar, und wir erhalten unsere

Zustandssumme als

VN 7T3N/2 (2mE)3N/2
(27h)*N 3N/2 T(3N/2)

Wir schreiben die Gammafunktion um:

3N 3N\2
_ — | ~ - _
r(2 +1>_(3N/2).N(2> el

10 Aufgabe: Man formuliere die Schrédingergleichung fiir ein System von N nichtwechselwirkenden
Teilchen in einem 3D Potentialkasten und bestimme die Eigenfunktionen und Energie-Eigenwerte.

1UWir werden weiter unten sehen, dass dieser Ausdruck nicht vollstindig ist. Man iiberlege, was
fehlerhaft sein konnte.

12Es existiert eine dhnliche Formel fiir ungerades IV, aber ebenfalls mit Van ~ R3Y.
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wo wir den Wurzelterm weggelassen haben, da wir nun den Logarithmus bilden, und
dieser dort vernachlassigbar wird:

S, 3 V [4rm E\?
— =1InZy(E N~N{—-—+In— | —— 12
fp - (B V. N) {2+nh3(3N>}’ (312)

und auch die +1 im Argument der Gammafunktion haben wir vernachléssigt. Dies ist
unser Ergebnis fiir die Entropie eines idealen Gases. Wie wir allerdings sehen werden,
ist dies noch nicht das Endresultat.

Diskussion: Wir erwarten, dass S = N - s(E/N,V/N) eine extensive Grofe und s
eine intensive Grofe ist, wobei letztere nur abhéngig von anderen intensiven Gréfsen
ist. An unserem Resultat kann man bereits erkennen, dass dies nicht der Fall ist. Dazu
miisste das Volumen auch nur in der Kombination V/N auftreten, genau wie bei der
vorliegenden Kombination £/N. Dies ist ein fundamentales Problem des gefundenen
Ergebnisses, das wir spéter korrigieren werden. Aus diesem Grund verwenden wir fiir
die Zustandssumme (3.11) und die Entropie (3.12) die tempordren Bezeichnung Z
und Sy. Ein Beispiel, bei dem sich dieses Problem besonders deutlich dufsert, ist das
Gibbssche Paradozon.

3.4.3 Gibbssches Paradoxon

Wir betrachten ein isoliertes System idealer Teilchen in zwei benachbarten Boxen A
und B, die durch eine Wand getrennt sind. In beiden Systemen herrsche jeweils die
selbe Temperatur 7', und derselbe Druck p. Die Boxen enthalten Ny (Np) Teilchen,
die die Volumina V4 bzw. Vz einnehmen. Wir untersuchen nun die Durchmischung
nach Entfernung der Wand. Im Endzustand liegen nun die Teilchenzahlen N4 und N
im Volumen V4 + Vg vor. Wir mochten nun die Entropien vorher (1) und nachher
(2) berechnen und daraus ihre Differenz, AS; = S((]Q) - S(()l) (die Mischungsentropie),
untersuchen.

Sowohl vorher als auch nachher liegt ein thermodynamisches Gleichgewicht vor, fiir
das das mikrokanonische Ensemble zutrifft. Wir nutzen, dass die Energie eines idealen
Gases gegeben ist durch’® F = %N kgT. Die Entropie ist additiv, so dass wir erhalten

SV = ST, Vi, Na) + SSN(T, Vis, Ni)
S = ST Vi + Vi, Na) + ST, Vi + Vi, Ni) .

Damit steigt die Entropie durch den Misch-Prozess an:

ASy = Nyl AT Ve o Vat Ve

0. 3.13
v, v (3.13)

Dies war zu erwarten, denn es handelt sich um einen irreversiblen Prozess (dhnlich
wie bei unserem Beispiel mit der Diffusion), der zu einem wahrscheinlicheren Zustand
strebt.

Gibbs-Paradozon: Nun betrachten wir folgenden Spezialfall: was passiert, wenn Sorte
B und Sorte A identisch sind? Die Rechnung lduft dann vo6llig analog und man er-
hélt dasselbe Resultat (3.13) —in den Endformeln ist nur Np durch N4 zu ersetzen:

3Das zeigen wir in Kiirze.
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ASy > 0, obwohl das System natiirlich bereits zu Beginn durchmischt ist (Man stelle
sich vor, man fiige die Wand wieder ein).

Losung des Gibbs-Paradoxons. Wir finden nun die Ursache dieses Paradoxons,
sowie der Abweichung von der erwarteten Abhéngigkeit der Entropiedichte sy = Sy/N
von ausschlielich intensiven Grofen. Wir kehren zuriick zur Berechnung der Zustands-
summe: Der Ausdruck (3.10) fiir ® enthélt N Summen iiber n; = {n,, ny, ng.} fiir
alle Teilchen, welche auch Mehrfachzéhlungen enthalten, die durch Vertauschung auf-
treten: Ist Teilchen [ im Zustand n; und Teilchen p im Zustand n,, so besitzt der
Zustand, bei dem beide Teilchen ihre Quantenzahlen tauschen, dieselbe Energie und
taucht ebenfalls in der Zustandssumme auf. Sind die Teilchen aber ununterscheidbar,
so beschreiben beide Situationen denselben p-Zustand, und dieser p-Zustand wird
zweimal gezahlt. Insgesamt existieren bei N Teilchen N! mogliche Vertauschungen der
Teilchenindizes (bzw. der Quantenzahlen). Die korrekte Zustandssumme, die nur phy-
sikalisch verschiedene Mikrozustdnde enthélt, ist also um einen Faktor 1/N! reduziert.
Da die Entropie im Wesentlichen durch einen Logarithmus gegeben ist, wird aus dem
Faktor 1/N!in ® in der Entropie ein additiver Beitrag, den wir mit Ssyy bezeichnen.
Wir schreiben damit

Su(E,V, N) = S()(E, V, N) + SSYM(N) ,

mit Ssyn/kp = —In(N!) &~ —In(N/e)Y = —NIn(N)+ N (Stirlingformel). Damit folgt
fiir die Gesamtentropie die korrigierte Formel
]53.14)

Diese Formel hat die korrekte Struktur einer extensiven Groke: S,(E,V,N) = N -
su(E/N,V/N). Es lésst sich dariiber hinaus leicht nachrechnen, dass dieses Ergebnis
auch das Gibbs-Paradoxon 10st.

Gesamtentropie des homogenen idealen Gases ohne Spin

1 5 V1 [4xm E\??
—S(EV.N)=InZ,(E.V.N)=N{24ln|—— [ ——=
rpor BV N) = Z,(E, V. N) {2+n Nh3< 3 N)

Aufgabe: Man zeige, dass die mikrokanonische Entropie (3.14) im Fall identischer
Teilchen A = B, zu einer Mischungsentropie von 0 fithrt und das Gibbs-Paradoxon
16st.

3.4.4 Thermodynamische Funktionen des idealen Gases im Mi-
krokanonischen Ensemble

In diesem Kapitel diskutieren wir die Information, die in der Entropie enthalten ist.
Dazu verwenden wir das gefundene Resultat S,,, Glg. (3.14), fiir das ideale Gas mit all
seinen Abhéngigkeiten von den Parametern E,V, N. Wir berechnen das vollstandige
Differential

as,, a5,

98
dS,(E,V,N) = —L| dE+ —£| dV + =&

OF lv,n oV N ON E,VdN'
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Fiir das ideale Gas finden wir aus Glg. (3.14)

ul  _yp3Ll 1

OE v~ P2 E T T

S, 1 D

— = Nkp— = =

oV lenN By, T’

S, V1 [4rm BE\*? 0

Die jeweils letzten Ausdriicke haben wir durch den Vergleich mit der Thermodynamik
identifiziert'*, unter der Annahme, dass beide Ausdriicke fiir die Entropie und die
Koeffizienten vor den partiellen Ableitungen dquivalent sind:

1
dStp = — (dU + prpdV — MTDdN) . (316>
Ttp

Aus diesen Ausdriicken finden wir sofort die bekannten Formeln fiir die Energie, den
Druck und das chemische Potential des klassischen idealen Gases:

o gNk;BT, (3.17)
pV = NkgT, (3.18)
w=kgTIny, (3.19)

wobei x der Entartungsparameter (3.9) ist. Hier ist Gleichung (3.18) die bekannte Zu-
standsgleichung, sowie Gleichung (3.17) die kalorische Zustandsgleichung des idealen
Gases.

Aufgabe: Man leite das Ergebnis (3.15) fiir die Ableitung der Entropie nach N her
und zeige, dass sich das Resultat, wie angegeben, durch den Entartungsparameter
ausdriicken lasst. Untersuchen Sie das Vorzeichen von u, Glg. (3.19).

3.4.5 Allgemeiner Zusammenhang zwischen Mikrokanonischer
Zustandssumme und Thermodynamischen Funktionen.
Temperatur. Operatoren des Drucks und des chemischen
Potentials

Obige Relationen, die wir fiir das ideale Gas gefunden haben, nehmen wir nun als
Grundlage, um Temperatur, Druck, und chemisches Potential fiir beliebige Systeme!®

MWir verwenden hier die Gibbssche Fundamental-Gleichung (3.16), die enie Kombintation des
ersten und zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik ist, die wir in Kapitel IV. herleiten werden.
Auch verwenden wir die in der Thermodynamik {ibliche Abkiirzung U fiir die innere Energie, die wir
im néchsten Kapitel diskutieren werden.

15Wir behalten den Subscript p fiir das Mikrokanonische Ensemble bei, er impliziert jetzt aber
nicht mehr das ideale Gas.
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zu definieren und in Beziehung zum Hamilton-Operator zu setzen:

S,(E,V,N) =kgIn Z,(E,V,N)

1 0 1 0
T = 9" o = TS BV
P 0 1 0 ‘
— = —1nZ = —— E N
kgT OV meu EN kg 8VS”( 'V, >E,N
0 T
kgT ~ ON In 2 BV kg 8NS“(E’V’N)’E,V'

Hat man Kenntnis iiber die Zustandssumme, kann man also diese Grofen, auch ohne
die Entropie zu kennen, berechnen. Wir driicken diese Grofen als Erwartungswerte
quantenmechanischer Operatoren aus. Dazu setzen wir formal

OH
. _OH B — Ty
=Ny P () =Trpo",
oH

A:—— = :TA'U'
P Wipn P (p) =Trpo",

wobei die Spur mit Eigenzustédnden |k) des Hamiltonoperators zu berechnen ist. Wir
iiberpriifen, ob diese Definitionen sinnvoll sind:

1 0

PTD olnZz,
= = =3 A[E-E(V,N
BN 2,0V & [ «(V, V)]

kgTrp OV
_ Ziu Xk: G%) a%A(E _EB)
~ Z%a%zk: (-%) -A(E - E,)+0 (%)
- Ziua% Zpkkg’,j - Zy, . (3.20)

Dabei wurde die Kettenregel 0y = (0v Ej)0g, genutzt sowie O, ~ —0g. Im letzten
Schritt wurden die Diagonalelemente —%iv = prr des Druckoperators definiert, sowie
A(E— Ey) = ¢} Z,, ersetzt. g, hat hier die Bedeutung einer Wahrscheinlichkeit fiir den
Eigenzustand |k) des Hamiltonoperators. Wir fassen dies zusammen und erhalten

pp 1 0 . . 0lnZz, 1

kBTTD_Z“aE<p>” Zn=0—gg TO\y
_ (D '
kgTrp

Damit erhalten wir prp = (p),, was wir zeigen wollten. In Glg. (3.20) gingen in der
Rechnung nur die Diagonalelemente des Druckoperators, pgx, in der Energiebasis ein.
Wir {iiberpriifen nun, dass dies auch ausreicht:

;o
p_ av?
A N oF
(k|BIK') = —(k|OvHIK) = ——Z 6

ov
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Damit reichten die genutzten (diagonalen) Matrixelemente aus, um den Operator dar-
zustellen.

Analog kénnen wir vorgehen, um zu bestétigen, dass der Operator des chemischen
Potentials gegeben ist durch

I
b
=
+
T
e

(N).
Durch die rechte Seite wird ausgedriickt, dass nur ganzzahlige N physikalisch sinnvoll

sind. Das Ergebnis der Ableitung ist

dlnZz, olnz,,. . .

Dabei gilt analog e = [Ex(N + 1) — Ei(N)] 0k

Bemerkung: Der Operator [i ist nur {iber die Matrixelemente definierbar, da OnH
Hilbertraume verschiedener Grofe miteinander verkniipft.

Zusammenfassung: Fiir das mikrokanonische Ensemble gilt allgemein die Gibbs’sche
Fundamentalgleichung

dStp
kg

BB VN) _ O 2 (45 4 (p),dV — (AN} =

. o (3.21)

wenn wir die entsprechenden thermodynamischen Gréfsen wie folgt einfiihren:

1 B Oln Z,
kgTrp  OF

pro =By = Y ol =Trpd",
k

prp = (@ =D e 0 = Trji o
k

Damit ist es uns gelungen, die thermodynamischen Grofen mikroskopisch zu begriin-
den, und zwar fiir ein beliebiges System mit Wechselwirkung. Die Resultate sind giil-
tig im thermodynamischen Limes, in welchem zusétzlich vorhandene Terme, die von
der Ordnung O(1/N) sind, verschwinden. Die Gibbssche Fundamentalgleichung (3.29)
ldsst sich umformen in eine Beziehung zwischen allen relevanten Energiebeitrédgen und
ist damit die mikroskopische Grundlage fiir den Energieerhaltungssatz in der Statisti-
schen Physik bzw. den ersten Hauptsatz der Warmelehre.
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E+, Vi, Nq E2, V2, N2

isolierte mikrokano-
nische Systeme

thermischer Kontakt Ein mikrokanonisches System

Vi, N fixiert Va2, N2 fixiert
E=E1+E2=E"1+E"2

E' ———® [, -F_EY

|

warmeleitende
Wand

Abbildung 3.5: Zwei mikrokanonische Systeme (oben) werden in thermischen Kontakt
gebracht und gehen in ein einheitliches mikrokanonisches System iiber. Dabei dndert
sich nur die Energie in den beiden Teilen, bei fixierter Gesamtenergie. Volumina und
Teilchenzahlen bleiben fixiert. Ein stabiles Gleichgewicht (Maximum der Entropie) ist
erreicht, wenn sich gleiche Temperaturen eingestellt haben, s. Rechnung.

3.5 Systeme mit thermischem Kontakt. Temperatur.
Kanonisches Ensemble

3.5.1 Systeme mit thermischem Kontakt. Temperatur

Wir untersuchen nun einige Eigenschaften von Systemen im thermischen Kontakt, d.h.
Energieaustausch zwischen beiden Teilsystemen sei moglich, Teilchenaustausch oder
Deformationen (Volumenénderung) hingegen nicht. Auch mégen dufere Felder keine
Rolle spielen. Zur Illustration betrachten wir das Beispiel von zwei isolierten Teilsy-
stemen, s. Abb. 3.5. Bei thermischem Kontakt, z.B. durch eine warmeleitende Wand,
tauschen beide Teile nur Energie aus. Die Frage lautet dann: was ist der stabile End-
zustand (der neue Gleichgewichtszustand), der sich spontan einstellt? Mathematisch
bedeutet das, die Entropie zu mazimieren beziglich des einzigen offenen Parameters,
durch den sich die End-Mikrozustdnde unterscheiden — die Verteilung der Energie auf
beide Systemteile, bei fixierten Teilchenzahlen, Teilvolumina und Gesamtenergie. Das
heifst, es gilt

so dass nur E] zu bestimmen ist, da dann auch E}), = E — E] festgelegt ist. Durch
die Definition der Entropie lésst sich diese Frage direkt 16sen: Wir maximieren die
Gesamtentropie, Syp beziiglich Ef:

Sig = Si(E1, Vi, Ni) + So(E — EY, Va, Np) — Max,

0= 8512 - 851 852
T OE, lvinmve o OB IviNy  OE! o NaE
1 1 1 S
T T mit der Definition T = 3E - (3.22)
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wobei der Vorzeichenwechsel in Glg. (3.22) aus dem Ubergang von der Differentation
nach Y} auf E] resultiert. Aus Glg. (3.22) folgt sofort, dass Gleichgewicht zwischen
beiden Teilsystemen dann erreicht ist, wenn sie gleiche Temperaturen aufweisen, wobei
die (inverse) Temperatur {iber die Ableitung der Entropie nach der Gesamtenergie
definiert ist.

Aus diesem Resultat ziehen wir eine Reihe wichtiger Schlussfolgerungen:

(i)

(v)

Da die Wahl der Teilsysteme in Abb. 3.5 vollig beliebig war, lédsst sich die Pro-
zedur beliebig erweitern. Fiir den Fall von 3 Teilsystemen A, B, C sollte aus
Ty =Tc und Ty = T auch Ty = T folgen, und analog in einer noch groferen
Zahl von (willkiirlich ausgewéhlten) Teilen — die Temperatur in allen System-
teilen ist im Gleichgewicht gleich. Die Allgemeingiiltigkeit dieses statements im
TD Gleichgewicht ist eine Hypthese, die die Aussage des “0. Hauptsatzes” der
Wiirmelehre bildet .

Bemerkung: § = kBLT hat die Dimension 1/Energie, was man sich leicht entweder
anhand der Dimension von kg verdeutlicht, oder anhand des Boltzmannfaktors
e E/k8T bei dem der Exponent einheitenlos sein muss.

Aus der Beziehung S ~ In(Z) lassen sich weitere Schlussfolgerungen ziehen:
Wenn das Energiespektrum nach oben unbeschréankt ist (z.B. bei den Translati-
onsfreiheitsgraden), so finden wir

1 0
T—kBa—EhlZ>0,

die Temperatur ist also positiv.

Analog konnen Negative absolute Temperaturen auftreten, wenn das Energie-
spektrum von oben beschrankt ist:

Beispiel: ortsfeste Spins (z.B. im Festkorper) im B-Feld, 2 Teilchen:

, -1
{Em ERE- ﬁ oo

Mit Anwachsen der Energie erhéht sich zunéchst die Zahl der Mikro-Zustédnde
von 1 auf 2, wobei die Temperatur positiv ist. Gleichzeitig finden wir, dass die
Temperatur auch negativ werden kann fiir Energien in der Ndhe von Null: dort
nimmt die Zahl der Mikrozustdnde von 2 auf 1 ab. Dieses Beispiel kann auch
direkt auf makroskopische N-Teilchen-Systeme verallgemeinert werden. Solche
Situationen konnen experimentell bei hohen Energien realisiert werden. Negati-
ve absolute Temperaturen (die durchaus in der aktuellen Forschung untersucht
werden) sind also nichts Unphysikalisches, sondern eine Folge unserer Definition
und eine Eigenschaft der Zustandssumme.

Anderung der Entropie auf dem Weg zum Gleichgewicht fir zwei Teilsysteme:
Wir betrachten wieder das Beispiel aus Abb. 3.5 und die Anderung der Entropie,

6Diese Aussage gilt zusitzlich zum 1,. 2. und 3. Hauptsatz, die wir in Kap. IV diskutieren werden.
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wenn beide Systeme in Kontakt gebracht werden:

05 0S5
dS1s = d dSy = —dF; + — dFE
Si2 S1+dS, O, 1+ oF, 2
——dE,

1 1
=|=—=]dF; >0.
(Tl Tz) '
Hieraus konnen wir schlussfolgern (fiir 77,75 > 0), dass die Energie stets vom
wdarmeren Teilsystem zum kdlteren Teilsystem fliekt, denn fir 77 > T, = %1 —

TLQ < 0= dF, <0, d.h. System 1 verliert Energie. Fiir Ty < T} gilt Analoges.

Beim Warmeausgleich verliert das System mit der hoheren Temperatur Entro-
pie und die Entropie des anderen Systems steigt, allerdings iiberwiegt letzterer
Prozess und insgesamt steigt die Entropie an.

(vi) Die Temperatur hingt direkt mit der Energie zusammen.

Beispiel ideales Gas. % = %kBT

Derartige Stabilititsbetrachtungen des GG-Zustandes beziiglich Stérungen (Anderung
eines Parameters) werden wir noch an vielen Stellen antreffen. Das Konzept der Entro-
pie ist dafiir sehr effektiv.

3.5.2 Herleitung des Kanonischen Dichteoperators

Wir betrachten nun, im Unterschied zu Abb. 3.5, eine asymmetrische Situation, die
in Abb. 3.6 skizziert ist: Ein kleines System “S” sei im thermischen Kontakt mit der
viel gréferen Umgebung (oder auch “Thermostat”, “T”)!7. Das Gesamtsystem TS sei
isoliert und mikrokanonisch, beschrieben mit den Parametern

NT>>N3,
VT>>V3,
Tr ~const =~ Tg =T,

so dass wir fiir dieses die bekannten Resultate verwenden kénnen. Die innere Energie
des Systems, Us, ist dabei nicht fixiert. Wir suchen nun nach der wahrscheinlichsten
Energie-Verteilung fiir das kleine System, Ps(Ug).

Das quantenmechanische Problem wird formuliert durch den Hamiltonoperator des
Gesamtsystems

H = Hs + Hy + Hsr,
wobei wir den letzten Term, der die Wechselwirkung beschreibt, im thermodynami-
schen Limes vernachliissigen, da er nur in der Nihe der Grenzregion relevant ist'®. Wir
suchen nun also gemeinsame Eigenzusténde von Hg und Hr. Unter der gut gerechtfer-

tigten Annahme, dass diese beiden Operatoren kommutieren, finden wir gemeinsame
Eigenzustande durch einen Produktansatz:

(W) ~ |UE)|F) Vi) € Hs, W) € Hr, H=Hs®MNr,
H|Wgr) ~ (Eé + E%“) W)

1"Man iiberlege sich Beispiele.
18Das setzt voraus, dass die Teilchenzahl im System S hinreichend grof ist, da die Rolle von
Oberflichenbeitragen mit N~1/3 verschwindet.
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S: Es, Vs, Nr_:,
Es<Ey
T: E1, V1, Nt Vs <Vt
Ns < Nt
Es+ Er=Ug = const
TS = TT

Abbildung 3.6: Die der kanonischen Verteilung zugrunde liegende Situation: Ein klei-
nes System ,,5° steht im thermischen Kontakt mit einem (viel groferen) Thermostat
, . Die Gesamtenergie ist fixiert, im thermodynamischen Gleichgewicht haben bei-
de Teilsysteme dieselbe Temperatur, s. Abschnitt 3.5.1. Nun sind aber verschiedene
Energieaufteilungen auf ,S* und ,,T“ moglich, welche verschieden oft auftreten. Die
Wahrscheinlichkeit verschiedener Energien im System “S” unter diesen Bedingungen
wird beschrieben durch die kanonische Verteilung.

Dabei gilt fiir alle Mikrozustéinde | W) mit den Quantenzahlen (4, j):
EY = B4 + F}, = Uy = const .
Die Dichtematrix des Gesamtsystems im Gleichgewicht (mikrokanonisch) ist diagonal,

<7’.7|16$T(U0)’ZIJ> - p’Lj (U0)5 '5jj )
mit den Diagonaleintragen
1
ST
ng (UO) Pij (UO) ZST(U )
wobei alle Mikrozustinde mit Energie EY € [Uy, Uy + AE] mit gleicher Wahrschein-
lichkeit auftreten und ihre Zahl durch Z57 gegeben ist.
Wir berechnen nun den Dichteoperator des (kleinen) Systems. Dazu berechnen wir die
Teilspur iiber die Zustéinde des Thermostaten:

@S(Uo) = Try @ST(UO)
0} (Uo) = > _{i1e* (Uo)lig) = ) P (Uo).

Wir definieren die Zustandssumme des Thermostats, ZT(E) = 3. A[E — EZ]. Damit
J

N

konnen wir den letzten Ausdruck umschreiben als

9 (Uo ZST Z AlU ]

_ zZ7T (Uo — ES)
- ZST(UO)
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Wir driicken nun Z durch die Entropie aus, wofiir wir nutzen 7 = InZ,, und erhalten
ST (Uo~E)
S ekB M
S(U) = ——
9; ( 0) eésﬁT(UO) )

und verwenden des weiteren SST(Uy) = S5(Us) + ST(Ur), mit Uy = Us + Uy sowie
Us < Ut und |Us — Eé] < Ur. In diesen zuséatzlich angenommenen Relationen steckt
die Annahme dariiber, dass der Thermostat sehr viel grofer ist als das System S. Wir
entwickeln daher

98" (Uy)

T By o7
S (Us+UT ES) S (UT)+ U~

- (Us — E§) +

und nutzen jetzt dST = T—leUT, wobei wir annehmen, dass dV = dN = 0, und finden

ST(US—FUT—E%) ~~ ST(UT) (Us —ES)—FO{(]]\\;S) } .

Damit konnen wir nun die Zustandssummen einfach berechnen und erhalten

) i3 Wn) |k Us—EY)
0; UO = )
(o) oo UT) | 2 (Us)

wobei sich die beiden ersten Exponenten im Zahler und Nenner kiirzen lassen. Da-
mit verschwinden alle Abhéngigkeiten vom Thermostaten, und ¢ hingt nur noch von
System-Parametern ab, wie wir es angestrebt hatten. Der Einfluss des Thermostaten
ist nur noch implizit vorhanden — {iber die verdnderte Abhéngigkeit von der System-
energie.

Wir fithren nun eine neue Abkiirzung ein: F' = U — T'S ist die freie Energie. So-
mit finden wir die kanonische Dichtematrix des (kleinen) Systems S, fiir die wir ei-
ne neue Bezeichnung einfiihren, die die verbliebenen Abhéngigkeiten widerspiegelt,
pi = pi (T, V,N):

1
oX(T,V,N) = PEE) = —_¢=PEi kanonische Dichtematrix

Dabei definieren wir die kanonische Zustandssumme Z¥ als

T V,N) Ze Ei — ¢=BF kanonische Zustandssumme

welche die Verteilung normiert: Trp% = >~ pf =1

Fazit: Anders als im mikrokanonischen Ensemble sind die Mikrozustande im kanoni-

schen Ensemble nicht gleichverteilt, sondern haben ein Gewicht e £ (Boltzmannfaktor).

Energetisch hohere Zustédnde werden dabei weniger besetzt. Allgemein gilt: Betrach-
ten wir zwei Zusténde |m), |n) mit Energien F,, > FE,, so ist |m) um einen Faktor
e~ #En=En) weniger besetzt als |n). Insbesondere sind fiir T' # 0 K = 3 # oo alle Ei-
genzustdnde des Hamiltonoperators endlich besetzt. Dieses Verhalten ist in Abb. 3.7
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S a I . b) .

1 Kanonisches 1 Kanonisches

: Ensemble : Ensemble
1 1

1ol 2ei=1 | T=fix
1 i 1
1 1
1 1
T, 1 1
\ :
: :
1 : 1

E; ~ E;
Er Er (Hw=U

Abbildung 3.7: Links: Wahrscheinlichkeitsverteilung (Diagonalelemente der Dichte-
matrix pX). Wihrend im mikrokanonischen Ensemble die Energie festgehalten ist (p'),
werden im kanonischen Ensemble alle moglichen Werte realisiert. Mit wachsender Tem-
peratur T nimmt die Breite der Verteilung zu (sie wird flacher, blaue Kurve). Rechts:
Die Energieverteilung, F;pK, ist gepeakt beim Erwartungswert, ihre Breite ist durch
die Standardabweichung oy gegeben und wéchst mit 7.

illustriert. Im rechten Bild sieht man dariiber hinaus die WarhschAeinlichkeit des Auf-

tretens verschiedener Energien, die maximal ist am Mittelwert, (H)s = U und deren
Breite durch die Standardabweichung oy bestimmt ist.

Einfluss der Entartung: Alternativ kdnnen wir die Zustandssumme — statt einer
Summe iiber alle Mikrozustdnde ¢ — auch durch Summation iiber alle Beitrige zu
verschiedenen Energien F),, ausdriicken,

Z e PP = Z g<En>€_ﬂEn )
¢ {En}

wobei g(F,) den Entartungsgrad des Energie-Eigenwertes E,, beschreibt.

Beispiel: der 1D-Oszillator hat keine Entartung, £ = (n+ 1/2)Aw. Der 2D-Oszillator
hat zwei identische Energiebeitrige F, n, = Fn,n, = (n1 + 12 + 1)Aw, und so gibt es
im Allgemeinen mehrere Moglichkeiten, dieselbe Energie zu realisieren, was zu deren
Entartung (g > 1) fiihrt."

3.5.3 Berechnung thermodynamischer Grofsen

Wir befassen uns jetzt mit der Berechnung von thermodynamischen Erwartungswerten
mit Hilfe des kanonischen Dichteoperators.

(1) Die oben eingefiihrte Grofse F' = U —T'S ist die freie Energie. Sie héngt direkt
mit der kanonischen Zustandssumme zusammen:

F(T,V,N) = —kgTn Z¥(T,V,N). (3.23)

Dieser Zusammenhang ist analog zur Beziehung zwischen Entropie und Zu-
standssumme im mikrokanischen Ensemble.

19 Aufgabe: Man stelle diesen Zusammenhang fiir das Wasserstoff-Atom dar. Dabei ist i — (n,1,m).
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Aus der Definition (3.23) und unseren vorherigen Betrachtungen zur Entropie
folgt sofort, dass der Gleichgewichtszustand (die kanonische Wahrscheinlichkeits-
verteilung) aus der Extremaleigenschaft der freien Energie folgt. Wegen des Mi-
nuszeichens ergibt sich der Gleichgewichtszustand aus dem Minimum von F.

Mit der Abkiirzung

1

Tkt~

’y:

lassen sich die Diagonalelemente des Dichteoperators schreiben als PX = 6;?,

wodurch sich insbesondere Differentationen leicht ausfithren lassen.

Der Erwartungswert der Energie (die innere Energie) im kanonischen Ensemble
(K) lasst sich ausdriicken als

N R ~ eiﬁEl
U= (Hyx=Tag"H =3 H; P =3 B
1 9z% _ 9Inz® _O(vF)

:ﬁ 0y ‘V,N_ 0y ‘V,N_ 0 ’V,N

Spezifische Warme (Wiarmekapazitit) Cy . Die extensive Warmekapazitét
bezeichnen wir mit C, die intensive (spezifische Warme) mit ¢ = C'/N. Wir
definieren die extensive Warmekapazitit (isochor)

Con U o . o 1 5
D= = H)g = — Eie™™
ks OksT v OkaT K T BT {ZK Z a }

_pf L (0 ), LOZ"
— U 292 \ oy 7K 972

A

und identifizieren die Varianz von H: Vg = ((AH)2)k. Folglich kénnen wir
schreiben:

Cyn 1 .
by T

wobei C' offensichtlich die Dimension von kg hat.

Bemerkung: Im mikrokanonischen Ensemble gibt es keine Fluktuation der Ener-
gie. Im kanonischen Ensemble dagegen besitzt die Energieverteilung E;pX eine
endliche Breite [vgl. Abb. 3.7.b], mit einer Standardabweichung, die durch v/C

gegeben ist.

Relative Energie-Fluktuationen Die relativen Fluktuationen der Energie be-
rechnen wir nach Formel (2.2) mit den Definitionen v = U/N und v = V/N:

(AH)?)x  \/T?Ney (T, v)

’LLH: = = ~

1
(H)x Nu VN’
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und bestétigen die erwartete Skalierung mit der Systemgrofe. Die relativen Fluk-
tuationen gehen also im thermodynamischen Limes gegen 0. Bei endlicher Teil-
chenzahl sind diese Fluktuationen dagegen endlich. Gleiches gilt in speziellen
Situationen, wie etwa in der Ndhe von Phaseniibergéngen, die wir in Kapitel 2.3
diskutiert hatten.

Grenzwert der Entropie bei T — 0

Als 3. Hauptsatz der Thermodynamik® oder Nernst-Theorem (Nernst 1906,
Planck 1910) bezeichnet man héufig den Grenzwert der Entropie fiir 7' — 0.

Die Aussage lasst sich in folgender Weise herleiten:

Sei Fy der Grundzustand eines (quantenmechanischen) Vielteilchensystems und g-fach
entartet. Im kanonischen Ensemble mit Dichteoperator gf finden wir fiir 7' — 0, dass

QK B e BE: B e BE: B 1 e B(Ei—E1) . 1 (Z 4 g)
i - %) - 00 —_— l 75(E.7E1) - 9 _— DY
—BE; —BE s, gl+y > e’ g

wobei wir ausgenutzt haben, dass fiir 7" — 0 der Summenterm im Nenner gegen 0
geht, wihrend im Zahler die Exponentialfunktion genau dann gegen 0 geht, wenn
i ¢ {1,2,...,g}, also keiner der Grundzustiande ausgewéhlt ist. Ansonsten bleibt die
Exponentialfunktion 1. Damit kénnen wir die Entropie aufschreiben:

S K1 K 1.1

- Z g lngl =—g_In_ =Ing).
Das heifst, fiir 7' — 0 geht die Entropie gegen eine Konstante, die nicht von den
thermodynamischen Parametern abhéngt. Ist der Grundzustand nicht entartet (g = 1),
so erhalten wir S — 0. Dies ist die Aussage des Nernst-Theorems, die wir fiir das
kanonische Ensemble bewiesen haben.
Als Postulat fordert man nun: Dies gilt universell. Aus dem Nernst-Theorem folgt auch,
dass der absolute Nullpunkt, 7" = 0 nicht erreichbar ist, da dafiir eine unendliche Zahl
von Schritten (Zustandsinderungen) erforderlich wire®.
Niedrige Absolute Temperaturen finden sich in der Natur: so betréagt die mittlere Tem-
peratur des Universums (bestimmt aus der kosmischen Hintergrundstrahlung) ca. 2.7K
und sie sinkt kontinuierlich mit fortschreitender Expansion. Die niedrigsten bekann-
ten Temperaturen wurden allerdings im Labor erzielt: mit Laserkiihlung erreicht man
heute Temperaturen von Gasatomen von der GréRenordnung von 107°K. Die Grenze
liegt dabei in der endlichen Nullpunktsenergie der Teilchen?'.

3.6 Grofskanonisches Ensemble

Das grofkanonische Ensemble lasst sich dhnlich herleiten, wie das kanonische Ensem-
ble. Beim kanonischen Ensemble betrachteten wir zwei Teile (1,2) eines Systems, bei
dem wir eines als grofes “Reservoir” aufgefasst haben, und haben dann das andere,
kleine untersucht. Beim kanonischen Ensemble ist Energieaustausch moglich (d.h. die
Energie £ = E) + E, iiber das gekoppelte Gesamtsystem sei vorgegeben). Beim grof-
kanonischen Ensemble lassen wir iiberdies auch noch Teilchenaustausch zu, nur die
Gesamtteilchenzahl N = N; + N, sei vorgegeben, s. Abb. 3.8.

20Eine Begriindung findet sich z.B. auf Wikipedia.
2lin einem endlichen System - begriinden Sie das.
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E1, V1, N4 E2, Va2, N2

isclierte mikrokano-
nische Systeme

thermischer Kontakt

und Te!lchenaustausch Ein mikrokanonisches System

V1, fixiert V2, fixiert

N's , N N'2= N - N's N =N1+Nz2 =Nt + N'2

Ev —a——® E2=E-F4 E = E+E2= E'y + E

|

Wand
warmeleitend
teilchen-durchlassig

Abbildung 3.8: Zwei mikrokanonische Systeme (oben) werden in thermischen Kontakt
gebracht, wobei — zusétzlich zum Fall von Abb. 3.5 — auch Teilchenaustausch gestattet
ist. Sie gehen in ein einheitliches mikrokanonisches System iiber, wobei sich nur die
Energie und die Teilchenzahl in den beiden Teilen &ndern, bei fixierter Gesamtener-
gie und Gesamtteilchenzahl. Die Volumina bleiben fixiert. Ein stabiles Gleichgewicht
(Maximum der Entropie) ist erreicht, wenn sich gleiche Temperaturen und chemische
Potentiale eingestellt haben, s. Rechnung.

3.6.1 Systeme mit Energie- und/oder Teilchenaustausch.
Chemisches Potential

Bevor wir den Dichteoperator des grofkanonischen Ensembles herleiten, untersuchen
wir die Gleichgewichtsbedingung fiir zwei Systeme, zwischen denen Energie und Teil-
chen ausgetauscht werden kénnen. Dabei machen wir keine Annahmen iiber die Grofse
beider Systeme. Diese Aufgabe 16sen wir, indem wir £} und Nj so wéhlen, dass die
Entropie Sis = S1(EY, Vi, Nj) + S2(E), Vo, Nj) maximal wird. Dabei sind N = N — N{
und F, = E — E] festgelegt.

! 051 05 05, 05,
0=dS;s = (== — — ) dE] — — —— | dNj. 3.24

12 (aE; 0E§> 1t (aN{ ang ) ‘N (3:24)
Dies ist genau dann der Fall, wenn die Klammerausdriicke simultan verschwinden. Der

erste Klammerausdruck liefert dann, wie im kanonischen Ensemble, 77 =T, = T'. Fiir
den zweiten Klammerausdruck definieren wir eine neue Grofe, p,

3S(E7V;N)‘ __WE,V.N)
ON v T(E,V,N)’

das chemische Potential, das wir schon im Abschnitt 3.4.5 diskutiert hatten. Da im
Ausdruck (3.24) die Temperaturen iibereinstimmen miissen (erster Term), kénnen
wir sofort folgern, dass dann auch die chemischen Potentiale iibereinstimmen miis-
Sell, f1 = M2 = M.

Bemerkung: Dies gilt auch fiir die Stabilitédt fiir ein System mit chemischen Reaktio-
nen, s. Abschnitt 4.7, ein Mehrphasensystem [Abschnitt 4.6] oder Systeme in externen
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S: Es, Vs, Ns
Es<Ey
T: E1, V1, Nt Vs <Vt
Ns < Nt

Es+ Er=Ug = const
Ns + Nt =N = const
Ts=Tr, Us=UT

Abbildung 3.9: Situation, die dem grofkanonischen Ensemble zugrunde liegt: Ein klei-
nes System “S” steht im Kontakt mit einer (“grofen”) Umgebung “T” und kann mit
dieser Teilchen und Energie austauschen. (Beispiel: Man betrachtet einen kleinen Aus-
schnitt eines gasbefiillten Raumes). Das Gesamtsystem unterliegt der Mikrokanoni-
schen Gesamtheit: Gesamtenergie und Gesamtteilchenzahl sind fixiert. Im Gleichge-
wicht zwischen System und Thermostat stimmen die Temperaturen und die chemi-
schen Potentiale {iberein.

Feldern.

Wihrend der Relaxation zum Gleichgwicht gilt dS > 0. Bei puy > p; gilt dann offen-
sichtlich dN7 > 0, d.h. wir erhalten Teilchenfluss von System 2 in System 1. Dabei
wachst die Entropie an.

3.6.2 Herleitung des groftkanonischen Dichteoperators

Wir betrachten jetzt die Situation, die in Abb. 3.9 skizziert ist: ein (kleines) System in
einem viel groferen, wobei zwischen beiden Energie und/oder Teilchen ausgetauscht
werden konnen. Nach den Uberlegungen aus dem vorigen Abschnitt wird das kleine
System” festgelegt durch eine Temperatur T, ein Volumen Vg und ein chemisches
Potential pg. Dabei stimmen Tg und pg mit den entsprechenden Gegenstiicken der
Umgebung iiberein:

Ts=1Tr=1T,

us = pr = [,
Ng + Ny = Ny = const,

E}'VS + E{\,T = Uy = const .

Wir betrachten Mikrozustéinde, die indiziert werden durch |i, j, Ng, Nr) und die aus
der Losung der Schréodingergleichung folgen:

(ﬁs + ﬁT)‘iajv N57NT> = |(E1}L\7S + EJJVT>|27]7 NSyNT>7
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wobei der Wechselwirkungsbeitrag als vernachliassighar angenommen wurde, sodass
beide Hamiltonians kommutieren.

Wir nehmen wieder an, das S-System sei klein gegen die Umgebung, also Ng < N ~
Ny, sowie |Efy | < |EY, | = Up.

Die mikrokanonische Dichtematrix des Gesamtsystems ist gegeben durch

1

Z1ST (U, NO)A [UO — Eng — E]]VT} A[Np — Ns — Nt

Qéfff?fsyNT(UO’ NO)
Da wir jetzt die Teilchenzahlen Ng und Np als variabel zulassen, mussten wir eine
zweite A-Funktion verwenden, die die Gesamtteilchenzahl fixiert.
Wir finden nun die System-Dichtematrix wieder durch partielles Abspuren der mikro-
kanonischen Dichtematrix des Gesamtsystems (Diagonalelemente) iiber die Parameter
des Thermostaten:

Qz Ns U07 NO Z Z Qitjs]?[s Np UO: NO) ) (325)

Jj Nt=0

und fiithren die Zustandssumme des Thermostaten ein:

ST
7N (BN = ZZAE BY.] AWV — NT]—eXp(kB>

Jj Nt=0

Damit kénnen wir die mikrokanonische Dichtematrix des Systems ,S“, Glg. (3.25), wie

folgt ausdriicken,

ZmT(Uy — Eiy,, No — Ns) ‘o (NS)

i NS(UO’NO) ZmST(Uy, Np)

exp ( (Up — By, No — NS)> N
— eXp( (UO,NO)) +0 <—S> . (3.26)

Dieser Ausdruck gibt die Wahrscheinlichkeit des Systemzustands |E}, N,) unter der
Bedingung an, dass die Gesamtenergie und -Teilchenzahl U, bzw. N, betragen.

Nun entwickeln wir, analog zur Herleitung des kanonischen Dichteoperators, die Entro-
pie ST nach der Energie und der Teilchenzahl um die Mittelwerte der Energie (Ur) und
der Teilchenzahl (N7) im Thermostaten, unter den Annahmen E} < Ur & Uy, sowie
NS < NT ~ N(). Aufserdem g11t22 U5—|—UT = Uo, Ns—f-NT = No, sowie |E}VS_US’ < UT
und |N; — Ny| < N7, so dass folgt

oSt : oSt

S™(Us + Ur — Ey,, Ns + Ny — Ng) = S*(Ur, Nr) + E(Ug — Ejy,) +

wobei Us und Ur die mittleren Energie_n der Teilsysteme sind, mit Uy = Us + Ur,
und die Ableitungen an der Stelle Ur, Nt ausgewertet werden. Wir identifizieren die
Ableitungen mittels der Zustandsfunktion ST (Ur, Vr, Nt)

d :—d —d — TNy
St Tr UT+TT Vi TT T

22Ng und N bezeichnen die Ensemble-Mittelwerte der Teilchenzahlen, fiir die gilt Ng + Ny = Ny




3.6. GROSSKANONISCHES ENSEMBLE 101

und setzen dies zusammen ein in Gleichung (3.26) und erhalten vermittels der Addi-
tivitdt der Entropie (Exponentialfunktion im Nenner)

STWNT) PUs —Elyg) o~ Bu(Ns—Ns)
STWTNT) 58 (Us,Ns) /kp

_ B(Us—TS5—uNs) eﬁ(ustE}'\,J _ egQ(g,B(ystE}'\,S)

Obiger Ausdruck héngt ab von den Systemeigenschaften N, und Efvs, er ist aber
unabhéngig von den Thermostat-Grofsen und den Parametern des Gesamtsystems,
weshalb wir im Folgenden die Indizes ,,S“ und “p” weglassen. Weiter ist dieser Ausdruck
nun nur noch abhéngig von Parametern (3, pu,V — wir haben die (grofskanonische)
Dichtematrix des Systems “S” gefunden.

Den zugehorigen Dichteoperator zu obiger Dichtematrix nennt man den grofskanoni-
schen Dichteoperator ;% Glg. (3.28). Die Grofe

QT,V,u) =U —TS — uN , (3.27)

nennt sich groftkanonisches Potential. Wir definieren noch die groftkanonische
Zustandssumme Z€ aus der Normierungsbedingung,

= 3 gy = Y S
N=0 i

i N

5

ZG(T,V, p) = e PUTVN) — Z Z ¢?WN=E})  grofkanonische Zustandssumn
N=0

7

Damit konnen wir auch schreiben

1 i
QSN(T, Vi) = ﬁe_ﬁ(EN —HN) grofikanonische Dichtematrix

Den Dichteoperator (seine Matrix ist im Gleichgewicht diagonal, mit den Diagonal-
Elementen of’y) kénnen wir nun damit schreiben als

1 & @
o8 (T, V, ) = me’5 (H=uN) " grofkanonischer Dichteopers6dis)

Aus der Dichtematrix, p$ ist ersichtlich, dass die Energieabhingigkeit auch hier ver-
breitert ist, wie im kanonischen Ensemble. Zusatzlich ist auch die Teilchenzahl nicht
fixiert, und unterschiedliche Teilchenzahlen treten mit endlicher Wahrscheinlichkeit
N - pSy auf, mit einem Peak bei N, vgl. Abb. 3.10.

Der Teilchenzahloperator N kommutiert mit dem Hamiltonoperator und zahlt die
Teilchen im gemeinsamen Eigenzustand?®, sein Eigenwert ist die Teilchenzahl in diesem

23S‘uillscbvveigend haben wir eingefiihrt, dass der Hamiltonoperator H als auch der Teilchenzahl-
operator N auf einem Hilbertraum wirken, der verschiedene Teilchenzahlen zulésst. Dieser wird auch
Fock-Raum genannt.
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GroBkanonisches
Ensemble

T=fix

Ei =fix

u<0

o

O fyo=w

Abbildung 3.10: Grofkanonisches Ensemble: Wahrscheinlichkeitsverteilung (Diagonal-
elemente der Dichtematrix pfy, gelb) als Funktion der Teilchenzahl. Mit wachsender
Temperatur 7' nimmt die Breite der Verteilung zu (sie wird flacher). Rot: Die Teil-
chenzahlverteilung, N - p%;, ist gepeakt beim Mittelwert, ihre Breite ist durch die
Standardabweichung oy gegeben und wéchst mit 7. Die Energieabhéngigkeit (bei
N=fixiert) ist wie im kanonischen Ensemble, vgl. Abb. 3.7.

Zustand,

Hli, N) = Eyli, N},
N|i,N) = N|i,N).

Im klassischen Limes (E; — H(2)) geht die Zustandssumme in das Grofkanonische
Zustandsintegral {iber,

= 1 ds
7ZS(T V. 1) = E BluN—H(Q,N)]
cl( ) mu) o N!/(27Th)3Ne )

und wir finden die klassische groffkanonische Phasenraumdichte:

1 —
PC?(Q7 N; T7 ‘/7 ,u) — meﬁ[ld\[ H(Q,N)] )
cl s Vo

3.6.3 Berechnung thermodynamischer Grofien im grofikanoni-
schen Ensemble
In diesem Kapitel mochten wir wieder thermodynamische Grofen durch partielle Ab-

leitungen der Zustandssumme berechnen. Dazu fiihren wir wieder niitzliche abkiirzende
Variablen ein,
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womit wir finden:

. 0

H)q = —| InZC
<>G a’}/an ’
. 3,

Nyg = —| InZS.
<>G GOé'yn

Die erste Formel ist vollig analog zum kanonischen Ensemble und, genauso wie dort,
lassen sich auch Energie-Fluktuationen (Spezifische Warme) untersuchen. Neu ist das
Resultat fiir den Erwartungswert der Teilchenzahl. Wie bei der Energie lassen sich
dariiber hinaus auch fiir die Teilchenzahl die Fluktuationen berechnen?®*.

3.6.4 Aufgaben

1. Man zeige, dass gilt (H)q = U, sowie (N)q = N. Dabei verwende man die
Definition von 2, Glg. (3.27).

2. Man berechne die Varianz der Energie und der Teilchenzahl und zeige, dass
<(AH>2>G = kBTQCVa, sowie <(AN)2>G = kBT%_]l\;‘T

3. Man untersuche die relativen Fluktuationen der Energie und der Teilchenzahl.

4. Man berechne die Korrelation von Energie- und Teilchenzahl-Fluktuationen im
grofkanonischen Ensemble, (ANAH ). Hinweis: man driicke die Fluktuationen
durch die Operatoren und ihre Erwartungswerte aus.

3.7 Grofikanonisches Ensemble mit Volumenausgleich

Wir betrachten nun zwei Teilsysteme mit einer beweglichen Wand zwischen ihnen (z.B.
Kolben in einem Motor oder elastische Trennwand etc.), s. Abb. 3.11.

3.7.1 Systeme mit Energie-, Teilchen- und/oder Volumenaus-
tausch.

Druck

Wir maximieren wieder die Entropie, die sich nach dem Kontakt beider Teilsysteme
einstellt. Dabei bleibt das Gesamtvolumen konstant, nur die Aufteilung kann sich
dndern geméf V) =V — V/:

oS!
vy

S,

o /
E{,N{;V a‘/z

0=dSy, =..dE} + ...dN| + vy,
E} N5V

wobei der Klammerausdruck (gleichzeitig mit den beiden anderen) verschwinden muss.
Die dort auftretende Ableitung definieren wir zu

95 _.»p
oVlen T’

24 Aufgabe: Man berechne die Fluktuation der Teilchenzahl.
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E+ Vi, N Ez2, V2, N2

isclierte mikrokano-
nische Systeme

thermischer Kontakt
und Teilchenaustausch

Volumenanderun ) . )
d Ein mikrokanonisches System

N = N1+N2 = Ny + N2
Nt = Nz - E=E+E2=E4+E
EYy —aa——» E2=E-E" =2 ! 2
Vv, —a——— Vo=V V=Vi+V2 =V'1 + V"

A

Wand
warmeleitend
teilchen-durchlassig
beweglich

Abbildung 3.11: Zwei mikrokanonische Systeme (oben) werden in thermischen Kontakt
gebracht, wobei - zusétzlich zum Fall von Abb. 3.8 - neben Teilchenaustausch auch
eine Volumendnderung gestattet ist. Sie gehen in ein einheitliches mikrokanonisches
System {iber, wobei sich die Energie, die Teilchenzahl und das Volumen in den beiden
Teilen dndern, bei fixierter Gesamtenergie, Gesamtteilchenzahl und Gesamtvolumen.
Ein stabiles Gleichgewicht (Maximum der Entropie) ist erreicht, wenn sich gleiche
Temperaturen, chemische Potentiale und Driicke eingestellt haben, s. Rechnung.

wobei p der Druck ist (wir sehen spéter, dass er mit dem Druck aus der Thermo-
dynamik {ibereinstimmt). Die Stabilitdtsbedingung beziiglich Volumenénderung wird
damit zu p; = p,. Dies konnen wir wieder verallgemeinern auf Systeme mit beliebiger
Aufteilung, so dass die allgemeine Stabilitatsbedingung beziiglich Kompression oder
Expansion ein homogener Druck ist.

3.7.2 Herleitung des Dichteoperators

Wir betrachten nun wieder ein “kleines” System, das in einen Thermostaten eingebet-
tet ist. Zuséatzlich zum groftkanonischen Ensemble wird jetzt aber zugelassen, dass sich
auch das Systemvolumen &ndern kann.

Aufgabe: Man wiederhole die Herleitung des grofskanonischen Dichteoperators mit der
Erweiterung auf Volumenénderung (bewegliche Wand), vgl. Abschnitt (3.7.1). Zei-
gen Sie, dass der Dichteoperator anstelle des groftkanonischen Potentials die Funktion
K(T,p,u) =U —TS + pV — uN enthilt.

Bemerkung: In einem homogenen System im thermodynamischen Gleichgewicht kon-
nen p, T, u nicht unabhéngig variiert werden (die Zustandsfunktion kann nicht nur von
intensiven Grofen abhédngen). Dies folgt aus der Gibbs-Duhem-Relation, s. Abschnitt
4.2. Praktisch relevant sind also Situationen, wo Kombinationen aus maximal zwei
Austauschprozessen (Energie-, Teilchen- bzw. Volumenaustausch) auftreten.
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3.8 Zusammenfassung der wichtigsten
thermodynamischen Ensembles

Die statistische Mechanik liefert den strengen Ubergang von der Quantenmechanik
(bzw. klassischer Mechanik) des N-Teilchen-Problems zu einer Wahrscheinlichkeitsbe-
schreibung:

(1) Hx|¥:) = E;| W)
(2) Mit einem vollstdndigen Orthonormalsystem {|i)} kénnen wir eine Dichtematrix

0; = (i|o7) , quantenmechanisch

P(Q), klassisch

definieren, welche die Wahrscheinlichkeit (statistischer Mittelwert im thermody-
namischen Gleichgewicht) des Mikrozustandes |7) bzw. () angibt.

Die Normierungskonstante aller diskutierten Ensembles ist die entsprechende
Zustandssumme Z. Aus In(Z) |[bzw. -In(Z)| folgt dann das dem Ensemble ent-
sprechende thermodynamische Potential, aus welchem wiederum alle thermody-
namischen Grofen bestimmbar sind. Insofern sind die Zustandssummen bereits
fundamentale Beschreibungen der thermodynamischen Systeme.

Wir haben die folgenden drei wichtigsten Ensembles kennengelernt:

isoliert Wairmeaustausch Wirme- u. Teilchenaustausch System
mikrokanonisch () Kanonisch (K) grofkanonisch (G) Ensemble
UV,N T,V.N T,V, i Fix. TD Gréfen
U<E; <U+AE E; #U, ([:I)K =U E]]V #+ U, ([:]>G =U Mikroskopische
N=N N=N N#N, (N)¢=N Grofen
SN =6U=0 0N =0, (6H)x ~ 7= (ON)a ~ o<, (0H)e ~ < Relative Flukt.
o' (U) = LA[E; — U] o = Jpe P oSy = PN =Ely) Dichtematrix
7k = S 7K =5 e PE: 76 = 3 3 efuN-Ex) Zust.summe
E;€[UU+AE] i N=0 i
S(U,V,N) F(T,V,N) Q(T,V, ) Thermodyn.
= kgIn ZMU,V,N) = —kgTIn Z¥(T,V,N) = —kgTIn ZS(T,V, i) Potential
Entropie Freie Energie Grofskanonisches Potential
F=U-TS Q=U-TS - uN Thermodyn.
dS = £dU + 2dV — %dﬁ dF = —SdT — pdV + udN dQY = —SdT — pdV — Ndpu Relation

Im Rahmen der Thermodynamik werden wir noch weitere thermodynamische Poten-
tiale kennenlernen, welche von anderen Kombinationen der Variablen U,T,V,p, N, i
abhéngen. Diese lassen sich im Prinzip ebenfalls auf ein Ensemble zuriickfiihren. Die
Rechnungen verlaufen analog zu denen fiir das kanonische und das grofkanonische
Potential. Solche Uberlegungen konnen helfen, sich klar zu machen, welche Situation
ein gegebenes thermodynamisches Potential iiberhaupt beschreibt.
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3.9 Die Gibbssche Fundamentalgleichung

Eine wichtige Grundlage der Thermodynamik sind die Hauptséitze. Hier untersuchen
wir den Energie-Erhaltungssatz (1. Hauptsatz) und die verschiedenen Beitrage zur
Energie. Unsere Betrachtungen im Rahmen der Statistischen Physik basierten auf
einem Wahrscheinlichkeits-Zugang, dessen zentrale Grofte die Entropie ist, die wir
mikroskopisch, aus der Zustandssume, berechnet haben. Daher ist die Entropie auch
der Ausgangspunkt fiir die folgenden Untersuchungen.

3.9.1 Allgemeine Entropiebilanz

Die Gesamtédnderung der Entropie ist bestimmt durch folgende Anderung physikali-
scher Grofen:

ag+ 25
V.N.a ov

av+ 25
E,N,a aN

oS
N+ 22
N da

_aS

dS(E,V,N,a) = 8_E

da ,

E,V,N

EV,a

wobei die jeweils anderen Variable fixiert sind. Die verschiedenen Ableitungen der
Entropie haben wir bereits mit anderen physikalischen Grofen identifiziert, sodass wir
erhalten

1 D 1 A Gibbs’sche
dS = =dF + =dV — =dN + =d 2
S T + T v T + o Fundamentalgleichun%3 %)

3.9.2 Energie-Erhaltungssatz. Beitrage zur Energie

Nun stellen wir die Gibbs’sche Fundamentalgleichung nach dem Energiedifferenzial
um:

dE =TdS — pdV + pdN — Ada . (Energiesatz nach Helmholtz(3.30)

Wir identifizieren nun 7'dS = §Q als zu-/abgefithrte Wérmeenergie, —pdV = dWyjeen
als mechanische Arbeit, udN = dWcpem als “chemische” Energie (verkniipft mit der
Hinzufiigung/Entfernung von Teilchen), sowie Ada = —JWey als die Energie externer
Felder. Damit nimmt der Energiesatz folgende Form an:

dbE = 5@ + 5WMech + 5WChem + 5Wext .

Bemerkung: Die (Gesamt-)Energie ist ein vollstdndiges Differential, d.h. E ist wegun-
abhéngig. (Man betrachte E im Raum, der von S, V, N, a aufgespannt wird. Man kann
den Ubergang von E(S,V, N, a) zu einer anderen Energie E(S’,V’, N’, ') kontinuier-
lich iiber verschiedene Pfade konstruieren. E(S', V', N’ d') = E(S,V,N,a) + f7 dE
ist unabhéngig vom gewéhlten Weg ~ zwischen (S,V, N,a) und (S’,V’, N',d’), siche
Abbildung 3.12.

Die ,,0“-Beitrdage hingegen sind wegabhéngig.

(a) Warmeenergie

50 > 0, System nimmt Warmeenergie auf, die Temperatur steigt
<0, System gibt Warmeenergie ab, die Temperatur sinkt
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Abbildung 3.12: Wegunabhéngigkeit der Energiedifferenz. Wir kénnen ein System
von (77,V1) auf verschiedene Wege, v; oder ~,, in (71%,V5) iiberfithren. Im Lau-
fe dieses Prozesses wird die Energie des Systems gedndert. Die Energiedifferenz,
AE = E(Ty, V) — E(T1, V1), ist jedoch vom genauen Prozess unabhéngig. Fiir kleine
Wegstiicke ist die Anderung der Gesamtenergie (Innere Energie), dE, also ein vollstin-
diges Differential.

Wir definieren 6Q) =: C'dT mit C' > 0. Der gebrauchliche Proportionalitatsfak-
tor®® C ist dabei im Allgemeinen selbst eine Funktion der Temperatur, C(T)
(d.h. i.a. liegt kein linearer Zusammenhang zwischen 6@Q) und d7T" vor) und eine
Materialgrofse.

Teilchenaustausch

> 0, endotherm
5Wchem = ,UdNu 5Wchem
<0, exotherm
Wir konnen auch schreiben, dass p = ‘WZ%. Fiir jedes Material kann man eine

chemische Zustandsgleichung finden der Form p = u(N,V, T, a).

Beispiel: Phaseniibergang zwischen fliissigem und Gas-Zustand mit einer Teil-
chensorte. Im Phasengleichgewicht gilt (Koexistenzkurve) puy = pe; dies ist da-
mit eine Gleichung fiir die Parameter N, V. T a.

Mechanische Arbeit

Erinnerung: Mechanische Energie ist das negative Integral der Kraft iiber eine
Strecke. Die Kraft F' in unserer Formulierung wird iiber den Druck p und die
Flache A ausgedriickt, F' = pA. Damit wird die verrichtete mechanische Arbeit

25die bereits vorher eingefiihrte Warmekapazitit
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ax

Abbildung 3.13: Im Volumen V herrscht ein Druck p vor. Auf einer Fliche A ergibt
dies eine Kraft ' = pA. Beim Verschieben der Wand um dx nach aufen leistet das
System Arbeit in Héhe Fdx = pAdx = pdV. Die innere Energie des Systems nimmt
bei diesem Prozess also um pdV ab.

zu [vgl. Abb. 3.13]

0Arbeit = Fdh = p Adh,,
~~
v
OWnteen = —Fdh = —p Adh,,
av

wobei die mechanische Energie, die im System verbleibt, um den entsprechenden
Betrag abnimmt.

3.9.3 Weitere Energie-Beitrage

Einem thermodynamischen System kann durch Einwirkung duflerer Kréfte Energie
zugefiihrt oder entzogen werden, d.h. es nimmt Energie auf (AW > 0) oder es verliert
Energie (verrichtet Arbeit, AW < 0).

Beispiel: Das Beispiel der Druck-Kraft F' = p- A (p Druck, A Fliache, F 1 A) hatten wir
bereits oben diskutiert. Bei Kompression nimmt das System Energie von auften auf. Bei
konstantem Druck und konstanter Fliche ergibt sich die Energie AW = —p- A- Az =
—pAV (Konvention: Az < 0 < AW > 0). Dieses Beispiel verallgemeinern wir jetzt.
In der Natur kénnen solche Kréfte und dhnliche Energiebeitrage durch viele verschie-
dene Effekte entstehen. Im Folgenden sei A eine verallgemeinerte Kraft (intensiv) und
a eine verallgemeinerte Lange (extensiv).

Durch Legendre-Transformationen (sieche Thermodynamik) findet man dann Poten-
tiale, welche auch von den verallgemeinerten Kraften A abhédngen anstatt von den
verallgemeinerten Langen a. Dies kann sehr niitzlich sein zum Beispiel bei elektrischen
und magnetischen Feldern, die extern gesteuert werden, und in Reaktion auf die erst
Polarisierung oder Magnetisierung auftritt.
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Prozess/Effekt Zustandsvariable Energie 6WW = A - da
Kompression /Expansion V': Volumen —pdV
von Gasen/Fliissigkeiten p: Druck

Elastische Deformation

(Festkorper /Fliissigkeiten )

€af Deformationstensor

0ap : Spannungstensor

(Atome, Molekiile, Festkorper etc.)

H: Magnetische Feldstarke

Oberflachendnderung S: Oberflache odS
o : Oberflaichenspannung
Langenédnderung [: Lange F-dl
(Festkorper) F: Zugkraft
Batterie Q: elektrische Ladung U-dQ
U: Spannung
Elektrische Polarisierung P: Polarisation E-dP
(Atome, Molekiile, Festkorper etc.) | E: Elektrische Feldstérke
Magnetisierung M: Magnetisierung H-dM

Tabelle 3.1: Wichtige Zustandsvariable und die mit ihnen verbundenen Prozesse und

Energie-Beitrége.

3.10 Aufgaben

Fiir den Fall eines nichtwechselwirkenden Systems (ideales Gas) lassen sich viele Aus-
driicke vereinfachen und explizit berechnen. Insbesondere

1. Driicken Sie die kanonische Zustandssumme Z% (N, V, T') eines N-Teilchen-Systems
durch den Ausdurck fiir 1 Teilchen, Z%(1,V,T), aus.

2. Driicken Sie die groRkanonische Zustandssumme durch Z¥(1,V,T) aus.

3. Berechnen Sie Z%(1,V,T) fiir ein nichtentartetes System.

Weitere Aufgabenstellungen zu diesem Kapitel waren im Text bzw. in Fufnoten for-

muliert, s. z.B. Abschnitt 3.6.4.
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Kapitel 4

Thermodynamik im Gleichgewicht

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit “Thermodynamik” — einer auf Axiomen ba-
sierenden Beschreibung. Sie ist komplementéar zu Statischen Physik, die wir in den vo-
rigen Kapiteln untersucht hatten. Dort stand im Mittelpunkt die Ableitung von wahr-
scheinlichkeitstheoretischen Grofen aus der Mechanik. Die zentralen Gréfen waren
dabei die Gibbsverteilung bzw. der Dichteoperator und die Zustandssumme. Daraus
konnten wir Relationen fiir die Thermodynamischen Funktionen wir Entropie, Energie,
Freie Energie oder grofkkanonisches Potential, sowie deren Mittelwert und Fluktuatio-
nen begriinden. Im Gegensatz dazu betrachtet die Thermodynamik die Konsequenzen
dieser Relationen, ohne mikroskopische Begriindung und ohne deren Giiltigkeitsbedin-
gungen zu uUberpriifen.

Wir betrachten ein Vielteilchensystem im Grenzfall N >> 1 (thermodynamischer Li-
mes). Das fithrt zu weitreichenden Konsequenzen:

e Alle Fluktuationen thermodynamischer Gréfsen sind im Vergleich zu ihren Er-
wartungswerten vernachléssigbar.

e Die Unterschiede in den Resultaten der einzelnen Ensembles verschwinden. Z.B.
gilt fiir die Entropie S# = SX = S% Die Rechnungen kénnen daher i.d.R. in
dem Ensemble durchgefiihrt werden, wo sie am einfachsten sind.

e Die thermodynamischen Funktionen, z.B. .S, U, F, ) sind universelle Funktionen
ihrer Variablen (Ensemble-unabhéngig).

e Zwischen den thermodynamischen Funktionen bestehen universelle Zusammen-
hinge, die Gegenstand der Thermodynamik sind. Thre Allgemeingiltigkeit wird
durch Axiome formuliert.

e Die expliziten Ausdriicke fiir die thermodynamischen Funktionen héngen vom
konkreten System (z.B. Gas oder Festkorper, Material etc.) ab und miissen aus
Ergebnissen aufierhalb der Thermodynamik bereit gestellt werden, z.B. durch
Messungen. Eine mikroskopische Herleitung wird durch die Statistische Physik
(analytisch oder durch numerische Resultate) gegeben. Dies hatten wir fiir das
ideale Gas demonstriert.

111
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4.1 Gleichgewicht. Zustandsgrofien und -gleichungen

Beispiel: Mikrokanonisches Ensemble.

An Stelle der Funktion S = S(F,V, N) betrachten wir nun die Inverse beziiglich der
Energieabhéngigkeit, £ = FE(S,V, N). Dies charakterisiert den Gleichgewichtszustand
vollstandig durch unabhéngige Zustandsvariable.

Beispiel 1: Ideales Gas
Der Zustandsraum des idealen Gases hat die Dimension n = 2, z.B. {T,V'}. Das
System liisst sich charakterisieren durch die Zustandsgleichungen®

p=p(T,V)= NkgT)V = nkgT (4.1)
sowie
3
U=0(T,V)= §NkBT. (4.2)

Alternativ kénnen wir nun aber zu Zustandsvariablen {U,V'} iibergehen. Der Druck
als Funktion dieser Grofen ergibt sich, indem wir in Glg. (4.2) T eliminieren durch
TU,V) = %NLkB und in Glg. (4.1) einsetzen*:

2U
p=pUV) =37 (13)
Bemerkung: Wir haben nun zwei verschiedene Darstellungen derselben Zustandsfunk-
tion p gefunden, nédmlich p(7, V') und p(U, V). Diese Funktionen sind mathematisch
sehr verschieden. Dennoch hat sich in der Thermodynamik eingebiirgert, solche Gréfen
stets mit demselben Symbol zu notieren. Daher ist es immer notwendig, den Prozess
zu spezifizieren, d.h. wir benotigen Notationen der Form

[/ )
oT lv Vooavile

Beispiel 2: Paramagnet

Der thermodynamische Zustand sei spezifiziert durch 7" und H. Wir betrachten als
Zustandsvariable die Magnetisierung M (T, H) = ngc. Hier ist C' die Curie-Konstante
und T die Curie-Temperatur (beide materialabhéngig). Die thermodynamischen Funk-

tionen M und H wurden in Tabelle 3.1 angegeben.

4.2 Thermodynamische Potentiale

Erinnerung: Im mikrokanonischen Ensemble ist S¥(E, V, N) eine Zustandsfunktion. In
Analogie zur Mechanik ist S ein ,,Potential“, d.h dS ist ein vollstdndiges Differential, ist
also wegunabhéngig. Weitere thermodynamische Potentiale und ihre Abhéngigkeiten
kennen wir bereits aus dem

e kanonischen Ensemble: die freie Energie F(T,V, N)

! Aufgaben: Man berechne p aus der Formel fiir die Entropie, Glg. (3.14). Man berechne analog
die innere Energie U. Hinweis: U lésst sich aus S iiber die Temperatur finden.

2Dieser Zusammenhang zwischen Druck und Energiedichte erweist sich als allgemeingiiltig fiir ein
ideales Gas, sowohl fiir klassische als auch Quantensysteme, s. Abschnitt 6.2.3.
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e groftkanonischen Ensemble: das groftkanonische Potential (7', V, )

Fazit:

e Aus S, F, () lassen sich alle anderen thermodynamischen Potentiale berechnen.

e hiufig liefern theoretische Modelle Ergebnisse fiir # und damit fiir die innere
Energie. Dann ist es vorteilhaft, U als thermodynamisches Potential zu betrach-
ten und daraus dann andere Potentiale zu bestimmen.

Wir fassen jetzt die wichtigsten Eigenschaften der TD Potentiale zusammen:

A. Partielle Ableitungen. Wir haben bereits die Ableitungen der Entropie

oS oS oS
dS(B, V. N) = OF v,NdE + v E,Ndv + ON E,de7

mit physikalischen Grofen identifiziert:

oS 1
OElvn T
oS P
oVlen T’
oS o
ONlgv — T

Dies funktioniert analog bei anderen thermodynamischen Potentialen.

B. Andere TD Potentiale in den selben Variablen. Aus S haben wir das Po-

tential
E(S,V, N) abgeleitet, sowie dessen Differential,

dE(S,V,N) =TdS — pdV + pdN .

Daraus folgen dann die thermodynamischen Funktionen

_OE OF OF

T = — — = — = — .
oS lv,n’ P= 5y SN H=anN A%

C. Ubergang zu konjugierten Variablen. In obigem Beispiel ist S eine oft un-
handliche Grofe, die auch nicht direkt messbar ist. Durch Legendre-Transformation
konnen wir die Abhéngigkeit von S in eine Abhéngigkeit von der kanonisch kon-
jugierten Variable® T = %’V,N austauschen. Wir setzen F' = E — TS und

berechnen dessen Differential

dF = dE — d(TS) = TdS — pdV + pdN — TdS — SdT = —SdT — pdV + pdN
(4.4)

3vgl. Mechanik, Ubergang vom Lagrange- zum Hamilton-Formalismus
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wodurch wir ein neues Potential (die Freie Energie) in den Variablen TV, N
erhalten haben, mit den partiellen Ableitungen

oF
OT lv.n
oF
oV lrn
oF |
ON |ty — b

Analog kénnen wir einen Ubergang formulieren, bei dem wir die Transformation
dV — dp oder dN — dy durchfithren. Wichtige thermodynamische Potentia-
le, die sich auf diesem Wege aus der inneren Energie ergeben, sind

e

Freie Energie U-TS=F(T,V,a,N)(4.6)
Enthalpie U+pV =H(S,p,a,N)(4.7)
Freie Enthalpie U—-TS+pV =G(T,p,a, N)(4.8)
Groftkanonisches Potential U—-TS—uN=QT,V,a, )

Die totalen Differenziale dieser Potentiale lassen sich analog zum Beispiel der
freien Energie berechnen.

Bemerkungen:

e Zur  Freien Energie F: Die Arbeitsleistung eines thermodynamischen Sy-
stems bei einem isothermen Prozess ist gegeben durch 0W = —pdV = dF,
s. Glg. (4.4), also bestimmt durch F', und nicht durch U.

e Die freie Enthalpie (auch Gibbs-Enthalpie) G ist praktisch giinstig bei ho-
mogenen oder stiickweise homogenen Systemen. Dies werden wir bei der
Diskussion von Mehrphasensystemen, Abschnitt 4.6, im Detail sehen. Der
Grund liegt darin, dass in diesen Systemen die Driicke p; = p und die Tem-
peraturen T; = T der einzelnen Phasen iibereinstimmen.

Anmerkung: Die thermodynamischen Potentiale lassen sich auch als Funkti-
on anderer Zustandsvariablen hinschreiben, z.B. F(S,V,a, N) = U(S,V,a,N) —
%‘Va »O- Im Allgemeinen sind dessen partielle Ableitungen nach V;a, N dann

aber nicht identisch mit denen von F(T',V, a, N'), da der Austausch S(7,V,a, N) <>
T(S,V,a, N) die Abhéngigkeiten von diesen Variablen verdndern kann. Ein Bei-
spiel ist die Entropie des idealen Gases, die wir im mikrokanonischen Ensemble

berechnet hatten, vgl. Formel (3.14):
V1 (4mm E\*?
Nh\ 3 N '

Wir kénnen mittels £ = %N kpT die Energie eliminieren und schreiben

Ls (E,V,N):N{;+l

kg "

S (T,V,N)—N{2+1n {Nhfﬁ (2rmkgT) 1}—]\7{2 lnx} :

kg "
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wobei wir am Ende den Entartungsparameter eingefithrt haben. Bei der Erset-
zung haben wir nicht nur E ersetzt, sondern haben auch die N-Abhéngigkeit
verandert. Damit gilt

s os
ONlev " ONlryv’

Gleichungen (4.5) gelten uneingeschrénkt also nur, falls das Potential in den
genannten natiirlichen Variablen formuliert ist.

C.1 Legendre-Transformationen. Die Relationen fiir ', H und G, Glg. (4.6), (4.7)
und (4.8) lassen sich so umformen, dass das betreffende Potential nur durch
die innere Energie in den Variablen S,V, N (die natiirlichen Variablen fiir U)
ausgedriickt wird. Durch eliminieren von 7" bzw. p finden wir

ouU
F(S,V,N):U—TS:U—%}MN- ,

oU
H<S>V>N):U+pVZU_W‘SN'V’

oU oU
GSV.IN)=U=TS+pV =U=——c|,\ S —=5]gy V

wobei der Vorteil darin besteht, dass U haufig leichter zugénglich ist als andere
Potentiale.

C.2 Gibbs-Helmholtz-Beziehungen. Analog zu den Legendre-Transformationen
lassen sich thermodynamische Potentiale auch durch die Freie Energie ausdriicken,
wenn die relevanten Variablen 7',V und N sind:

OF , 0 (F
UT,V,N)=F+TS=F — TaT\ Tg—T(—),
G(T,V,N)=F+pV =F — vor | s F

' P oV 17N oV

OF aF
H(T,V,N)=F +pV +TS =F — TaT\ VW|T7N

D. Konsistenz-Relationen (Maxwell-Beziehungen). Wir berechnen die gemisch-
ten zweiten Ableitungen der thermodynamischen Potentiale. Unter zweifacher
stetiger Differenzierbarkeit ist das Ergebnis invariant unter Vertauschung der
Differentiationen, und so erhélt man z.B. (bei N konstant):

9*s  0%*S
oUuovV — ovVoU
oUT oVT’

Analog kann man andere zweite partielle Ableitungen der thermodynamischen
Potentiale untersuchen, insbesondere auch die N-Abhéngigkeit, und damit Aus-
sagen iiber y treffen.

4 Aufgabe: man finde alle Maxwell-Relationen fiir die thermodynamischen Potentiale S, F, H, G, Q.
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E. Gibbs-Duhem-Relationen. Wir betrachten nun die Entropie als thermodyna-
misches Potential, S = S(FE,V,N), in Abhéngigkeit von ihren drei natiirlichen
Variablen, E,V, N, welches alle extensive Grofsen sind. Wir reskalieren nun das
System mit einem Faktor a € R,a > 0, wobei alle extensiven Variable sich
gleichermafen dndern:

S=S(E,V,N)— S(aE,aV,aN)=aS(E,V,N). (4.9)

Den Faktor o konnten wir nun herausziehen, weil S extensiv ist und die Vergro-
ferung homogen angenommen wurde (z.B. das Gas im Kasten ist homogen.?).

Wir betrachten nun die Ableitung® & von Glg. (4.9) und erhalten
a=1

oS S oS
— (8aEE * aaVV * 8aNN)

d
—as
daa

= S(E,V.N)

a=1

a=1

und damit, nach Multiplikation mit 7" und Auflésen nach E

E=TS—pV +uN Gibbs—Duhem-Relation

Daraus folgt das Differential dE, von dem wir die drei Differentiale aus dem
Energiesatz, Glg. (3.30), abziehen

dE — TdS + pdV — udN = SdT — Vdp + Ndu = 0.

Die rechte Seite dieser Gleichung zeigt, dass Variation der drei intensiven Varia-
blen, T, p, v, unabhingig voneinander nicht moglich ist”. Anders gesagt, es folgt
z.B.

Ndp =Vdp — SdT

das heifit, durch die Anderung von p und T ist die Anderung von p festgelegt
(d.h. p ist abhéngig von p und 7).

Fazit: Die Beschreibung eines Systems durch ein thermodynamisches Potential
benotigt stets mindestens eine extensive Grofe.

4.3 Materialgrofien und Relationen zwischen ihnen

4.3.1 Wichtige Materialgrofien

Viele wichtige Materialgrofien lassen sich als ,Suszeptibilitat” klassifizieren. Suszepti-
bilitdten sind Anderungen von extensiven Eigenschaften bei Variation einer intensiven.
In diese Klasse von Grofen fallen z.B. die

SLiegt im Kasten noch zusitzlich ein Kraftfeld vor, ist dies i.A. nicht mdglich.

5bei E,V, N=const,

"Man sieht dies auch, indem man versucht, ausgehend von E = T'S —pV 4 uNN, alle drei extensiven
Grofen wegzutransformieren. Man erhélt dann, dass dieses thermodynamische Potential = 0 ist. Solch
ein Potential enthélt offensichtlich keine thermodynamische Information, bzw. das System kann keine
Teilchen enthalten (N = 9,... =0).
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1. Warmekapazitiaten. Wir variieren die Temperatur und finden

_6Q _ds

C=5r =T

was wegabhéngig ist. Abhéngig von den festgehaltenen Parametern ist diese Gro-
ke verschieden, z.B.

(a) Cy = Tg—;’ = g—lg g—? = g—g , die Warmekapazitat bei kon-
V,N v,N v V,N
stantem Volumen
b) C, =T2% = 281 die Wiarmekapazitit bei konstantem Druck. Hier
P oT oT
»,N »,N
wurde verwendet, dass dH (T, p, N) = TdS
p,N
Bemerkung: Es ist stets® C, > Cy
2. Kompressibilitat. Wir definieren
1oV
- Vop
Auch hier unterscheiden wir
. LR o 10V
(a) isotherme Kompressibilitét: rp = —1 5 .
b) adiabatische (isentrope) Kompressibilitit: kg = —4 2% keine Wérme-
V op
S,N

zufuhr, da S konstant)
Die Kompressibilitéit ist eine wichtige Materialeigenschaft, die unter anderem
die Stabilitdt eines thermodynamischen Systems gegen Kollaps oder Inflation

bestimmt, s. Abschnitt 4.5.1.

3. Thermischer Ausdehnungskoeffizient.

o 10V
a Vv aT p,N
4. Spannungskoeffizient.
~  10p
f=-2
pdT lv,N

Diese Grofen reflektieren die intrinsischen Eigenschaften des betrachteten Systems
bzw. Materials. Weitere Suszeptibilititen existieren z.B. fiir Systeme in externen Fel-
dern.

8Das zeigen wir in Kiirze. Der Grund ist, dass bei V' #const ein Teil der Wirmezufuhr fiir die
\éerrichtung von Arbeit, d.h. pdV verbraucht wird. Daraus folgt fiir den Adiabaten-Exponent, v =
== > 1.
Cy =
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4.3.2 Thermodynamische Relationen zwischen Materialgrofsen

Die Maxwell-Relationen geben uns die Md&glichkeit, Zusammenhénge zwischen ver-
schiedenen Ableitungen Thermodynamischer Potentiale aufzustellen. Obige Material-
grofen sind — bis auf einen Vorfaktor — solche Ableitungen, weshalb dieser Ansatz dort
anwendbar ist. Das grobe Vorgehen ist wie folgt:

Gegeben sei eine Funktionsgleichung x = z(y, z) und sei diese auflésbar, d.h. Funktio-
nen y = y(z,2) oder z = z(w,y) existieren. Dann gilt (Ubungsaufgabe)

%
y Oy

9y
ox

8_95
zaZ

x

Damit finden wir leicht Zusammenhénge zwischen Materialgrofsen, z.B.

~ o
pﬁ:—7
RT
Cp _ k1
C’V_l'is7
2
C,—Cy =TV,
RT
2
o
_ =TV —
K:T HS Cp?

und viele weitere. Solche Relationen erlauben den Zugang zu einigen Materialgréfsen
durch Kenntnis von anderen, oder sie erlauben Konsistenztests von Modellen /Theori-
en.

Ubungsaufgabe: Man priife obige Relationen.

4.4 Zustandsanderungen. Kreisprozesse

4.4.1 Typen von Zustandsanderungen

Wir unterscheiden Wege im Zustandsraum in Abhéngigkeit davon, welche Grofe ent-
lang des Weges erhalten bleibt, s. Abb. 4.1. Die Tabelle zeigt wichtige Beispiele.

Beispiel Erhaltungsgrofse | Fall ideales Gas Kommentar

isobar p = const % = const pV = NkgT

isochor V = const £ = const

isotherm T = const pV = const

adiabatisch 0Q =0 pV? =const | y= g—"; , Adiabatenexponent
isentrop S = const

polytrop C = const pV* = const k= gf;:g

Bemerkung: Die Angabe der konstanten Parameter ist nicht immer ausreichend, um
den Prozess eindeutig zu charakterisieren. Auch die Prozessfiihrung (schnell oder lang-
sam) ist relevant, s. Abschnitt 4.4.4. Sofern nichts Anderes vermerkt ist, ist eine hin-
reichend langsame Prozessfithrung impliziert.
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(V2,p2)

Druck p
isochore Druckinderung

isobare Kompression/Expansion

V1,p1)

Volumen V

Abbildung 4.1: Beispiel fiir eine Zustandsédnderung von (py, V1) nach (pe, V) in zwei
Abschnitten: Zuerst eine isobare Expansion entlang p = p;=const, danach eine isocho-
re Druckerh6hung entlang V' = V,=const. Es sind viele weitere Kombinationen von
Prozessen moglich, die die Zustdnde ineinander iiberfiihren.

4.4.2 Kreisprozesse. Wirkungsgrad

Kreisformig (periodisch) ablaufende Prozesse sind fiir technische Anwendungen (z.B.
Kiihlschrank, Warmepumpe, Klimaanlage etc.) von grofer Bedeutung, da nur sie einen
Dauerbetrieb ermdoglichen. Sie bestehen aus einer Abfolge von Teilprozessen, bei de-
nen jeweils eine thermodynamische Variable (Druck, Volumen, Temperatur, Entro-
pie) konstant gehalten wird (natiirlich sind auch andere Wege mdoglich). Unter allen
Kreisprozessen spielt der Carnot-Prozess eine besondere Rolle, da er sich durch den
hochsten Wirkungsgrad auszeichnet?. Dabei handelt es sich um einen Prozess aus vier
Schritten:

a) isotherme Expansion (7' = T, Aufnahme von Wérmeenergie (); aus Reservoir 1),
b) adiabatische Expansion (S = S3),

c) isotherme Kompression (7' = Ty, Abgabe von Wirmeenergie Q2 an Reservoir 2)
und

d) adiabatische Kompression (S = 5)) .

Der Wirkungsgrad ist dabei gegeben durch das Verhéltnis aus mechanischer Nutzarbeit
zu aufgewendeter Warmeenergie ()1,

_ W _ Ql — Q2 Tl B T2 ____carnot
nN=5"= = =1
Ql Ql Tl

und ist dabei von oben begrenzt durch den Wert des Carnot-Prozesses'’.

9unter allen Kreisprozessen mit den selben Reservoiren bei T} und T5
10 Aufgabe: man beweise diese Ungleichung.
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4.4.3 Die Hauptsatze der Thermodynamik

Hier fassen wir die Hauptsétze der Thermodynamik noch einmal zusammen. Fiir ei-
nige Beispielsysteme haben wir sie in der statistischen Physik begriindet. Dass sie
allgemeingiiltig sind, ist hingegen ein Postulat.

0. Hauptsatz: Es existiert ein Gleichgewichtszustand mit Stabilitdtsbedingungen be-
zliglich der Systemteile. Gleichgewicht beziiglich Energieaustausch ist erreicht,
wenn die Temperatur in zwei beliebigen Systemteilen, 17 = T5, gleich ist. Je
nach Art der Austauschmoglichkeiten zwischen den Teilsystemen gibt es weitere
Bedingungen, z.B. Gleichheit der chemischen Potentiale p; = o, falls Teilchen-
austausch moglich ist, oder Druckgleichheit p; = po, falls Volumenaustausch
moglich ist, s. Kapitel 3.

1. Hauptsatz: Der urspriingliche Ausdruck (Joule, Mayer, Helmholtz) hatte die Form
eines Energieerhaltungssatzes,

dU = 5@ + 5Wchem + 5Wmech + 5Wext )

mit dem Problem, dass alle Terme wegabhéngig (also keine vollstédndigen Dif-
ferentiale) sind. Uber die Gibbs’sche Fundamentalgleichung (3.29) konnten die
Energiebeitridge nun durch vollstandige Differentiale ausgedriickt werden.

2. Hauptsatz: Fiir beliebige thermodynamische Systeme im Gleichgewicht existiert
eine Zustandsgrofe S, welche es gestattet, die Warmeenergie 6¢) durch ein voll-
standiges Differential auszudriicken. Diese Grofe heifft Entropie und wurde von
Rudolf Clausius eingefiihrt. Es gilt — fiir langsame Prozessfithrung — also fiir
quasistatische Prozesse'':

1
S = 70Q.

S besitzt ein Maximum im Gleichgewicht. Der 1. und 2. Hauptsatz ergeben
zusammen also die Gibbs’sche Fundamentalgleichung.

3. Hauptsatz: Der Limes T" — 0 der Entropie existiert, %in%) S = 5y. Ist der Grund-
—

zustand des Systems nicht entartet, so ist Sy = 0.
Bemerkungen:

e Aus dem 1. Hauptsatz folgt, dass kein Perpetuum-Mobile 1. Art existieren kann.
Dies ist eine hypothetische Maschine, die ohne externe Einfliisse und Energiezu-
fuhr (weiter) lauft und dabei Arbeit verrichtet, also praktisch Energie erzeugt.
Die Existenz einer solchen Maschine stiinde im Widerspruch zum vollstdndigen
Differential der Energie.

e Das Perpetuum-Mobile 2. Art ist eine Maschine, die Warmeenergie eines Reser-
voirs in mechanische Arbeit umwandelt.'? Eine solche Maschine kénnte fiir eine

g Abschnitt 4.4.4
12Djie Existenz einer solchen Maschine kénnte zum Beispiel den Klimawandel bekimpfen, da sie die
Warmeenergie der Umwelt nutzbar machen koénnte.
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begrenzte Zeit funktionieren, so lange die Temperatur des Reservoirs hoher ist
als die der Maschine. Sobald sich beide Temperaturen angeglichen haben, ist al-
lerdings kein Warmeenergie-Transfer mehr moglich, und der Prozess kommt zum
Erliegen. Daher steht eine solche Maschine im Widerspruch zum 2. Hauptsatz
und kann daher nicht konstruiert werden.

4.4.4 Quasistatische und Nicht-Quasistatische Prozesse

Nicht-Quasistatisch
L A

o i
° o :
° ° :
1
-] -] ° :
° 1
° 1
° 1
1
° 1
° 1
) ° I
o |
N Teilchen !
L A R
° 1
1
1
° 1 o
° ° :
1
-] o : °
° 1
o 1
° 1
1
° 1
10
-] bl
1 -]
N Teilchen !

Beispiel: Das schnelle Entfernen einer
Wand hinterlasst eine starke Nichtgleich-
gewichtsverteilung. Die  schlagartige
Expansion (sieche auch Abbildungen
1.4 und 1.5) fihrt zu einer Nicht-
gleichgewichtsverteilung (z.B. ist die
Dichte inhomogen) und zu einer starken
Entropieerhchung.

Quasistatisch
L R
-]
° (-3
° -]
(-] (-] °
° —>
o
(-]
(-]
(-]
° °
N Teilchen °
L R
-]
(-]
(-]
° °
o -] °
° —>
° (-]
(-]
(-]
o (-]
N Teilchen ¢

Beispiel: Die Trennwand wird langsam
(auch ,quasiadiabatisch®) verschoben
und somit das Volumen des Gases
vergrofert, wahrend sich das System
zu jedem Zeitpunkt im Gleichgewicht
befindet. Die Entropieerhhung ist dabei
geringer.

Die Entropiednderung dS setzt sich aus einem reversiblen Anteil dS, und einen

irreversiblen Anteil d.S; zusammen:

S = dSy + dS; .

Fazit: dS > %, wobei “=" fiir quasistatische Prozesse gilt. Alle in der (traditionellen)
Thermodynamik untersuchten Prozesse sind quasistatische Prozesse.

Bemerkung: Die quantitative Untersuchung nichtquasistatischer Prozesse erfolgt au-

fserhalb der TD, z.B. in der kinetischen Theorie, Hydrodynamik, zeitabhéngiger Dichtefunktional-

Theorie etc.

4.5 Stabilitatsbedingungen homogener und
inhomogener thermodynamischer Systeme

Wir betrachten jetzt ein Vielteilchensystem im Thermodynamischen Gleichgewicht
(gegeben zum Beispiel durch das Maximum der Entropie). Die Frage, die uns jetzt
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Abbildung 4.2: Drei Arten von Gleichgewicht fiir ein mechanisches System — der GG-
Zustand entspricht dem Minimum der Energie E: a) stabil, b) indifferent, c) instabil.
Bei der Auslenkung eines Korpers (bzw. Systems) aus dem Gleichgewichtspunkt (hier
X = 0) reagieren die Systeme unterschiedlich: Ist das Gleichgewicht stabil, wird der
Korper ins Gleichgewicht zuriick bewegt. Beim instabilen Gleichgewicht wird die St6-
rung noch weiter verstérkt. Beim indifferenten Gleichgewicht passiert weder das eine
noch das andere.

interessiert, lautet: wenn das System zufélligen Storungen ausgesetzt ist - wird es in
den GG-Zustand zuriickkehren, d.h., ist der GG-Zustand stabil? Dieses ist bestimmt
durch die Materialeigenschaften im Gleichgewicht, und wir finden jetzt die notwendigen
Anforderungen an diese Grofen dafiir, dass der Gleichgewichtszustand dieses Systems
stabil ist.

4.5.1 Raumlich homogene Systeme

Wir beginnen mit dem Fall ohne duflere Felder, so dass der GG-Zustand rdumlich
homogen ist. Das System moge jetzt eine infinitesimal kleine Auslenkung 60X eines
externen Parameters aus einem stabilen GG-Zustand “e” in einen Zustand “a” (in
der Néhe des GG) erfahren. Die Situation ist analog zur Mechanik, wo ein Gleichge-
wichtszustand durch das Minimum der Energie E charakterisiert ist, s. Abb. 4.2. Hier
betrachten wir ein isoliertes Thermodynamisches System (mikrokanonisch), wo der
Gleichgewichtszustand durch ein Maximum der Entropie bestimmt ist. Bei der Riick-
kehr von “a” nach “e” wéchst die Entropie S(U,V, N, a; X), selbst wenn sich U, V, N
und @ nicht dndern, da sie im NGG-Zustand “a” von weiteren Parametern (X) ab-
hédngt. Die Zunahme erfolgt dann durch den internen Anteil S;, und wir erhalten aus
der Gibbs’sche Fundamentalgleichung eine Ungleichung

TdS > dU + pdV — Ada — pdN . (4.10)

Mikrokanonisches Ensemble, U, V, N, a fixiert: Fiir kleine Auslenkungen aus dem
GG-Zustand (“€”) in den Zustand “a” kénnen wir die Entropie um “e” entwickeln
(bei fixierten Werten von U, V, a, N, vgl. Abb. 4.5)

1 2
Sa = Se + 08y n + 57 + ..

Se‘U,V,a,N
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Abbildung 4.3: Bei Auslenkung aus dem Gleichgewicht (e) in den Zustand a und
Riickkehr ins Gleichgewicht wéchst die Entropie. Die Stérung ist verkniipft mit der
Anderung einer externen Variable X, die iiber den Satz der Zustandsvariablen U, V,
N, a hinausgeht.

Die Variation ist verkniipft mit den Ableitungen nach den externen Parame-
tern'®, Im Gleichgewichtszustand haben wir 5Se|UVa ~ = 0. Fur Stabilitét lautet

die Bedingung (2. Ableitung negativ, Entropie maximal): §%S5, < 0. Das
U,V,a,N

ist das Stabilitatskriterium fiir ein mikrokanonische Gesamtheit (TD Parameter
UV,N,a).

Kanonisches Ensemble, TV, N, a fixiert: hier erwarten wir eine Bedingung fiir
die Freie Energie. Aus der Ungleichung (4.10) folgt dann, dass F' im Gleich-
gewicht (e) ein Miniimum besitzt:

TdS >dU = d(U—-TS)=dF <0,
2
6F€}V,T,a,N =0, 0 Fe’V,T,a,N >0.

Groftkanonisches Ensemble, TV, i, a fixiert: hier erwarten wir eine Bedingung
fiir das groftkanonische Potential. Aus der Ungleichung (4.10) folgt dann, dass {2
im Gleichgewicht (e) ein Minimum besitzt:

TdS > dU — pdN = d(U =TS — uN) = dQ2 <0,
2
0|y, =0, Q| 7, >0

Ensemble mit variablem Volumen, T, p, N, a fixiert: hier erwarten wir eine Be-
dingung fiir die Freie Enthalpie. Aus der Ungleichung (4.10) folgt dann, dass G
im Gleichgewicht (e) ein Minimum besitzt:

TdS > dU + pdV = d(U — TS +pV) =dG <0,

0G| =0, 6°Ge| ,.y>0.

p7T7a7N p7T7a7

Analog findet man die Extremalbedingungen fiir andere Ensembles.
Wir finden jetzt die Stabilitatskriterien, die an Materialeigenschaften zu stellen sind.
Sie ergeben sich, indem konkrete Stérungen des GG-Zustandes betrachtet werden.

1355 und spiter §F bezeichnen kleine Anderungen, die durch kleine Variation der externen Para-

meter bei fixierten Zustandsvariablen erzeugt werden. In diesem Beispiel 5 = ) % . NdX
X Via,
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Stabilitit beziiglich Kompression/Expansion'*

Wir betrachten wieder die freie Enthalpie G und verwenden als Materialeigen-
schaft die Zustandsgleichung p(V'), welche wir als gegeben annehmen. Im Gleich-
gewicht muss gelten (nur V ist variabel, daher Ubergang zu einem V-abhiingigen
TD-Potential)

! or
0= 5G|T’p7a’N =0 [F(T,V,a,N) + pV] |T,p,a,zv = (W ran +p) ov.

. . . . . - . B 8_F
Die Gleichgewichtsbedingung liefert uns nun — wie zu erwarten av‘ TaN =

—p(V,T,a), d.h., die Zustandsgleichung'®. Stabilitit gilt nun, wenn die zweite
Variation von G beziiglich Volumenénderung positiv ist. Wir variieren die erste
Variation noch einmal:

0*F

dp
G|T,p,a,N - W

(6V)2= -2

i
0 < §?
T.a,N oV T,a,N

V)2,

Damit erhalten wir, dass das System stabil beziiglich Volumenanderung ist, falls

Op
oV

T,a,N
Anders ausgedriickt, der isotherme Kompressionsmodul muss positiv sein,

K __i@_V >0
T V oplr '

Beispiel: Gas mit Wechselwirkung. Die Zustandsgleichung realer Gase, p(V; T') ist
in vielen Fallen gut durch die Van-der-Waals-Gleichung beschrieben, s. Abb. 4.4:

a
(p—{—ﬁ) (Vi —b) = RT,

wobei a der Kohésionsdruck (Gasmolekiile ziehen einander an) und b das Kovolu-
men (endliches Volumen der Gasmolekiile) des Stoffes sind. V;, ist das Volumen
pro Mol und ist, so wie a und b eine Materialeigenschaft. R ist die molare Gas-
konstante.

Stabilitat beziiglich Warmezufuhr. Da Q) ~ dS, variieren wir jetzt die

Entropie, bei festen T', p, N. Wir berechnen wieder die Gleichgewichtsbedingung,
die in den Variablen T',p, N auf die Freie Enthalpie H fiihrt:

0G|,y =0[-TS+ H(S)]

T2

< +3 aS

on =0

)dS
p,N

14 das heift, die externe Variable X, die variiert wird, ist das Volumen
!5Beachte, dass das Resultat vom aktuellen Wert des Volumens abhingt.
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Abbildung 4.4: Van-der-Waals-Zustandsgleichung (Druck-Isothermen) fiir Wasser (Pa-
rameter von Wikipedia). Fiir T' > T, ist p(V, T') eine monoton fallende Funktion, das
System also stabil. Bei grofen T" geht diese in das ideale Gasgesetz iiber. Bei T' < T4
existiert ein Abschnitt, bei dem p(V,T') steigend und die isotherme Kompressibilitét
k1 negativ ist. Diese Instabilitdt fiihrt zu einem Phaseniibergang 1. Ordnung, siehe
Abschnitt 4.6.2.

Die Stabilitatsbedingung ergibt sich durch nochmalige Variation:

0*H
2 _ 2
0 <G|y, n= 553 p}N(dS)
or 1 T ;O
Sy as| Gy
oT
p,N

Das System ist also stabil beziliglich Warmezufuhr (bei konstantem Druck aber
variablem Volumen), wenn C,y > 0. Analog findet man die Bedingung Cyn > 0,
falls V' anstelle von p festgehalten wird'.

(iii) Stabilitdt in homogenen externen Feldern. Hier nutzen wir die relevanten
Beitrdge zur inneren Energie, Ada. Die Rechnungen kénnen genauso wie bei i)
durchgefiihrt werden, wobei (p, V) durch A, a zu ersetzen sind. Die Stabilitats-
kriterien lauten dann %—2“ N < 0 und C,n > 0.

4.5.2 Raumlich inhomogene Systeme. Einfluss externe Felder

Wir dehnen unsere Stabilitdtsbetrachtungen jetzt aus auf den Fall eines ortsabhéngigen
externen Potentials'”, V,(r). Beispiele sind Gasmolekiile im Schwerefeld oder Atome
in einem Oszillatorpotential. In diesen Féllen erwarten wir, dass die Teilchendichte
raumlich inhomogen sein wird, da die Teilchen in Richtung des Energieminimums
beschleunigt werden.

16 Aufgabe: man fiir die gleiche Rechnung fiir fixierte T, V, N durch. Dies fiihrt auf eine Bedingung
fiir die Freie Energie
"Die Gesamtenergie pro Teilchen wird damit % — % + V.
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— V(x)
n(x)

X

Abbildung 4.5: Ein nichtwechselwirkendes Gas in einem inhomogenen Feld hat im
Gleichgewicht eine inhomogene Dichte. Dabei befinden sich die Teilchen bevorzugt
(mit erhohter Wahrscheinlichkeit) in der Umgebung der Potentialminima. Mit steigen-
der Temperatur werden die ’'Oszillationen’ schwéicher. (Man denke an das kanonische
Ensemble fiir solch ein System.)

Es stellt sich nun die Frage: Wie verteilen Sich die Teilchen im Raum genau? Wel-
che Dichteverteilung bleibt stabil gegen Stérungen? Dazu betrachten wir die lokale
(ortsabhéngige) Teilchendichte

AN(r)

n<r):A1\1/H—1>0 AV (4.11)

Die Idee ist nun, das Verhalten des inhomogenen Systems auf das bekannte Verhalten
eines homogenen Systems zuriickzufiihren. Dazu unterteilen wir das Systeme in kleine
Raumbereiche, innerhalb derer das Feld ndherungsweise konstant und damit die Dichte
homogen ist, so dass dort die bisherigen Resultate anwendbar sind'®.

Wir definieren nun das lokale Volumen pro Teilchen'” v(r) :

Die thermodynamischen Potentiale werden in der inhomogenen Situation nun ortsab-
hingig. Zum Beispiel erhalten wir fiir die Freie Energie*

F:/f(r; V,)n(r) d’r, (4.12)

wobei wir als Randbedingungen haben N = [ n(r) d’r.

18Der Limes (4.11) ist natiirlich nicht trivial: Einerseits miissen die Volumenelemente AV klein
genug sein, damit die Dichte als konstant gendhert werden kann, andererseits miissen die Volumen-
elemente grof genug sein, damit die praktische Modellierung (grofier) homogener Systeme genau
wird.

Man erinnere sich an die intensiven Gréfen, die aus extensiven gewonnen werden, v = V/N.

20Diese Niherung heifit Lokale Dichteniiherung (LDA) und nimmt an, dass f am Ort r nur von
der Zahl der Teilchen am selben Ort abhéngt. Genau genommen kénnte f auch von der Dichte in der
Umgebung abhéngen, also z.B. von deren Gradienten.
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In Glg. (4.12) haben wir f = F/N eingefiihrt, die freie Energie pro Teilchen (im
homogenen Fall). Unter dem Einfluss von V,, &ndert sich die Dichte der freien Energie
geméfs

f(I', V;J) = fO[T(r)v U(I‘)] + V;(I‘) )

wobei fy den feldfreien Anteil beschreibt.

Die freie Energie héngt also ab von zwei ortsabhéngigen (und zu bestimmenden) Funk-
tionen, v(r) und 7'(r). Fiir diese stellen wir nun eine Gleichgewichtsbedingung auf. Im
Gleichgewicht gilt

SF =0,

) 56 5
0:5F:/d3 {5{5’( —U—Ui(fo+v 1) dv 4 20

(5T}‘

g—g ry = —p, fir alle r gilt. Die Schwankung muss
verschwinden, auch bei unabhingiger Anderung von dv und 67, also miissen beide

Beitrége simultan verschwinden. Dabei gilt

afo

Wir nutzen nun, dass ?‘ =
v T

= -S=0,

nur am absoluten Nullpunkt. Damit folgern wir 67 =0= T(r) =T = const. Wir
miissen also nur noch die Terme ~ dv behandeln. Dort finden wir

plT;v(r)] v

N

r) + folT, UO‘)]J-HGO‘) = " = const.

-~

=po(r)

_Go
N —

Damit haben wir eine Gleichgewichtsbedingung fiir v(r) als Reaktion auf das externe
Potential V,(r) gefunden. Stabilitit, ausgedriickt durch § F' = 0, ist erreicht fiir n(r) =
v~ (r) mit

po[T,v(r)] + Vy(r) = p*, firalereV.
T'(r) = const. (4.13)

Bemerkung:

e Gleichung (4.13) verallgemeinert die Stabilitdtsbedingung homogener Systeme,
vgl. Abschnitt 3.6.1, auf den inhomogenen Fall. Im homogenen Fall (V, = 0)
erhalten wir py = const = p* zuriick.

e Gleichung (4.13) ist fiir beliebige physikalische Systeme giiltig. Die Materialei-
genschaften bestimmen die funktionale Form von py.

e Gleichung (4.13) ist giiltig sowohl fiir nichtwechselwirkende als auch fiir wechsel-
wirkende Systeme. In letzterem Fall hat das chemische Potential eine Wechsel-

wirkungskorrektur, po = pit + pint die wir in Kapitel 5 diskutieren werden.
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Beispiel: Teilchenverteilung im Schwerefeld, V,(z) = mgz. Fir das ideale Gas, mit

pv =kgT (v = % ist das “intensive Volumen”, d.h. das Volumen pro Teilchen) finden

wir?!

n(z) = noe M9/ FT

Dieses Ergebnis lasst sich auch auf allgemeine Potentiale verallgemeinern, siehe auch
Abbildung 4.5, und findet in dieser Form Anwendung in vielen Gebieten, z.B. Debye-
Abschirmung in Plasmen.

4.6 Mehrphasensysteme und Phaseniibergange

Wir hatten in Abschnitt 4.5.1 gesehen, unter welchen Bedingungen ein thermodyna-
misches System stabil gegen Storungen ist. Wenn diese Voraussetzungen verletzt sind,
tritt ein Instabilitdt auf: das System verlasst den stabilen Zustand und geht in einen
neuen iiber. Wir widmen uns jetzt der Frage, wie dieser neue Zustand beschaffen ist.
Ein mogliches Szenario besteht darin, dass der (instabile) homogene Zustand durch
einen anderen Zustand ersetzt wird, der an verschiedenen Stellen im Raum verschie-
dene Eigenschaften aufweist. Dies ist z.B. bei einem Phaseniibergang der Fall.

4.6.1 Definitionen. Gleichgewichtsbedingungen

Als Phase bezeichnen wir eine Zustandsform eines makroskopischen thermodynami-
schen System (dazu zdhlen die bekannten Aggregatzustinde wie gasformig, fliissig und
fest. Ein anderes Beispiel sind verschiedene Festkorperstrukturen, wie etwa Silizium:
Bei Normaldruck liegt eine Diamantstruktur vor; bei hohen Driicken geht der Kristall
in eine f-Zinn-Struktur tber.

Ein Phasengleichgewicht liegt vor, wenn zwei (oder mehr) Phasen desselben Sy-
stems koexistieren: z.B. Wasserdampf und Wasser in einem Gefafs. Im o.g. anderen
Beispiel findet man, dass bei entsprechendem Druck in Silizium Diamantstruktur und
[-Zinn-Struktur koexistieren.

Wir finden jetzt die Bedingung fiir ein Phasengleichgewicht: Sei ein System
abhingig von den thermodynamischen Variablen 7', p, N, mit Ny + Ny = N, wobei Ny
die Anzahl der Teilchen in Phase 1 bezeichnet und N, die Anzahl der Teilchen in Phase
2. Das zugehorige thermodynamische Potential ist die freie Enthalpie G(T,p, N) =
Nu(T,p). Ist G minimal beziiglich Aufteilung in N; und N, also

0=0G| v =0Niyu(T,p) + Nopiao(T, p)]

- [Ml(Tu p) - /JJ2(T7 p)] 6N1
— (T, p) = ua(T, p), (4.14)

also finden wir wieder die uns bereits bekannte Bedingung fiir das Gleichgewicht beziig-
lich Stoffaustausch. Bisher hatten wir allerdings zwei rdumlich nebeneinander liegende

21Dies ist Gegenstand einer Ubungsaufgabe, s. Abschnitt 4.8.
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Abbildung 4.6: Phasendiagramm von Wasser. An den Temperatur/Druck-Bedingungen
der Grenzkurven kénnen die Phasen koexistieren. Durch Zu-/Abfuhr von Wérme oder
Volumen (d.h. Kompression oder Expansion) kénnen die Anteile der Phasen verén-
dert werden. Beim Tripelpunkt kann Wasser sogar in allen drei Aggregatzustinden
zugleich (nebeneinander) vorliegen. Sind sowohl Druck als auch Temperatur jenseits
des kritischen Punkts, kann die Phase nicht mehr , fliissig* oder , gasformig” zugeordnet
werden. Quelle: Wikimedia

Teilsysteme betrachtet. Hier dagegen wird nicht spezifiziert, wie die beiden Phasen
raumlich angeordnet sind®.

Zu jeder Temperatur 7' gibt es eine Funktion p.(T), welche die Gleichung (4.14) 16st.
Dieses p. wird auch als Koexistenzdruck bezeichnet.

Verallgemeinerungen: In einem System mit drei Phasen (z.B. Wasser) gibt es mehrere
Koexistenzkurven. Der Schnittpunkt der drei Phasen wird auch als “ Tripelpunkt” be-
zeichnet. Weiter kann ein kritischer Punkt auftauchen, bei welchem die Unterschiede
zwischen den Phasen verschwinden. (Bei Wasser liegt dieser bei 374.2°C)

Ein Phaseniibergang ist eine Zustandsidnderung (,a — €*), die p.(T") kreuzt. Bei
einer ,echten Kreuzung, d.h. a und e liegen beide nicht auf p.(T"), wird eine Phase
komplett aufgehoben und eine andere erzeugt.

Verallgemeinerung auf n Stoffe (Mischung, Lésung):

Angenommen, fiir jeden Stoff seien m Phasen moglich, aber die Gesamtteilchenzahl
N = Ny + Ny+ ...+ N,, = const sei konstant. Wir driicken die N; auch durch die Kon-
zentrationen C; = % aus. Wir haben nun n chemischen Potentiale der Teilchenarten

[,Ll(T,p, Cl, ...,Cn_l)

:um(Tap7 Cla ] Cn—l)

(%)

Die n Teilchensorten besitzen nun m Phasen, also indizieren wir p; ’, wobei k£ nun die

22Bei der Koexistenz zweier Phasen, wie Wassertropfen und Dampf, liegt eine Mischung beider vor.
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Phase indiziert. Dann erhalten wir die Gleichgewichtsbedingungen

fiir die Unbekannten T, p, C; (1), C\?, ..., C"™) dies sind 2+ (n — 1)m an der Zahl. Das

n—1y

System ist unterbestimmt, die Zahl der Freiheitsgrade f ist gegeben durch
f=24+n—-1)m—n(m—1)=2+n—-—m  Gibbs’sche Phasenregel.
Beispiele:

en=1m=2— f=1— p(T). Das Koexistenzgebiet ist eindimensional: es
gibt eine Koexistenzkurve.

en =1m =3 — f = 0. Das Koexistenzgebiet ist Null-dimensional: es gibt
einen Tripelpunkt.

en =2m =2 — [ = 2. Koexistenzgebiet ist zwei-dimensional: es gibt eine
Koexistenzebene.

Analog verfahrt man bei anderen Beispielen.

4.6.2 Phaseniiberginge 1. Ordnung (diskontinuierliche
Phaseniiberginge)

Wir suchen nun die Kurve p.(7"), entlang derer gilt
—s51dT + vidp = dpy = dps = —sodT + vaodp

wobei s und v im Allgemeinen verschieden in den verschiedenen Phasen sind?®. Es gibt
also i.a. endliche Differenzen®* As = sy—s; und Av = v,—v;, die beim Phaseniibergang
auftreten. Umstellen der Gleichung liefert

As _ dp.
Av  dT

Mit ds = % = %, wobei dq die Warmeenergie pro Teilchen ist. Die ,,Umwandlungs-

wirme* (pro Teilchen), die mit dem Ubergang aus Phase 1 nach Phase 2 verkniipft
ist, ergibt sich dann zu

q12(T,p) = T [52(T, p) — 5:(T,p)] ,

und wir kénnen den bisherigen Ausdruck umformulieren zu

As _dpe G
Av dT  TAv’

Clausius-Clapeyron-Gleichung  (4.15)

23Zur Erinnerung: s bezeichnet die Entropie pro Teilchen, d.h. eine intensive Grofe.
24Die Differenz Av ist verkniipft mit dem Unterschied (Diskontinuitit) der Teilchendichten in
beiden Phasen — z.B. zwischen fliissiger (Tropfen) und gasformiger Phase.
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Abbildung 4.7: Maxwellkonstruktion am Beispiel des Van-der-Waals-Gases mit den
Parametern fiir Wasser. Unterhalb der kritischen Temperatur existiert ein instabiler
Bereich in der Isothermen(positive Steigung), bei welchem die Isotherme nicht durch-
laufen wird. Stattdessen bleibt der Druck trotz Kompression konstant bei p., wihrend
das System von fliissigem in den gasférmigen Zustand wechselt. Die beiden eingefiarb-
ten Flachen sind genau gleich grofs.

Die Clausius-Clapeyron-Gleichung (4.15) bestimmt den Verlauf der Koexistenzline in
der p — T-Ebene. Bei As # 0, Av # 0 wird ein solcher Phaseniibergang als diskonti-
nuierlich oder auch von 1. Ordnung bezeichnet.

Bemerkung: Es existieren dariiber hinaus kontinuierliche Phaseniibergénge mit As =
0, Av = 0, z.B. in manchen Festkorpern (Magnetisierung etc.), s. Abschn. 4.6.3.

Die Form der Zustandsgleichung beim Phaseniibergang 1. Ordnung ergibt sich aus der
sogenannten Maxwell-Konstruktion. Ein homogener Zustand ist genau dann stabil,
wenn

vgl. Abschnitt 4.5.1.

Dies ist in Abbildung 4.7 nicht bei allen Kurven iiberall gegeben, d.h. es gibt Kurven
mit steigenden Abschnitten. Dort bildet sich ein 2-Phasen-System aus. Es stellt sich
die Frage nach dem Koexistenzdruck p.(T") im Bereich der instabilen Isotherme.

Wir bezeichnen im Folgenden die beiden Phasen als fliissig (F) und gasformig (G),

und finden die Bedingung fiir die chemischen Potentiale (Berechne U aus der Gibbs-
Duhem-Relation, Abschnitt 4.2 E, dann F und f aus U, und l6se nach p auf)

fr(T,v) + pevr = pr(T,pe) = pa(T, pe) = fa(T,v) + peve -

Dies liefert uns einen Zusammenhang zwischen drei noch unbekannten Grofen, p., va
und vp. Wir nutzen, dass f ein thermodynamisches Potential (wegunabhéngig) ist.
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Stabilitat der zwei Phasen ist gegeben bei

pe(T) [vg —vr] = fr(T,vr) — fa(T,ve)
——f(Tv)|

:-/U:degg (T, v) =
:/devp(T,v).

vF

Der Ausdruck auf der linken Seite beschreibt die Fliache eines Rechteckes mit Hohe
pe(T') und Breite vg — v, vgl. Abbildung 4.7. Der Ausdruck auf der rechten Seite hin-
gegen ist die Flache unter der Zustandskurve zwischen vz und vg. Anders ausgedriickt
(durch Subtraktion einer Seite): Die Fldche zwischen der horizontalen Geraden bei p.
und der Kurve p(v) muss gerade 0 sein. Dadurch werden p., vp und vg festgelegt.
Dieses Verfahren tréagt den Namen Mazwell-Konstruktion.

4.6.3 Phaseniiberginge 2. Ordnung (kontinuierliche).
Ehrenfest-Gleichungen

Die fiir Phaseniibergéinge 1. Ordnung charakteristische Diskontinuitét (Differenz in
beiden Phasen) der Entropiedichte, As und der spezifischen Volumina, Av tritt nicht
bei allen Phaseniibergingen auf. So beobachtet man zum Beispiel beim Ubergang von
der normal-leitenden zur supraleitenden Phase in Festkorpern keine signifikanten Dis-
kontinuitaten. Nichtdestrotrotz liegen klar unterschiedliche makroskopische Phasen,
und damit ein Phaseniibergang vor, man bezeichnet diese aber als “kontinuierliche
Phasentibergdnge”. Analog ist es bei anderen Phaseniibergidngen in Festkorpern, z.B.
beim Ubergang zwischen verschiedenen Phasen in Legierungen oder verschiedenen For-
men von Eis in Wasser. Bei diesen Ubergéingen verschwinden also die Diskontinuitéiten
der ersten Ableitungen der chemischen Potentiale. Folgerichtig erwartet man dann,
dass sich die Hauptunterschiede zwischen den Phasen in den zweiten Ableitungen
der chemischen Potentiale zeigen. In der Tat ist das der Fall. Die entsprechenden Ei-
genschaften sind in der Tabelle 4.1 zusammengefasst. Auch bei Phaseniibergéngen 2.
Ordnung existieren Koexistenzlinien zwischen den Phasen, fiir die allerdings andere
Bestimmungsgleichungen gefunden werden miissen. Da hier die Diskontinuitdten der
ersten Ableitungen der chemischen Potentiale verschwinden [vgl. Tab. 4.1| miissen
wir die chemischen Potentiale bis zur zweiten Ordnung entwickeln. Aquivalent, aber
glinstiger ist es, die Diskontinuitdt von Entropiedichte und spezifischen Volumina zu
entwickeln, da wir hier nur bis zur ersten Ordnung gehen miissen:

OzAs(T—l—dT,p%—dp)%AgT ) dp. (4.16)
(%

— Au(T + dT . 41

0=Av(T +dT,p+dp) ~ aT % P (4.17)

Diese Gleichungssystem wird als Ehrenfest-Gleichungen bezeichnet®. Dies ist ein ho-
mogenes Gleichungssystem fiir zwei Unbekannte, ndmlich d7" und dp, das genau dann

25Man beachte, dass bei einem Phaseniibergang 2. Ordnung die Kompressibilitit i.d.R. positiv
bleibt und keine Nicht-Monotonitéit der Druck-Isothermen auftritt.
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Oberservable PU 1. Ordnung PU 2. Ordnung
Ap(T,p) = pa — 1y 0 0
Aa“} —As(T,p) = —42 £0 0
A(‘)u }T Vo — U1 7£ 0 0
8T2‘ irrelevant Ac” # 0
ABQ“ ‘T irrelevant A‘% } 70
AL apaT =A 8‘9;81” irrelevant A 9y | # 0
Koexistenzdruck: dpc Glg. (4.15) Glg (4 18)

Tabelle 4.1: Vergleich von Phaseniibergéingen 1. und 2. Ordnung. A bezeichnet die
Diskontinuitdt zwischen den Phasen, d.h. AA = A, — A;. Diese Resultate mit den
Variablen p und V sind vor allem fiir Gase relevant. Sie lassen sich auf andere Pha-
senginge iibertragen durch Substitution p,V — —A, a, vgl. das Beispiel Supraleiter
unten.

nichttriviale Losungen besitzt, wenn seine Determinante verschwindet:

ﬁ 81}, _Aas‘ -A@

z o -0
oplr oplr ’

was eine Abhéngigkeit zwischen den vier Ableitungen herstellt. Eine weitere Abhén-
gigkeit folgt aus den Maxwellrelationen fiir das chemische Potential (zweiten Ablei-
tungen), vgl. Tab. 4.1:

@:83‘

“apl

wodurch sich die Entropieableitung nach p eliminieren lasst. Auch die Entropieablei-
tung nach T ldsst sich durch eine besser zugéngliche Materialgrofie ersetzen: Tg—,_‘; p =
¢p. Damit lassen sich die beiden Ehrenfest-Gleichungen (4.16) und (4.17) umformen.
Fiir den Koexistenzdruck, p., sowie fiir den Zusammenhang zwischen Diskontinuité-
ten von spezifischer Warme, c¢,, isothermer Kompressibilitidt, xp und Volumenaus-
dehnungskoeffizient S [vgl. Abschnitt 4.3] beim Phaseniibergang 2. Ordnung folgt
schlieflich

dp. _ Ac,
4.1
T TA6”| (4.18)
ov ov1?
A A— A—
O T Cp (9p +|: 8T p‘|

Die hier eingehenden Materialgréften sind i.d.R. gut experimentell zugénglich. Wenn
man sie in beiden Phasen messen kann, sind akkurate Aussagen iiber den Phaseniiber-
gang moglich. Analog ist das Ziel theoretischer Betrachtungen und von Computersi-
mulationen, diese Grofen zu berechnen®.

26Hzufig sind diese Grofen in Simulationen nicht direkt zugiinglich. Ein erfolgreicher Weg besteht
iiber die Linear response theory, bei der diese Grofen verkniipft werden mit geeigneten Korrelations-
funktionen von Fluktuationen.
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Beispiel fiir Phaseniiberginge 1. und 2. Ordnung: Supraleiter im Magnet-
feld. Supraleitung — das Verschwinden des elektrischen Widerstandes bei tiefen Tem-
peraturen — ist inzwischen in sehr vielen Materialien beobachtet worden und der Me-
chanismus gut verstanden (BCS-Theorie)?”. Fiir viele Metalle werden zwei Phasen-
iibergédnge beobachtet:

I. in Abwesenheit eines Mangetfeldes H, ein Phaseniibergang 2. Ordnung, unterhalb
einer kritischen Temperatur 7,, sowie

II. bei endlichem Magnetfeld und unterhalb von T, ein Phaseniibergang 1. Ordnung,
bei dem sich eine geringere kritische Temperatur, T.(H) < T.(0), einstellt bzw.
ein kritisches Magnetfeld (Koexistenzkurve) H.(T'), s. Abb. 4.8.

=
o B
= Type I c2 Type Il
2 .
5 = Normal
i} o
= ®

< | Mixture of
Be :.g normal and

B superconducting

c

Temperature Tc Temperature Tc

Abbildung 4.8: Typische Phasendiagramme fiir den Normalleiter-Supraleiter-
Ubergang. Das Beispiel im Text betrachtet nur Typ 1-Supraleiter. In einer Reihe von

Materialien (Typ 2) gibt es stattdessen 3 Phasen mit zwei Koexistenzkurven. Quelle:
Wikipedia

Wir berechnen nun die Koexistenzkurven. Dazu gilt es zunéchst, die thermodynami-
sche Variable zu identifizieren, die mit dem Magnetfeld, H, verkniipft ist. Dies ist die
Magnetisierung M, d.h. das mittlere magnetische Moment der Atome pro Volumen,
M =}, ¢ Wie wir aus Tab. 3.1 wissen, ist mit der Anderung der Magnetisierung
im Magnetfeld eine Arbeitsleistung

SW = HdM ,

verbunden, die zur Energiebilanz beitragt, genauso wie die Arbeit bei der Expansion
oder Kompression eines Gases, —pdV'. Dabei wéchst die Energie im System, wenn M
wichst?®. Die Analogie zwischen beiden Systemen kénnen wir wie folgt zusammenfas-
sen

p<+— —H
VM
gas- bzw. fliissige Phase <— normal- bzw. supraleitende Phase

qrc < gsn = T'(sy —sg) > 0.

27 Ausnahmen bilden nach wie vor die Hochtemperatur-Supraleiter.
28Im Gegensatz dazu wiichst die Energie bei einer Kompression, also Verringerung des Volumens.
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Phasentibergang 1. Ordnung: Mit diesen Analogien ergibt sich aus der Clausius-Clapeyron-
Gleichung (4.15) die Koexistenzkurve beim Phaseniibergang 1. Ordnung zwischen nor-
malleitender und supraleitender Phase (s. Abb. 4.8):

dHC(T) . gsN
= ——T<MNS_ AR (4.19)

Die Magnetisierungen in den beiden Phasen lassen sich in folgender Weise bestimmen.
In der normalleitenden Phase sind die Magnetmomente zufillig ausgerichtet und die
Magnetisierbarkeit — der Proportionalitatsfaktor zwischen Magnetisierung und Ma-
gnetfeld — gering, xy = My/H < 1. Der Zusammenhang zwischen dem externen Feld
H und dem Gesamtfeld im Material, B, ist aus der Elektrodynamik bekannt?’:

B=H+4rM = (1+4nx)H = uH

so dass My sehr klein ist und das Gesamtfeld in der normalleitenden Phase im we-
sentlichen mit dem externen iibereinstimmt, By ~ Hy. Anders ist die Situation im
Supraleiter: dort wird das Magnetfeld aus dem Material herausgedriickt (Meifiner-
Ochsenfeld-Effekt), und die Magnetisierung M, wird durch das externe Feld bestimmt:

1
O:BS:H+47TMS —)MS:—4—H.
s

Mit Einsetzen dieser Ergebnisse in die Koexistenzfeldgleichung (4.19) kénnen wir die
Ubergangswirme berechnen:

TH. dH.
dr  dT

gsN = —

Eine gute Néherung fiir das kritische Feld ist durch eine quadratische Temperatur-
abhéngigkeit gegeben, H.(T) = Hy[l — (Tl)?], so dass wir fiir die Ubergangswarme

erhalten
H?2 [(T\? T\?
— 0. (= 1— =
N = o0 (T) (T)

Daraus folgt insbesondere, dass bei der kritischen Temperatur, die H = 0 entspricht,
gsn = 0. Das heifit umgekehrt: in Abwesenheit eines Magnetfeldes liegt keine Dis-
kontinuitdt der Entropien in beiden Phasen vor; in diesem Fall kann also nur ein
Phaseniibergang 2. Ordnung auftreten.

Phasentibergang 2. Ordnung.

Hier interessiert uns die Diskontinuitdt der zweiten Ableitungen des chemischen Po-
tentials unterhalb der kritischen Temperatur, bei H = 0. Von Interesse ist vor allem
der Sprung der spezifischen Wirmen bei konstantem Magnetfeld, Acpy—o, beim Uber-
gang aus der normalleitenden in die supraleitende Phase, den wir analog zu Glg. (4.18)

29CGS-Einheiten



136 KAPITEL 4. THERMODYNAMIK IM GLEICHGEWICHT

berechnen kénnen, die wir noch einmal aufschreiben:

% _ dp. ov

T ~ar “arh
Cg — CN _ dH. oM B
T T=T.(H=0) CdT lu=0" OT lu=o
__dHC i(_ﬂ_0> ‘ —
dT 1H=00T 47 H=0
1 [dH, 2
T 4r { dr H:0:| ’ (4.20)

wobei wir die oben gefundenen Werte fiir die Magnetisierungen eingesetzt haben.
Glg. (4.20) ist die Rutgers-Formel fiir den Phaseniibergang zweiter Ordnung in ei-
nem Supraleiter bei H = 0.

Damit haben wir die wesentlichen Phénomene bei Phaseniibergéngen in Typ [-Supraleitern
diskutiert. Dariiber hinaus existieren Typ II-Supraleiter, die ein komplexeres Verhalten
zeigen, wie im rechten Teil von Abb. 4.8 angedeutet ist. Wegen der grofien technischen
Bedeutung von widerstandslosem Stromfluss wird seit vielen Jahren intensiv an neu-

en supraleitenden Materialien geforscht, insbesondere an solchen, die moglichst hohe
Sprungtemperaturen, T,, aufweisen.

4.6.4 Phaseniibergange vom \-Typ

Es gibt Phaseniibergénge, fiir die die Klassifikation nach 1. oder 2. Ordnung nicht
zutreffend ist. Dazu zihlt der Ubergang zum Bose-Einstein-Kondensat, der mitun-
ter auch als vom “A-Typ” bezeichnet wird, vergleiche Abb. 6.9 in Kapitel 6. Einige
Informationen dazu werden in Abschnitt 6.3.4 gegeben.

Weiterfiihrende Informationen zu Phaseniibergdngen und ihrer Klassifikation sind im
Kapitel 7 zusammengestellt.
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4.7 Chemisches Gleichgewicht. Massenwirkungsgesetz

In der Chemie ist der Stoffaustausch bei chemischen Reaktionen wie z.B.
N, +3Hy = 2NH;

von fundamentaler Bedeutung. Wir suchen die Anteile der Produkte (Endzusténde)
und Edukte (Anfangszustdnde) im Gleichgewicht. Wir definieren den stéchiometri-
schen Koeffizienten v; fiir die beteiligten Stoffe als Koeffizient vor dem chemischen
Symbol, wobei die Ausgangsstoffe (linke Seite) der Reaktionsgleichung willkiirlich ein
negatives Vorzeichen bekommen. Fiir das obige Beispiel haben wir also

V1:_17 N27
V2:_37 H27
1/1:2, NH3

Durch diese Wahl lasst sich jede Reaktionsgleichung als eine einfache Summe schreiben:

K
> A =0, (4.21)
=1

wobei die A; die beteiligten Stoffe bezeichnen (N, Hy, NHj).

Wir sind nun an den Gleichgewichtsverhéltnissen der Produkte und Edukte interes-
siert. Dazu betrachten wir fiir K Stoffe einen thermodynamischen Zustand abhéngig
von den Variablen T', p, N1, N, ..., Ng, N1, wobei Ny, die Teilchenzahl des Losungsmit-
tels bezeichnet. Fiir G(T,p, N1, Na, ..., N, Np) im chemischen Gleichgewicht gilt (x
sei die Reaktionsvariable. Diese bewirkt, zusammen mit den v;, dass die N; in den
richtigen Verhéltnissen verdndert werden, wie im Folgenden zu sehen.)

dNZ = l/z‘dx,
oG oG
a % Tp - ; aNz Tyvaj;éL .yi
i

K
= Z vipti =0, Chemisches Gleichgewicht (T, p=const)| (4.22)
i=1

Bemerkung: Bei mehreren Reaktionen gibt es mehrere z;.

Beispiel: Wasserstoff im Ionisationsgleichgewicht /Dissoziationsgleichgewicht wird durch
zwei Reaktionen charakterisiert:

e +p  =—H

-1 -1 1
He + fp = [H
fiir die Ionisation und
2H — H,
-2 1

2:U’H = KH,
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fiir die Dissoziation. Im chemischen Gleichgewicht miissen die Konzentrationen so vor-
liegen, dass beide Gleichungen simultan erfiillt sind.

Beispiel: Ideales Gas:
id _ id
' =kgTlne; +  O5(T,p)
———
Bindungsbeitriage

mit den Konzentrationen ¢; = %
Eingesetzt in Glg. (4.21) finden wir

1
nl|d=——= v, ®(T,
E =T ; (T, p)
=In Kid(T,p)

Damit kénnen wir das

k

H o' =K id Massenwirkungsgesetz

=1
formulieren.
Bemerkungen:

e Dieser Ausdruck gilt fiir ein klassisches ideales Gas. Fiir Fermionen oder Bosonen
ist er durch die entsprechenden Resultate fiir das chemische Potential zu ersetzen,
s. Abschnitt 6.2.

e Dariiber hinaus fehlen in dieser Betrachtung Wechselwirkungsbeitrage, die zu
Zusatzbeitragen aller Thermodynamischen Potentiale fithren. Fiir die chemischen
Potentiale bedeutet das die Ersetzung durch

pi = 4

Die Berechnung der Wechselwirkungsbeitrige stellt ein wichtiges aktuelles Pro-
blem der Statistischen Physik dar. Sind diese Ausdriicke gefunden, kénnen die
obigen Formeln, insbesondere Glg. (4.22), unverdndert benutzt werden. Eine ak-
tuelle Diskussion des Massenwirkungsgesetzes fiir dichte Plasmen mit Quanten-
und Wechselwirkungseffekten ist in Ref. [Bonitz and Kordts, 2025 zu finden®.

4.8 Aufgaben

1. Man untersuche den Gleichgewichtszustand eines idealen Gases im externen Feld.

(a) Das Gas befinde sich im Schwerefeld der Erde. Man berechne die Hohenab-
héngigkeit der Teilchendichte, n(z), und der Temperatur, T'(z), {iber dem
Meeresspiegel.

3040i:10.1002/ctpp.70001
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(b) Das Gas befinde sich im Oszillatorpotential %'[w?(x — x0)* + w,y’]. Man
berechne n(x,y) und T'(z,y)

(c) Man verallgemeinere das Resultat aus ii. auf eine Mischung aus 2 Gasen
mit my = 10mg; die Frequenz sei sortenunabhéngig.

2. Man untersuche das Ionisations-Dissoziations-Gleichgewicht von Wasserstoff als
Funktion von Temperatur und Dichte (Druck). Fiir die chemischen Potentiale
verwende man

ta = kpTlnn,A2, a=e,p, A2 = h/(2nmakpT)"?
y = kgTInngA} — kgTInZ™, b= H,H,,
Zt = Y gie Pk e Fio/ke T

)

Hier ist A, die thermische DeBroglie-Wellenldnge von Elektronen bzw. Protonen,
und Z™ bezeichnet die Zustandssumme der Bindungszustinde der Atome bzw.
Molekiile (¢ numeriert alle Energie-Figenwerte und g; deren Entartungsfaktor),
die durch den Beitrag des Grundzustandes (Eyy < 0) angenéhert werden soll.

i. Formulieren Sie die Bedingungen fiir das Ionisations-Dissoziations-Gleichgewicht
durch die chemischen Potentiale.

ii. Finden Sie daraus ein Gleichungssystem fiir die Dichten der Sorten n, =
N,/V und die Konzentrationen ¢, = N,/N. Fiir die Gesamtteilchenzahl
verwende man die Gesamtzahl aller Elektronen (fixiert), die entweder frei
oder in Atomen bzw. Molekiilen gebunden sind, N = N, + Ny + 2Ny, . Die
Gesamt-Elektronendichte ist entsprechend n = N/V.

iii. Man stelle qualitativ dar: die Isothermen c.(n), ¢y (n), cg,(n), sowie — fiir eine
fixierte Dichte n — die Temperaturabhéngigkeit der Konzentrationen und
untersuche den Tonisations- und Dissoziationsgrad (Anteil freier Elektronen
bzw. Anteil atomaren Wasserstoffs).

iv. Das vorliegende Modell eines partiell ionisierten Wasserstoff-Plasmas ver-
nachlassigt wesentliche Wechselwirkungseffekte und ist daher nur bei ge-
ringen Dichten n giiltig. Eine wesentliche Verbesserung kann erzielt werden
durch Beriicksichtigung der Coulombwechselwirkung in der inneren Energie
der geladenen Teilchen: U, + U, = 3kgT (N + N,) /24 Uips. Im Rahmen der
Debye-Approximation verwende man
Ut = —ke*N, mit k? = 47 (ne + n,)e? /kpT. Die Wechselwirkung fiihrt zu
einer Korrektur der chemischen Potentiale von Elektronen und Protonen.
Finden Sie diese und geben Sie das modifizierte Massenwirkungsgesetz an.

v. Berechnen Sie die Isothermen der Konzentrationen der einzelnen Sorten unter
Beriicksichtigung der Coulomb-Wechselwirkung. Diskutieren Sie die Gren-
zen dieses Modells. Was ist im Limes groffer Dichten zu erwarten?
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Kapitel 5

Statistische Mechanik Klassischer
Systeme

Motivation: Wir mochten nun Vielteilcheneigenschaften im Gleichgewicht mithilfe von
Wahrscheinlichkeitsverteilungen genauer untersuchen.

5.1 Quasiklassische Naherung
Ist der Entartungsparameter
X =nAj <1,
so ist der Uberlapp der Wellenfunktionen gering, und Quanteneffekte sind unerheblich.
Dann spielen auch Spineffekte, d.h. der Unterschied zwischen Fermi- und Bosestatistik,

keine Rolle. Quantengase werden wir separat in Kapitel 6 untersuchen.

Erinnerung 1: In der Formel ist Ay, = \/#W die thermische DeBroglie-Wellenlénge.

Erinnerung 2: Die klassische kanonische! Wahrscheinlichkeitsverteilung ergibt sich aus
der Hamiltonfunktion H = H(Q2) = H(r1,pP1, - TN, PN) -

5.2 Maxwell- und Maxwell-Boltzmann-Verteilung

In der klassischen kanonischen Verteilung finden wir also die Phasenraumdichte

1
P T, V,N) = e PO
( Y ) ‘/Y? ) Z(T’ ‘/" N) e )
mit der Normierung
1 ds)
=— | ——= P(;T,V,N 1

!Die grofikanonische Verteilung wird analog konstruiert. Zusétzlich werden noch verschiedene Teil-
chenzahlen zugelassen H — Hy, und je nach N hat Hpy unterschiedlich viele Abhéngigkeiten. In
Normierung und (anderen) Berechnungen von Erwartungswerten muss immer zusétzlich iiber N sum-
miert werden.

141
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und der kanonischen Zustandssumme

1 Q2
—BH(Q
Z(T,V,N) = N'/@M)we @)

Fiir ein klassisches System aus N identischen Teilchen hat die Hamiltonfunktion die
folgende allgemeine Form:

:ZQPm Z rz—{—ZW r; —r;)

=1 =1 1<J

Der erste Term beschreibt die kinetische Energie, T' = H,(p) = H,(p1, P2, -.-,PN),
der zweite die potentielle Energie durch ein externes Feld, V(r) = V(ry,ra,...,rn).
Der letzte Term, mit N(]\;_l) Beitragen, beschreibt die Wechselwirkung aller Paare von
Teilchen. Damit kénnen wir den Hamiltonoperator aufspalten in einen impulsabhén-

gigen und einen Koordinaten-abhéngigen Anteil:

H(Q) = Hy(p) + H.(r),

so dass wir im klassischen Fall®> die Phasenraumdichte als Produkt zweier Faktoren
schreiben konnen,

P(Q) = fn(p) - Wn(r).

5.2.1 Die Maxwell-Verteilung

Dabei haben wir zwei Grofen definiert: Die Impulsverteilungsfunktion ist gegeben
durch

fn(p) = / PNrP(Q)=Ce &

N PR
=[[Ce = =] (@),
i1 i=1
wobei sich f noch weiter faktorisieren lasst: f(p;) = f(piz)f(Piy)f(piz), da p; =

{pi,x7pi,yapi,z}- an
Wir finden nun die Normierungskonstante aus Glg. (5.1) durch Erweitern mit 83—N

11 3Ny o—BH: P . 57 plz
"Nz ) e C3NH dpiae™" 3 O dpzye e dpue o

Wir wahlen die Normierung so, dass jedes 1D-Integral normiert ist und berechnen C'
als

2 1
/dpeap = \/g — ol =\ 2mmkgT = py, .
R

2Beachte: in der Quantenmechanik ist das anders: die Beitrage kommutieren nicht, und es ist somit
keine Faktorisierung moglich!
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Der Impuls p,, wird auch als thermischer Impuls bezeichnet®. Wir finden also die
Impulsverteilung eines Teilchens als

1 2
flp) = W e Pim Maxwell-Verteilung

5.2.2 Die Maxwell-Boltzmann-Verteilung

Wir untersuchen jetzt, wie sich die kanonische Wahrscheinlichkeitsverteilung in An-
wesenheit eines externen Potentials V' (r) dndert. Weiterfiihrende Ergebnisse kénnen
besonders einfach erhalten werden, wenn wir die Wechselwirkungen vernachléssigen
und nur das externe Potential beriicksichtigen, also H,(r) = V(r). Das externe Po-
tential ist, (wie zuvor der Impuls) eine Grofe, die in gleicher Weise mit allen Teilchen
koppelt. Also konnen wir die Hamiltonfunktion als Summe von Einteilchen-Beitriagen
schreiben:
p;

N
H=> H;, mit Hlr;,p;)= oo+ V(r;)),  “Ein-Teilchen-Beitrag”
m
i=1

N
— P(p, r) = H f(pi, I'i) , it f(pi’ ri) — CV e*ﬁHi(Pz‘,ri) )
=1

Wir normieren nun die Ein-Teilchen-Verteilung:

d? p?
™

(27h)? 1 A3
= = 2
(2rmkgT)32 Vel — et — XV (5:2)

yeft — / dre PV (5.3)

Cy =

Vel in Glg. (5.3) bezeichnet dabei ein effektives Volumen, das ein Teilchen bei der
Temperatur 1/4 im Potential einnimmt und das mit der Stdrke und Reichweite des
Potentials zusammenhé&ngt. Der dimensionslose Parameter yy, Glg. (5.2), ldsst sich als
ein modifizierter Entartungsparameter auffassen, der den homogenen Fall y = Afh%
verallgemeinert. yy ist selbstverstindlich nicht invariant* unter Potentialverschiebun-
gen V. — V + ¢, dieser Beitrag kiirzt sich in der Wahrscheinlichkeitsdichte jedoch
wieder heraus.

Wir haben also die

p2 r
f(p,r) = xv e_ﬁ{mﬂ/( )} ,  Maxwell-Boltzmann-Verteilung(5.4)

d3r d3p
(27h)3
ist giiltig fiir nichtwechselwirkende klassische Systeme. Durch Integration von Glg. (5.4)

tiber p folgt direkt die Dichteverteilung, n(r), im externen Potential

gefunden, mit der Normierung [ f(p,r) = 1. Die Maxwell-Boltzmann-Verteilung

3Genau dieser Impuls geht ein in die thermische DeBroglie-Wellenlinge Ayy,.
4Wenn das Potential ein Minimum besitzt, ist die natiirliche Wahl der Koordinaten, den Ursprung
in das Minimum zu legen.
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—_— V(x)
n(x)

X

Abbildung 5.1: Die Dichteverteilung, die aus der Maxwell-Boltzmann-Verteilung folgt:
Die Dichten sind erhoht bei den Potentialminima. Diese ,,Schwankungen® sind stéarker,
je niedriger die Temperatur ist. Dieses Verhalten hatten wir bereits im Abschnitt 4.5.2
untersucht (gleiche Grafik wie in Abbildung 4.5).

n(r) = Ce PV

vgl. Abbildung 5.1. Dieses Ergebnis stimmt mit dem Resultat fiir die Stabilitét im ex-
ternen Feld tiberein, das sich aus dem chemischen Potential ergab (z.B. barometrische
Hohenformel), vgl. Abschn. 4.5.2.

5.3 Zustandssumme des klassischen idealen Gases im
externen Potential

Wir verallgemeinern nun unser bisheriges Ergebnis fiir ein homogenes ideales Gas auf
den inhomogenen Fall im Potential V' (r). Die Zustandssumme (Zustandsintegral) des
klassischen idealen Gases ist gegeben durch

i 1 [ &NrdVp Ly p? N
R e | Gl
=1

N N
_ vt / PreVo|
NUIAS | |V

Im thermodynamischen Limes, N! — (%)N, erhalten wir dann den Ausdruck
79T V,.N) = [2(T,0)]"

mit der ,Fin-Teilchen-Zustandssumme*
; ve 1 e 1
Zld T - = d3 —BV(r) = —
1 ( 7U) Ag,h V / re N Xv

Die Zustandssumme des N-Teilchen-Systems ist also vollstdndig durch die Eigenschaf-
ten der einzelnen Teilchen bei einer endlichen Temperatur bestimmt. Aus Z'¢ folgen
schliefslich alle thermodynamischen Funktionen nach den bekannten Formeln.
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5.4 Gleichverteilungssatz und Virialsatz

Wir leiten zunéchst den Gleichverteilungssatz der statistischen (klassischen) Me-
chanik her. Dazu betrachten wir ein /N-Teilchen-System wobei jedes Teilchen die Frei-
heitsgrade {r;, p;} mit i,k = x,y, z habe.

5.4.1 Der Gleichverteilungssatz

Wir beweisen folgenden Gleichverteilungs-Satz: Unter der Voraussetzung, dass al-
le Freiheitsgrade quadratisch in H(r,p) eingehen®, liefert jeder Freiheitsgrad einen

mittleren Energiebeitrag von kgT

Beweis: Der Erwartungswert im kanonischen Ensemble

(5% ),

wobei & € {71z, .oy "Nz, Play -, PNz}, €XEIDE

U [ e OH) o
<5‘8@> ZKN!/ PG =g e =

_ 1 /dsNQg 1 EG_BH(Q) _ Nachrechnen mit Kettenregel
ZEN! Z B) & Als néchstes: partielle Integration
kgT 1

B 5}{ N /d6NQ e = kT

=ZK

Dies ist ein bemerkenswertes Resultat, da es fiir einen beliebigen Hamiltonian gilt,
unabhéngig von der Form des Potentials und auch unabhéngig davon, ob Wechselwir-
kungen vorliegen. Wir schreiben das Ergebnis daher noch einmal auf:

<51 a§1> — kT . (5.5)

Im Folgenden betrachten wir den Spezialfall aus der Formulierung des Theorems,
dass die Hamiltonfunktion von der Form H(r,p) = ar? + bp? ist. Dann folgt sofort
0, H = 2H,, wobei H, entweder den Orts- oder den Impulsanteil (eine kartesische
Komponente) der Hamiltonfunktion bezeichnet. Damit haben wir also gefunden, dass
in diesem Fall

kT = <§Z 96, > = 2(H¢, )k, (5.6)

gilt. Also liefert der Freiheitsgrad &; einen Energiebeitrag von kBT . Dies gilt sowohl fiir

die Potentialbeitrage als auch fiir die kinetische Energie, wobei letzteres auch weiterhin
gilt, wenn das Potential nicht mehr quadratisch ist.

Bemerkungen:

®Das System befindet sich also in einem Oszillatorpotential.
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e Der Beweis wurde im kanonischen Ensemble gefiihrt. Er verlauft identisch auch
im grofikanonischen Ensemble.

e Das Ergebnis lasst sich auf nichtquadratische Potentiale erweitern. Dazu betrach-
ten wir ein Potential der Form

V(r;)) =ar®, meZ,

7

wobei ¢ die kartesische Komponente bezeichnet. Das Resultat (5.6) wird dann in
folgender Weise abgewandelt:

ria—H =mV(r;),

a’f’i
1
m

Das heifst, die mittlere potentielle Energie im Freiheitsgrad “i” ist um einen Faktor

m kleiner als kgT'. Fiir ein Oszillatorpotential ergibt sich wieder kgT'/2.

5.4.2 Das Virialtheorem

Die letzte Beobachtung machen wir uns im Folgenden zu Nutze. Zunéchst betrachten
wir den Ausdruck

N

0H

7

der als Virial der Krafte bezeichnet wird®. Wie wir eben gesehen haben, lisst sich der
thermodynamische Erwartungswert des Virials (oder einzelner Summanden) durch die
Temperatur ausdriicken. Diesen Befund kénnen wir verallgemeinern und kompakt zu-
sammenfassen zum

Virialtheorem: Sei die Hamiltonfunktion eines nicht-wechselwirkenden Systems ge-
geben durch

N 2

HO) = 7(P) + V(R = - { B2+ vitn |

k=1
V o My My, mg,
w(Tr) = o, " QY a2y,

Aus dem Gleichverteilungssatz folgt damit fiir die mittlere kinetische und potentielle
Energie von Teilchen “k™:

kgT
<Tk> =3 % )
1 1 1
<‘/k> = { -+ + }kBTEmkll{?BT,
my, mky my,

5Der Begriff wurde von R. Clausius eingefiihrt.
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und damit schlieflich das Virial-Theorem fiir ein Teilchen bzw. das Gesamtsystem

S
=

WE
5]
I
N W N w
WE
S
z.
=

;‘T
—_
;‘T
—_

Fiir praktische Anwendungen wichtig ist die Moglichkeit, einen Erwartungswert (der
z.B. schwierig messbar oder berechenbar ist) durch einen anderen auszudriicken. Dies
ist ein weitgehend allgemeingiiltiges Resultat, da die Klasse der zugelassenen Potentiale
sehr breit ist und auch Unterschiede fiir die einzelnen Teilchen zugelassen sind. Wir
nennen einige Beispiele:

e Isotropes parabolisches Potential fiir alle Teilchen, d.h. my, = my, = my, = 2.
Dann ist m, " = 2 und (T},) = (V4), fiir alle k.

e Anisotropes Potential: my, = my, = 4 ,my, = 2. Dann ist m,;l = 1 und
(Ty,) = 3(V4), fiir alle k. Beispiele fiir solche Dipol-Quadrupol-Potentiale sind
Penning- oder Paulfallen, die derzeit eine grofte Rolle in der Atom- und Ionen-
physik spielen.

5.5 *Das nichtideale klassische Gas

Wir wenden uns jetzt wieder klassischen Vielteilchensystemen in der Gasphase zu. Bis-
her hatten wir die statistischen und thermodynamischen Eigenschaften des idealen Ga-
ses detailliert diskutiert. Dies ist allerdings ein Modell, das nur in bestimmten Grenzen
Giiltigkeit besitzt. Der Grund ist natiirlich, dass zwischen Gasatomen bzw. -molekiilen
Wechselwirkungskréfte wirken, die einen z.T. erheblichen Einfluss auf die thermodyna-
mischen Eigenschaften besitzen. Die Methoden, die wir kennengelernt haben, sind sehr
gut geeignet, den Einfluss dieser Effekte ndherungsweise zu berticksichtigen. Im Falle
starker Wechselwirkung sind die Methoden der Wahl dagegen Computersimulationen.

5.5.1 Einfiihrung. Nichtidealitatsparameter

Die Abweichung eines Systems vom idealen Gas lasst sich in einfacher Weise quantifi-
zieren. Dazu gehen wir aus von einem allgmeinen Hamiltonian

N
H:ZHZ+ Z w(ri—rj),
i=1

1<i<j<N

_

H;
2m

+ V(r;), idealer Anteil, (5.8)

wobei die Summe mit den Wechselwirkungs-Beitrdgen die Abweichung vom idealen
Gas bestimmt. Durch ihr Auftreten erhélt die innere Energie einen zusétzlichen Wech-
selwirkungsbeitrag (wir bezeichnen ihn mit “int” fiir interaction), und analoge Zusatz-



148 KAPITEL 5. STATISTISCHE MECHANIK KLASSISCHER SYSTEME

Beitrige tauchen in allen anderen thermodynamischen Funktion auf’:

3
U = ENI{?BT + Uint[w] y

p = nkgT + pint[w],
p=kpTInx + ping[w],

und so weiter.

Die Stérke der Wechselwirkung, in Relation zur Energie des idealen Gases, wird héu-
fig durch den dimensionslosen Nichtidealitdtsparameter (oder Kopplungsparameter)
abgeschétzt,

[(w)]
ShpT

I':= (5.9)

wobei der Nenner die mittlere kinetische Energie pro Teilchen und der Zéhler die mitt-
lere Wechselwirkungsenergie pro Teilchen angibt. Haufig ist eine sinnvolle Abschitzung
fiir letztere gegeben durch (w) ~ w(a), wobei a = (|r;;|) der mittlere Teilchenabstand
ist®. Der Kopplungsparameter (5.9) erlaubt es, verschiedene Phasen des Vielteilchen-
systems qualitativ zu unterscheiden:

e Fir I' < 1 verhélt sich das System wie ein ideales Gas.

e Fiir I' < liegt ein schwach/moderat nichtideales Gas vor. Dieser Bereich lésst
sich i.a. mit Methoden der Stérungstheorie untersuchen.

e Fir I' > 1 andert sich das Verhalten qualitativ: es setzt eine langreichweitige
Abhéngigkeit der Teilchen von einander ein. Das Verhalten dhnelt dem einer
Fliissigkeit oder sogar dem eines Kristalls.

e Ob die Uberginge zwischen unterschiedlichem Verhalten abrupt passieren, al-
so ob ein Phaseniibergang vorliegt, héngt von der Art der Wechselwirkung ab.
Ein Phaseniibergang zum Kristall tritt insbesondere in Systemen mit Coulomb-
Wechselwirkung (Plasma, Elektronengas im Metall, Elektronen-Loch-Plasma in
Halbleitern etc.) auf. Der kritische Wert? ist von der GréRenordnung T, & 100
und unterscheidet sich je nach Dimensionalitdt und Geometrie des Systems, s.
z.B. Ref. |Bonitz et al., 2010a].

e Das Konzept eines dimensionslosen Kopplungsparameters liasst sich auch auf
Quantensysteme ausdehnen. Der Hauptunterschied dort ist, dass die mittlere
kinetische Energie durch den relevanten Quanten-Ausdruck zu ersetzen ist'°.

"Die Grundannahme ist, dass beide Beitrige additiv sind, was fiir klassische Systeme gerechtfertigt
ist. Fiir Quantensysteme hingegen kann die Wechselwirkung auch die kinetische Energie modifzieren.
8Die Linge a wird hiufig auch als Wigner-Seitz-Radius bezeichnet. In einem homogenen System
ilt L =v =443
gilt - =v=a’.
9Hier spielt I' die Rolle eines Ordnungsparameters.
10, B. fiir Fermionen bei tiefen Temperaturen durch die Fermi-Energie, s. Abschn. 6.2.7
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5.5.2 Virialform der Zustandsgleichung. Klassische Simulatio-
nen

In diesem Abschnitt widmen wir uns realen Gasen mit beliebiger Form und Stér-
ke der Wechselwirkung. Fiir klassische Gase ist dann nur eine numerische Behand-
lung moglich, die allerdings nahezu exakt durchgefiihrt werden kann (abgesehen von
statistischen Fehlern, die sich aber z.B. durch Vergrofserung der Simulationsbox sy-
stematisch reduzieren lassen). Die Standard-Simulations-Methoden fiir thermodyna-
mische Eigenschaften sind Molekulardynamik oder Metropolis-Monte Carlo'!, s. z.B.
[Bonitz and (eds.), 2006, Bonitz et al., 2010b]. Diese Simulationen sind partikel-basiert,
d.h. es werden N Teilchen in einem vorgegebenen Volumen simuliert, fiir die die ther-
modynamischen Funktionen berechnet werden. Dies ist fiir die innere Energie trivial,
da nur die Hamiltonfunktion (5.8) zu berechnen ist. Zusétzlich muss noch eine Mit-
telung tiber das Ensemble (mit der entsprechenden kanonischen Wahrscheinlichkeits-
verteilung) durchgefiihrt werden. Fiir den Vergleich mit Experimenten ist allerdings
die innere Energie nicht vorteilhaft. Stattdessen lésst sich z.B. die Zustandsgleichung
(der Druck) direkt messen. Ein Simulationsergebnis fiir den Druck ist natiirlich — im
Prinzip — mit Hilfe der bekannten thermodynamischen Relationen durch Differentation
der inneren Energie zu erhalten. Deutlich vorteilhafter und genauer ist allerdings die
Virialform der Zustandsgleichung, der wir uns im Folgenden zuwenden.

Beitrag der Gefifswand zum Virial. Unser Ziel ist die Berechnung des Drucks aus
dem Virialsatz. Der Druck der Teilchen ist homogen im ganzen System (Stabilitét)
und damit auch an der Wand. Er ist verkniipft mit der Reflexion von Teilchen an der
Wand, die wir simulieren durch ein kurzreichweitiges repulsives Potential, V,,, das also
an der Wand einen steilen positiven Peak besitzt. Dieses Potential iibt auf ein Teilchen

“" in Wandnéhe eine Kraft, F;,, aus, die es weg von der Wand treibt,
OV . .
o —F;, = +F,;, Kraft von T. i auf die Wand,
r;

(dF ;) = pdA, mittlere Kraft aller Teilchen auf Flachenelement dA |

das heifst, ein beliebiges Teilchen iibt eine Druckkraft F,,; auf die Wand aus, die im
Mittel zu einem Druck p aller Teilchen auf ein Flachenelement dA fiihrt. Das Virial
(5.7) dieser Wandkraft erhalten wir durch Summation iiber alle Teilchen in Reichweite
des Potentials (also an der Wand), was wir in ein Oberflachenintegral mit der Flachen-
Normale n iiberfiihren kénnen

N
Zri% :pj{ r-ndA=
= O ov
—p/dVdivr—SpV,
v

wobei wir den Gaufsschen Satz angewendet haben.
Jetzt betrachten wir das Virial der gesamten Hamilton-Funktion (5.8), die wir durch

"Eine detaillierte Einfiihrung wird in der Vorlesung “Computersimulationen I” gegeben.
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das Wandpotential erweitern, H — H + V,,,

(Son ) =am o (3o 2 4 1S Tt ) -

i=1 i=1 z‘;éj

=3pV + <Z r; ovir > Z <r13 ey w (T — I'JD> , (5.10)

= zsﬁj

wobei wir im letzten Term beriicksichtigt haben'?, dass in der Summe jeder Abstand
ri; zweimal auftritt. Nach dem allgemeinen Gleichverteilungssatz, Glg. (5.5), ist der
Beitrag des gesamten Hamiltonians, links in Glg. (5.10), gleich 3NkgT, so dass wir
das folgende Endresultat fiir die Zustandsgleichung finden

2 1 N 8V(rz)
pV = §Ekin 3 <Zrz or; > 6 Z (rij O w(lrs — 150)) -

=1 z;éj

Der erste Term reproduziert den uns bereits bekannten Zusammenhang zwischen
Druck und Dichte der (kinetischen) Energie. Die folgenden Terme sind die Korrek-
turen durch ein externes Potential bzw. die Wechselwirkung zwischen den Teilchen
und lassen sich als Arbeit externer Kréfte bzw. der Wechselwirkungskrifte zwischen
den Teilchen interpretieren'.

5.5.3 Zustandssumme des nichtidealen Gases.
Konfigurationsintegral

Wir kehren nun zurtick zur kanonischen Zustandssumme fiir die volle Hamilton-Funktion
(5.8) und nutzen wieder die Faktorisierung der Wahrscheinlichkeitsverteilung in einen
impulsabhéngigen und einen ortsabhéngigen Anteil, P(Q2) = fy(p)wn(r). Als Resultat
der Impuls-Integration erhalten wir einen Faktor A,? fiir jedes Teilchen und damit

vy
1 - r r
Q(T,V,N) = TR /d3Nre Ava(ri..tn) (5.11)
wobei () das Konfigurations-Integral bezeichnet'* und wir die Gesamt-Potentielle Ener-

gie eingefiihrt haben, Vi(r) = Z V(r;) + > w;j, sowie die Abkiirzung w;; = w(r;;) =
1<J
w(lr; = ry)).

Konfigurations-Integral des homogenen Gases. Fiir den Fall V' = 0 lasst sich
das Integral (5.11) weiter vereinfachen:

Q(T,V,N) VN/d3N []e (5.12)

1<j

Dieses Resultat ist ein guter Ausgangspunkt fiir Storungsentwicklungen.

12 Aufgabe: man fiihre die einzelnen Schritte durch.

I3Man demonstriere das und untersuche insbesondere, wann diese Kriifte den Druck erhthen bzw.
absenken.

14Wir haben es dimensionslos gewihlt, was zu dem zusitzlichen Faktor V¥ in der Zustandssumme
fiihrt.
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5.5.4 Zustandssumme bei schwacher Nichtidealitat.
Paarkorrelationsfunktion
Die Paarwechselwirkung in Gasen ist typischer Weise repulsiv (positiv) bei kleinen

Absténden und attrativ (negativ) bei grofen'® und verschwindet mit r;; — oo. In
einem charakteristischen Abstand r( liegt ein Minimum der Tiefe Uy = w(rg) vor.

Paarverteilung und Paar-Korrelationsfunktion. Die Form der Funktion w(r)
bestimmt die Abstandshéufigkeit von Teilchen des Gases. Diese wird als Paarverteilung
bezeichnet !

g(r) = e 0 = ¢(r) + 1. (5.13)

In einem nicht-wechselwirkenden System ist natiirlich g(r) = 1, d.h., beliebige Ab-
stéande zweier Teilchen sind gleichwahrscheinlich und daher ¢ = 0. Die Funktion ¢(r)
beschreibt daher die Abweichung vom nicht-wechselwirkenden Fall und wird i.d.R. als
Paar-Korrelationsfunktion bezeichnet.

Im Folgenden betrachten wir den Fall endlicher aber schwacher Wechselwirkung. Das
Kriterium dafiir lautet hier

'~ BlUy| < 1, schwach wechselwirkendes Gas
9i(r) = 1 — Pwyy,

Cij(r) ~ —ﬁwij )

Wir setzen jetzt ¢;; in Glg. (5.12) ein und nutzen, dass ¢ klein ist:

Q(T,V,N) = %/dwrn(u%) =

1<j

= %/dgNT{l—FZCU—FO(CQ)} =
1<j
VN2N(N -1
=1+ VN ( 9 )/dSTidsT’j {Ci]’ +O(62)} =

N(N

Q—V_l)/dgr {c(r) + O(FQ)} ,

wobei wir im letzten Schritt zu Relativ (r)- und Schwerpunkt (R)-Koordinaten iiberge-
gangen sind und die R-Integration ausgefiihrt haben (sie gibt V). Mit der Abkiirzung

a(T) = /d% c(r) = 4r /OOO drr?c(r) ~ —473 /OOO drr?w(r), (5.14)

folgt schlieklich fiir das Konfigurationsintegral und die Zustandssumme bei schwacher
Kopplung

=1+

Q(T,V,N) =1+ %a(T) +0(T?),

Z(T,V,N) = % (A%)N {1 + %a(T) + O(FQ)} .

15Fin typisches Beispiel ist das Lennard-Jones-Potential.
6Das explizite Resultat, Glg. (5.13) ist eine Niherung, die auch als binire Stofapproximation
bezeichnet wird. Sie gilt, wenn der Einfluss dritter Teilchen auf den Paarabstand gering ist.
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Zustandsgleichung eines Gases mit schwacher Wechselwirkung. Wie bisher,
sind mit der Zustandssumme alle thermodynamischen Eigenschaften bekannt. Wech-
selwirkungskorrekturen lassen sich dabei allein durch den Korrelationsparameter (5.14)
ausdriicken. Wir illustrieren dies am Beispiel der Freien Energie und der Zustandsglei-
chung.

N
F(T,V,N) = —NkpTIlnZ = —NkgT (1 +ln Aig) — kT {1 + THa(T)} ,
th

prv,N)=oF| kel O

VL = {Nlnv+ln [1 n %am”
kT [1 B a(T)} |

v 2v

wobei wir in der letzten Zeile den Logarithmus fiir kleine Abweichungn um 1 entwickelt
haben. Der erste Term ist der Druck des idealen Gases und der zweite gibt den Ein-
fluss der Wechselwirkung an. Aus Glg. (5.14) ist klar, dass bei dominant attraktiver
Wechselwirkung w < 0 und damit a > 0 ist und der Druck abnimmt. Umgekehrt fiihrt
eine repulsive Wechselwirkung zwischen den Teilchen zu einer Zunahmes des Druckes
im Vergleich zum idealen Gas.

5.6 Aufgaben

1. Fir ein relativistisches klassisches ideales Gas berechne man

(a) die kanonische Zustandssumme

(b) Man betrachte insbesondere i) den schwach relativistischen, sowie ii) den
ultrarelativistischen Grenzfall.

(c) fur ii) berechne man die Freie Energie, den Druck, die Entropie und die
innere Energie



Kapitel 6

Statistische Mechanik von
Quantengasen

6.1 Quantengase mit Spin. Besetzungszahl-Darstellung

Wir kehren jetzt zuriick zur Berechnung der Zustandssumme eines Vielteilchensystems.
Im Kapitel 2 hatten wir bereits eine quantenmechanische Rechnung fiir ein ideales
Gas durchgefiihrt. Dabei hatten wir schwache Entartung vorausgesetzt, y < 1. Dies
hatte allerdings nur den Grund, dass die Rechnung keine Spinstatistik beriicksichtigt,
was bei geringem Uberlapp der Wellenfunktionen der einzelnen Teilchen gerechtfertigt
ist. Diese Einschrankung lassen wir jetzt fallen, damit wir Vielteilchensysteme von
Fermionen und Bosonen beschreiben kénnen.

6.1.1 Einfiihrung. Beispiele

Fermionen: e Vielteilchensysteme aus Elektronen, insbesondere in Festkorpern,
in dichten Plasmen

Elektronen in Mehrelektronen-Atomen

Protonen, Neutronen in Kernen

Quarks im Quark-Gluon-Plasma

Antimaterie (z.B. am CERN erzeugte: Positronen, Antiprotonen)

Bosonen: e Helium 4-Atome: Suprafluiditit (Kapitza, Landau, Bogolyubov u.a.)

e Kalte Gase aus Bose-Atomen (Nobelpreis 2001 fiir Ketterle, Cornell und
Wiemann)

e “Composite bosons”: Cooperpaare (Elektronenpaare), Exzitonen in Festkor-
pern

153
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6.1.2 Symmetrische und Antisymmetrische Vielteilchen-Zustinde.
Spinstatistik-Theorem

Wir betrachten ein ideales Quantengas aus N identischen Teilchen (identische Massen
und Spins, m; = m, s; = s), die einen additiven Hamiltonian besitzen,

+U(r), (6.1)

I A . P2
H = hi7 h’L: -
% 2

mit einem beliebigen Einteilchenpotential U.

Einteilchenproblem: Alle Einteilchen-Hamiltonians besitzen dieselben Eigenzustéin-
de',

Ao =eale), 1=1,2,..., a<e<..., |o)eH, (6.2)

die einen Einteilchen-Hilbertraum aufspannen und nach ihren Energie-Eigenwerten ge-
ordnet sind. Die Quantenzahl [ = (p;, 0;) enthélt Impuls und Spinprojektion.

N-Teilchenproblem: N Teilchen, die durch den Hamiltonian (6.1) beschrieben wer-
den, verteilen sich auf die Orbitale |¢;), Glg. (6.2). Das N-Teilchen-System ist da-
mit durch den Satz von Quantenzahlen j = {ji,j2...jn} charakterisiert, mit der
N-Teilchen-Wellenfunktion

W) =W, ) €eHy=H @H; - @ Hy,

N
H|U;) = Ej|U;), E;j=) ¢

Ji=1

Symmetrie von Wahrscheinlichkeitsdichte und Wellenfunktion. Auf den er-
sten Blick hat es den Anschein, als konnte jedes Teilchen sein Orbital mit der Quanten-
zahl j; unabhéngig von allen anderen einnehmen (das System ist als nicht-wechselwirkend
angenommen). Es zeigt sich aber, dass das nicht der Fall ist und hier wichtige Un-
terschiede fiir Fermionen und Bosonen existieren. Dazu betrachten wir zunéchst die
Permutationssymmetrie.

Beispiel: Permutation zweier Teilchen. Wir betrachten zur Illustration das Bei-
spiel, dass im N-Teilchen-Zustand |¥;) das Teilchen mit der Nummer k£ das Orbital
Jr einnimmt und Teilchen Nummer [ das Orbital j;. Jetzt betrachten wir einen an-
deren Zustand, |W’), der sich von |¥;) nur dadurch unterscheidet, dass Teilchen I
(Teilchen k) jetzt das Orbital k (I) einnimmt. Wegen der Ununterscheidbarkeit der
Teilchen sollte das keine messbaren Konsequenzen haben, insbesondere sollten beide
Wahrscheinlichkeitsdichten identisch sein, d.h.

(W5 W5) 7 = (W1 W)) 2,
W) = Pul¥;) = £|V;),

wobei der Permutationsoperator Py in Glg. (6.4) die Wirkung hat, den Platz von
Teilchen k& und ! im N-Teilchen-Zustand auszutauschen. Dadurch bleibt natiirlich die

! Als Beispiel betrachte man N Teilchen im Oszillator-Potential
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Norm, Glg. (6.3) invariant. Dass bedeutet, dass sich die Zustinde |¥;) und [W}) nur
durch ein Vorzeichen unterscheiden kénnen?, s. zweite Glg. (6.4). Diese Permutations-
eigenschaften lassen sich direkt of N-Teilchen ausdehnen?.

Spinstatistik-Theorem: Das positive Vorzeichen in Glg. (6.4) wird realisiert fiir
Bosonen (Teilchen mit ganzzahligem Spin, s = 0,1,2,...) und das negative fiir Fer-
mionen (halbzahliger Spin, s = 1/2,3/2,...). Dieses Theorem wurde von Pauli und
Fiertz bewiesen®.

Dieser kleine Unterschied im Vorzeichen in Glg. (6.4) fithrt zu dramatischen Unter-
schieden in den Eigenschaften von Fermionen und Bosonen, wie wir in den Abschnitten
6.2 und 6.3 sehen werden.

Besetzungszahl-Darstellung. Die Unterschiede in den beiden Zusténden |V¥;) und
|W’) sind offensichtlich irrelevant fiir messbare Groken. Was beide gemeinsam haben,
ist die Zahl der Teilchen in den Orbitalen mit den Quantenzahlen j; und j;. Dies legt
eine neue Darstellung der N-Teilchen-Zustdande nahe, bei der von der (irrelevanten)
“Identitat” der Teilchen abstrahiert und stattdessen nur die Zahl n; aller Teilchen, die
sich in Orbital j; befinden, gezédhlt wird. Diese Zahlen n; = 0,1,2,... N nennt man
die Besetzungszahlen (der 1-Teilchen-Orbitale |¢;)).

Die Besetzungszahl-Darstellung erweist sich als physikalisch korrekt und gleichzeitig
effizient fiir die statistische Mechanik und Thermodynamik von Bosonen und Fermio-
nen. Dafiir kommen wir ohne detaillierte Kenntnis der Zustinde aus. Wir ben6tigen
lediglich die Teilchenzahl und N-Teilchen-Energie, die sich durch die Gesamtheit der
Besetzungszahlen, {n,} = {ny,ny, ...} ausdriicken lassen:

N=> n,, (6.5)
p=1

Ej = Ej17j27-~-jN = Z €p Tp - (66)
p=1

Man beachte, dass es i.a. unendlich viele Einteilchenorbitale gibt, {iber die zu summie-
ren ist, obwohl wir nur N Teilchen im System haben, die nur N Orbitale besetzen (die
restlichen n, sind gleich Null).

6.1.3 Statistische Mechanik in der Besetzungszahl-Darstellung.
Groftkanonischer Dichteoperator und Zustandssumme

Mit der Besetzungszahl-Darstellung finden wir sofort die kanonische Zustandssumme:

> n,=N, (6.7)

2Man kann zeigen, dass Py hermitesch ist und daher reelle Eigenwerte besitzt. Dadurch ist in
Glg. (6.4), die ein Eigenwertproblem von Py darstellt (natiirlich kommutiert P mit H und besitzt
daher dieselben Eigenfunktionen), nur der reelle Koeffizient (Eigenwert) 41 moglich.

3Details werden in der Wahlfach-Vorlesung “Theoretische Physik” bzw. in der Vorlesung “Quan-
tenstatistik” behandelt

4Der Beweis erfordert Methoden der relativistischen Quantentheorie.

ZK(T,V,N) Ze By Emt

{np}
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wobei wir im zweiten Teil das Resultat (6.6) verwendet haben und die Summe {iber
alle Besetzungszahl-Kombinationen lauft, die die Nebenbedingung (6.5) erfiillen. Diese
Nebenbedingung bauen wir jetzt explizit in die Zustandssumme (6.7) ein:

ZK(T,V,N) ZA(N an> raem (6.8)

{np}

mit dem Kronecker-Symbol A(z) = 1, fiir x = 0 und A(x) = 0 sonst.
Die Form (6.8) erweist sich als sehr vorteilhaft fiir die Berechnung der grofkanonischen
Zustandssumme, zu der wir jetzt iibergehen.

Grofikanonische Zustandssumme. Wir verwenden das Resultat aus Abschnitt
3.6.2, in das wir den Ausdruck (6.8) einsetzen:

Z9T,V,p) =Y "N ZK(T,V,N) =

N=0
_ Z i A (N _ an> eﬁuN 675;?::16;)7“7 ‘
{np} N=0 P

Hier wird iiber alle méglichen Kombinationen von Besetzungszahlen {n,} summiert,
wobei alle moglichen Gesamtteilchen-Zahlen N auftreten. Die innere Summe ist dabei
nur fiir ein einziges N von Null verschieden, fiir das N = Zp n,, erfiillt ist. Damit kann
diese Summe ausgefiihrt werden, und wir erhalten

e

B Z (h—ep) np
2TV = 30 A
{np}

_ Z Z Blu—e)nr | Blu—e)na ,

ni n2

wobel wir berticksichtigt haben, dass die Summe iiber {n,} eine unabhéngig Summati-
on iiber alle einzelnen Besetzungszahlen bedeutet und wir die Summe im Exponenten
als ein Produkt von Exponenten umschreiben kénnen. Jeder dieser Exponenten wird
dabei nur von einer einzelnen Summe erfasst, so dass der Ausdruck als ein Produkt
geschrieben werden kann;

ZOTV.) =[] 6T Vi),  mit G(T,V,p) = Ze nwme - (6.9)

Damit haben wir die grofkanonische Zustandssumme identischer Quantenteilchen mit
Spin gefunden. Sie ist in Glg. (6.9) dargestellt als ein Produkt von Beitrégen ¢, aller
Einteilchen-Orbitale |¢,) mit der Energie €,, wobei tiber alle moglichen Besetzungs-
zahlen n, des Orbitals summiert wird.

Groftkanonisches Potential. Das grofkanonische Potential folgt wie bisher aus der
Zustandssumme (6.9):

AT V,p) = kT Z9(T,V,p) = —kpT Y I (,(T,V, 1), (6.10)

p



6.1. QUANTENGASE MIT SPIN. BESETZUNGSZAHL-DARSTELLUNG 157

und ergibt sich hier als Summe aller einzelnen Orbitalbeitrage.

Groftkanonischer Dichteoperator. Unser bisheriges Resultat fiir den Grofskanoni-
schen Dichteoperator, bleibt in Operatorform unveréndert,

eﬁ(H‘N_I:I)

(T, V, 1) = —————
p ( ) 7/’6) ZG(T, V, ILL) )

allerdings dnderst sich die Matrixform. Bisher hatten wir dafiir N-Teilchenzustédnde

mit den Quantenzahlen j = (j1, jo, ... jn) sowie ein vorgegebenes N verwendet, fiir die

sich eine Diagonalmatrix ergab, mit den Diagonaleintrigen pr(T, Vi) = (2971 exp{B(uN—
Eﬁv)} In der Besetzungszahl-Darstellung geht die Dichtematrix direkt iiber in (sie

bleibt diagonal)

BZ(# €5)1p

H@(T V) (6:11)

p{np} (T v /L)

wo der Mikrozustand durch die Gesamtheit der Besetzungszahlen, {n,} bestimmt ist.
Thermodynamische Erwartungswerte lassen sich mit den Resultaten fiir die grofkano-
nische Dichtematrix (6.11) und die Zustandssumme (6.9) leicht berechnen. Die Obser-
vablen miissen dabei aber durch die Besetzungszahlen ausgedriickt werden. Als Beispiel
betrachten wir die mittleren Besetzungszahlen und die mittlere Teilchenzahl.

Erwartungswerte der Besetzungszahlen. Die mittlere Besetzungszahl von Orbital
|¢p) im grofskanonischen Ensemble folgt aus

<np>G(T7 V7 M) = Z Ny p?ﬁp}<T7 V? M) =
{np}
Zn eBrp(u—ep) . H Cp

DFDp

S 116

Np DFD
Jln gp (Ta V, :u)
o TV’

= kgT (6.12)
wobei wir im Zahler und Nenner den Faktor mit p = p separat aufgeschrieben ha-
ben. Die Beitrége aller Faktoren (5 mit p # p in der zweiten Zeile kiirzen sich, und
es verbleibt nur der Beitrag der reduzierten Zustandssumme desselben Orbitals, ¢,
Glg. (6.12).

Analog berechnen wir die mittlere Teilchenzahl im System unter Verwendung von
Glg. (6.10) geméf den Standardausdriicken fiir das grofskanonische Ensemble

OUT, V, 1) ’
ou TV

_an (T,V,pu) = N.

_ kBTZ dln CP(TJ ‘/7 ,u)

<N>G(T7 ‘/7 M) - = 0,u TV =

Die mittlere Teilchenzahl stimmt, wie zu erwarten war, mit dem Eigenwert N von N
iiberein. In gleicher Weise lassen sich die Erwartungswerte und Fluktuationen anderer
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thermodynamischer Gréften berechnen.

Alle bisherigen Resultate gelten gleichermafien fiir Fermionen und Bosonen. Wir wer-
den in Kiirze sehen, dass der einzige wesentliche Unterschied zwischen beiden in den
moglichen Werten der Besetzungszahlen liegt. Fiir die Fermionen gilt dabei das Pauli-
prinzip, wahrend fiir Bosonen andere Quanten-Vielteilcheneffekte, wie Bose-Einstein-
Kondensation und Suprafluiditat auftreten.

6.2 Fermistatistik

Wir beginnen die Untersuchung der Thermodynamischen Eigenschaften von Teilchen
mit Spin mit dem Fall halbzahligen Spins. Dieser fiihrt — wie wir am Beispiel zwei-
er Teilchen gesehen hatten — auf einen Vorzeichenwechsel der Wellenfunktion unter
Teilchenaustausch, s. (6.4), woraus sofort das Pauliprinzip folgt.

6.2.1 Pauliprinzip

Wenn wir in Gleichung (6.4) jetzt den Spezialfall j, = j; betrachten, ist der Zustand
|W%) physikalisch identisch zu [W}), gleichzeitig gilt aber |V%) = —|W;) = [¥}). Dies
ist nur moglich fiir |¥;) = 0. Das heift, der Vielteilchenzustand mit j; = jj, existiert
nicht. Ubersetzt in Besetzungszahlen bedeutet das: n; = 2 ist nicht moglich. Wegen
der Allgemeingiiltigkeit unserer Betrachtungen (sie gelten fiir beliebige Orbitale und
beliebig viele Teilchen im System) schlussfolgern wir: Fiir Fermionen kann ein beliebi-
ges 1-Teilchenorbital |¢;) entweder unbesetzt oder einfach besetzt sein. Das heifst, die
zuldssigen Werte der Besetzungszahlen fiir Fermionen sind gegeben durch

n, = {0,1}, Vp, Pauliprinzip .

Dies ist das allgemeine Prinzip fiir Fermionen, das Wolfgang Pauli bereits 1925 gefun-
den hatte®.

6.2.2 Grofskanonisches Potential fiir Fermionen. Fermivertei-
lung
Das Grofkanonische Potential des Fermigases folgt sofort aus der allgemeinen Formel

in Besetzungszahldarstellung, Glg. (6.10), durch Beschrénkung der Besetzungszahlen
auf 0 und 1:

1
CP(TJ ‘/vJ /"L) - Z eﬁnp(#_ep) = 1 _|_ 65(#—617) ,
np=0
AT, V) = —kpT Y I (1+e70) (6.13)
p

Aus Glg. (6.13) und (6.12) folgt die mittlere Besetzungszahl fiir Fermionen:

<np>G< ) 7M>_ B+ 1+ eBlu—ep)

B(erp) —
aﬂ(wln [14 e#t=)] = kTR

SFiir diese und andere Beitriige zur Quantentheorie erhielt Pauli den Nobelpreis 1945.
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Fiir das Resultat, das sich durch Kiirzen ergibt, fithren wir eine neue Bezeichnung ein,
die die Abhéngigkeit von der Energie des Orbitals p explizit macht:

1
<nP>G<T7 v, M) = TL(EP; TV, M) - oB(

T—I—l . (6.14)

Damit haben wir die Fermi-Dirac-Verteilung gefunden, die angibt, wie grofs im sta-

”(8]7)
(=]
W

00F

£ & H
&p

Abbildung 6.1: Fermi-Dirac-Verteilung (6.14) fir eine endliche Temperatur. Fiir €, <
sind die Besetzungen gleich 1. An der Stelle ¢, = p féllt die Besetzung (fiir beliebige
pund T) auf 1/2 ab.

tistischen Mittel (grokkanonischer Erwartungswert) die Besetzung des Orbitals mit
der Energie ¢, ist und wie diese von Temperatur, Volumen und chemischem Potential
abhangt.

Bemerkungen:

e Beachte, dass die Verteilung (6.14) nur auf diskreten® Energiewerten ¢, definiert
1st.

e Bei der Ableitung der Fermiverteilung (6.14) haben wir nicht explizit Annahmen
iiber ein ideales System verwendet. Tatséchlich gilt die gefundene Energieabhdn-
gigkeit auch fiir wechselwirkende Systeme. In diesem Fall sind allerdings die
Energiecigenwerte ¢; nicht diejenigen eines Einteilchensystems.”

Normierung der Fermi-Verteilung. Erwartungswerte. Da die Summe der Be-
setzungszahlen immer N ergibt, gilt dies auch fiir deren Ensemble-Mittelwerte:

(N)o = 3 nley T V) = N(T V). (6.15)

p

6genauer: nur auf den Energie-Eigenwerden des Einteilchenproblems. Diese kénnen natiirlich - z.B.
fiir freie Teilchen - auch kontinuierlich sein.

"Sie ergeben sich aus der Diagonalisierung der Einteilchen-Dichtematrix und entsprechen den so-
genannten natiirlichen Orbitalen. Das Umschreiben von Glg. (6.14) in eine Fermiverteilung beziiglich
der Impulse mittels €, = p?/2m gilt allerdings nur fiir ein ideales Gas.
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Fiir eine vorgegebene Teilchenzahl, Temperatur und Volumen liefert Glg. (6.15) eine

(implizite) Bedingung fiir das chemische Potential, u = u(7,V, N).

Die Fermiverteilung teilt einige Eigenschaften mit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung
(das gilt streng genommen fir n(e,; T, V,u)/N, da diese Groke auf 1 normiert ist.
Die auf 1 normierte Verteilung beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass ein gegebenes
Teilchen im Zustand mit Energie €, ist.). Wir kénnen sie daher fiir die Berechnung von
Erwartungswerten im grofkanonischen Ensemble verwenden. Dies gilt allerdings nur
fiir Observablen, welche sich als Linearkombination der Besetzungszahlen schreiben
lassen,

A|{nz}> = (Z ap”p) {ni}),

denn dann gilt

(A)a(T, V1) = g 3 # Tl i} | Al ()
{ni}

1 —€p)Np
= 25 2 Iy Ty ({nid gl {na})
{ni} P
1 —€p)Np
=Y g 3 I ({0 Yy (i)
p {n:}
= Z apn(ep; Ta ‘/a ,U)

p

Zum Beispiel erhalten wir fiir den Erwartungswert der Energie®
<]:I>G(T7 Vip) = Z<np5p>G = Z epn(ep; T,V ).
p p

Im letzten Schritt haben wir ausgenutzt, dass der Energie-Eigenwert keine stochasti-
sche Grofe ist, d.h. (¢,)¢ = €,. Ein anderes Beispiel ist die Teilchenzahl mit a, = 1.
Ein Beispiel fiir eine Observable, die nicht von diesem Typ ist, ist H?, wo

H2|{nz}> = (Z 617”1?) {ni}) = (Z €p€qnpnq) [{ni})

p pq

gilt, also Produkte von Besetzungszahlen auftauchen. Dennoch lassen sie sich berech-
nen: Analoge Gedanken zu oben fithren dann auf

<ﬁ2>G(T7 Vip) = Z €p€q{Mphg)c = Z 6;122<n127>G + Z €p€q(Mpng)G

pq P P#q

Hier kann man nun nutzen, dass fiir Fermionen nz = n, (Besetzungen in einem ein-
zelnen Zustand, nicht Mittelwerte) gilt, und dass im idealen Fall und p # ¢ gilt, dass

8Dies ist der Erwartungswert der Gesamtenergie des N-Teilchensystems. Wiirde man die Wahi-
scheinlichkeitsdichte n(e,)/N verwenden, ergébe sich die Energie pro Teilchen.
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(npng)a = (np)a(ng)a = n(ey; T, V, u)n(e,; T, V, ). Damit erhélt man

2
(H)G(T, V) = en(ey TV, p) + (Z epn(ep; T, V, u)) =Y enle; T, V,n)?
p p p
=Y (e T,V w)[1 = n(ey; T,V, )] + (H)(T, V, p)?

p

Explizite Resultate fiir thermodynamische Groéfsen von Fermionen hangen von den mi-
kroskopischen Details des Systems ab. Diese gehen ein in das chemische Potential,
das durch eine separate Rechnung gefunden werden muss und auch von der Wechsel-
wirkung zwischen den Teilchen abhéngt. Im néchsten Abschnitt betrachten wir den
einfachsten Fall eines Fermisystems: das ideale Fermigas. Wir betrachten dieses zu-
néchst fiir 7" = 0 und erweitern das Resultat anschliefend in Abschnitt 6.2.4 auf
endliche Temperaturen.

6.2.3 Das ideale Fermigas bei 7" = 0. Fermienergie und ther-
modynamische Grofien

Wir betrachten ein nicht-wechselwirkendes makroskopisches Quantengas identischer
Fermionen mit der Energie-Dispersion F(p) = p*/2m und Spin s. Ohne das chemische
Potential zu kennen (dies ergibt sich erst aus der Rechnung), kénnen wir den Grenzwert
der Fermiverteilung (6.14) fiir 7" — 0 bestimmen: es ergibt sich eine Stufenfunktion,

1 ) 617 < /’L()(‘/? N) )
lim n(e,; T, V, i) = no(ep; Vs po) = (6.16)
T—=0 0, €p >/L0(V,N),

mit einer scharfen “Fermi-Kante” bei der Energie po(V, N) = limg_,o (T, V, N). Dieser
Grenzwert des chemischen Potentials wird als Fermienergie, E'r, bezeichnet und héngt
mit dem Fermi-Impuls, pr und der Fermi-Wellenzahl, kr, zusammen,

2(V,N) Rh2k%(V,N

2m 2m

Damit lésst sich die Grundzustandsfunktion (6.16) auch schreiben als
no(ep; ViN) = O[Ep(V,N) —¢,).

In einem dreidimensionalen isotropen Fermigas bedeutet das, dass nur Zusténde inner-
halb der “Fermikugel” besetzt sind, d.h. mit Impulsen p? + pz +p? < p%. In einem “rea-
len” Festkorper ohne diese Symmetrie spricht man allgemeiner von Fermi-Oberflache
(Fermi surface).

Erwartungswerte von Observablen. Zustandsdichte. Damit konnen wir Erwar-
tungswerte” einer beliebigen Observable f, die von den Besetzungszahlen und damit

9Man mache sich die Bedeutung dieses 'Erwartungswertes’ klar, denn n(e) ist keine normierte
Wahrscheinlichkeitsdichte. Eine naive Verwendung von n als solcher kann zum Beispiel zu negativen
Varianzen fiihren. (Auch das 'Normieren’ von n fithrt nicht zu einer sinnvollen Verteilung)
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von €, abhangt, berechnen durch Integration tiber die Fermikugel und Summation tiber

alle 2s + 1 Spinprojektionen,

—

o=—5 P

(fa=Y_Fflen(e) =YY fle)nle). (6.17)

Da keine Spinabhéingigkeit der Summanden vorliegt, ergibt die Spinsumme den Spi-
nentartungsfaktor, g, = 2s + 1. Von der Impulssumme gehen wir {iber zum Volumen-
integral in Kugelkoordinaten'! und nutzen die sphérische Symmetrie,

V o
cee— 4 dpp®...
> G 7 it
0

und wechseln schlieklich zu einer Integration iiber die Energie, gemif p?dp = (2m3e)'/2de.
Damit finden wir folgendes Resultat fiir den Ausdruck (6.17):

o0

(Ne(T.Vop) = [ deD(&V)f(En(eT. V., (6.18)
D(e;V) =Do(V) /2, Dy(V) = % , (6.19)

wobei wir die Zustandsdichte eingefiihrt haben, d.h. die Anzahl von Einteilchenzu-
stdnden im Intervall [e, € + de]. Man beachte die wurzelférmige Abhéngigkeit von der
Energie, die eine Konsequenz der Dimensionalitidt (d = 3) des Systems ist'?. Das be-
deutet, dass z.B. der Erwartungswert einer Funktion von €™ auf ein Energieintegral
iiber die Fermiverteilung, multipliziert mit €™*'/2, fithrt. Das sind die Fermi-Integrale,
die wir in Abschnitt 6.2.4 einfithren werden. Zunéchst widmen wir uns jetzt den Er-
wartungswerten im Grenzfall T — 0.

Erwartungswerte im Grundzustand. Wir gehen jetzt in den Ausdriicken (6.18)
zum Limes T" — 0 iiber, wofiir wir den Index “0” verwenden werden,

o

(FY9V: po) = Do(V) / decf(c) (6.20)

0

Im Folgenden betrachten wir Spezialfille der allgemeinen Formel (6.20).

1. Fiir den einfachsten Fall, f — 1, ergibt der Erwartungswert genau die Nor-
mierung der Fermi-Verteilung, vgl. (6.17). Nach Berechnung des bestimmten
Integrals erhalten wir

2
N =Dy (6.21)

OWir verwenden zunichst die allgemeine Fermiverteilung, damit wir das Resultat spiter weiter
verwenden konnen. Den Ubergang zum Grundzustand fithren wir erst am Ende aus.

1Das setzt voraus, dass die Impulseigenwerte quasikontinuierlich sind, was fiir hinreichend grofie
Teilchenzahl erfillt ist.

12Tn einem zweidimensionalen Elektronengas ist die Zustandsdichte energieunabhingig, wahrend
sie in 1D mit der Energie abnimmt, s. Aufgaben.
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woraus wir sofort das chemische Potential im Grundzustand (die Fermienergie)
finden, das nur von der Kombination V/N = n abhéngt:

jolw) = Er(n) = | 22 B
_ %ki(n), kp(n) = (67:”)1/3 .

2. f(e) = e: dies ergibt die Erwartungswert der Energie im Grundzustand,

0. ) = (B) (V) = {0(V.V) = Do 2 (o).

wobei der letzte Faktor aus der Integration von €2 resultiert. Nun verwenden

wir Glg. (6.21) und ersetzen ZDO;L%/ > = 3N, so dass das Endergebnis lautet

21\ 0

Up(N,V) = <p—> (N,V) = N2 Ep(n) o Nn2/5 . (6.22)
2m/ . 5

Das bedeutet, im Grundzustand ist die innere Energie pro Teilchen von der

Grofenordnung der Fermienergie. Da alle Energiezustdnde mit ¢ < Ep genau

einfach besetzt sind, ergibt sich ein Koeffizient kleiner 1. Die Mittelung tiber die

Zustandsdichte fithrt auf den Faktor 3/5.

3. Zustandsgleichung. Den Druck des idealen Fermigases im Grundzustand erhalten
wir direkt aus der inneren Energie iiber den Umweg iiber die Freie Energie:

. OF 0 . oU,
po=—lm vl = Tav iy iU - T8 = =55,

Unter Verwendung von Glg. (6.22) finden wir schlieflich

3 OEp 2 Br .,

po(n) = —= =-N—xn

il I 2
5 oV IN b Vv (6.23)

4. Weitere Erwartungswerte, wie Teilchenzahl-Fluktuationen und Entropie betrach-
ten wir spéiter, im Abschnitt 6.3.2.

Diskussion der Zustandsgleichung.

e Aus Glg. (6.22) und (6.23) folgt ein Zusammenhang zwischen Druck und Ener-
giedichte
20,

=37

Das selbe Resultat hatten wir fiir das klassische ideale Gas gefunden, s. Glg. (4.3).

Do

e Das Fermigas hat selbst bei 7' = 0 einen endlichen Druck!® py, der positiv ist und
aus einer effektiven “Repulsion” der Teilchen resultiert. Die ist eine Repulsion die
auch im idealen System (ohne Paar-Wechselwirkung) aufgrund des Pauliprinzips
auftritt. Daraus resuliert auch eine signifikante charakteristische Geschwindigkeit
der Teilchen, selbst bei T' = 0. Insbesondere besitzen Teilchen an der Fermikante
die Fermigeschwindigkeit v, mit Er = mv%/2 (s. Aufgaben, Abschn. 6.5).

13im Gegensatz zum klassischen idealen Gas, wo pg = nkpT, und der Druck bei 7' — 0 verschwindet
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e Stabilitit der Materie gegen Gravitations-Kollaps: wir betrachten die An-

derung der Energie des Fermigases (die Elektronen haben hier den dominanten

[T9e))

Beitrag) bei Beriicksichtigung der Gravitationsenergie, Wg = —G == 2 , wobei “a
die Teilchensorte (z.B. Elektronen und Protonen) bezeichnet, und ra 1st der mitt-
lere Teilchenabstand bei einer gegebenen Dichte n, = N,/V. Durch Ubergang
zum Quanten-Kopplungsparameter (Brueckner-Parameter),

5\ 13
fa = (47rna> ’

wobei r, der mittlere Teilchenabstand ist und ap den Bohr-Radius bezeichnet,
ergibt sich fiir die Energie pro Elektron

U.+ U, A}’? B, -
erml _ rav _ e 6'25
N r2 Ts T + ( )

wobei wir weitere Beitrige, wie die repulsive Coulombwechselwirkung von Elek-
tronen bzw. Ionen, die kinetische Energie der Ionen, sowie die Gravitation der
Elektronen weggelassen haben. Dabei ist der Koeffizient der inneren Energie des
Fermigases, A, positiv. Sowohl Gravitation als auch Coulomb-Anziehung zwi-
schen Elektronen und Ionen sind attraktiv, daher sind auch die Koeffizienten B
und C positiv.

Beide attraktiven Terme fiithren zu einer Erniedrigung der Energie bei Verrin-
gerung von g, also Erhohung der Dichte (Kompression) und begiinstigen somit
einen Kollaps des Systems. Waren die Elektronen klassische Teilchen, hétten
sie eine kinetische Energie von 3kpT/2, die sich mit zunehmender Dichte nicht
andert und den Kollaps nicht verhindern kann.

Tatséchlich sind die Elektronen aber Fermionen, und ihre kinetische Energie ist
durch den ersten Term in Glg. 6.25 gegeben. Dieser wirkt dem Kollaps entge-
gen: die kinetische Energie des Fermigases nimmt bei Kompression zu, und zwar
schneller (~ n%?) als die anderen Beitriige (~ n'/3). Das fiihrt dazu, dass eine
kritische Dichte nicht iiberschritten wird. Damit sorgt die kinetische Energie des
Fermigases (das Pauliprinzip) fiir die Stabilitdt der Materie. Die Zahlenwerte
lassen sich leicht abschétzen, s. Aufgaben.

Relativistische Effekte. Chandrasekhar-Grenze. Da mit wachsender Dich-
te die Fermi-Energie immer weiter anwéchst, erreicht sie schliefslich Werte die
vergleichbar mit der Ruhe-Energie der Elektronen, m.c? ~ 0.5MeV, ist. Tatsiich-
lich werden solche Dichten in kompakten Sternen erreicht. Das bedeutet, dass die
Energiedispersion, F(p) nicht mehr p?/2m ist, sondern durch den relativistischen
Ausdruck ersetzt werden muss (s. Aufgaben). Im ultrarelativistischen Grenzfall
ergibt sich E(p) ~ ¢p, und die Rechnung fiir die Fermienergie muss modifziert
werden, [dpp* — [ dee®. Man iiberzeugt sich leicht, dass dann Er ~ n'/® an
die Stelle der nichtrelativistischen Skalierung tritt, s. dazu Abschn. 6.2.6. Dies
ist aber dieselbe Dichteabhéngigkeit wie die der attraktiven Gravitation, so dass
die Stabilisierung gegen den Kollaps nur noch begrenzt moglich ist. Tatséchlich
konnte S. Chandrasekhar'® bereits 1929 berechnen, dass es eine kritische Mas-

4 Dafiir und fiir weitere Arbeiten erhielt er 1983 den Physik-Nobelpreis.
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se gibt, oberhalb derer die Gravitation iberwiegt und ein Stern nach Erléschen
der Fusionsprozesse (Weier Zwerg) kollabiert — zu einem Neutronenstern oder
Schwarzen Loch. Diese kritische Masse ist gegeben durch

27\°
M., = 1.45727 (7) MsonnE ;

wobei Z die Zahl der Protonen und A die Zahl der Nukleonen pro Elektron ist.
Das Verhéltnis Z/A variiert stark, in Abhéngigkeit vom Charakter der Materie
im Sterninneren und somit auch der Zahlenwert fiir M.,.

¢ Quantenkopplungs-Parameter im Elektronengas. Der oben eingefiihrte
dimensionslose Parameter (6.24) ist ein Maf dafiir, wie nah die Eigenschaften
eines Fermigases an denen des idealen Fermigases liegen. Der Parameter r, tiber-
nimmt somit die Rolle des Quanten-Kopplungsparameters I'; in einem Fermigas
bei T' = 0, anstelle des klassischen Nichtidealitdtsparameters I'. Man zeigt leicht,
dass tatsichlich'®

| (Uint) |
~Ts,
<Ekin>

wobei fiir die kinetische Energie die innere Energie (6.22) und fiir die Wechsel-
wirkungsenergie die mittlere Coulombenergie, zweier Elektronen, Uy, =~ :
mit dem mittleren Teilchenabstand r. einzusetzen ist.

Im Limes r;, — 0 ergibt sich das ideale Fermigas. Fiir die Leitungselektronen der
meisten Metalle ist dagegen ry ~ 2...5, d.h. diese Elektronen sind nichtideal
und signifikant durch ihre Coulomb-Wechselwirkung beeinflusst. Diese Effekte
untersuchen wir etwas genauer im Abschnitt 6.2.7.

r,=

dmegre ?

6.2.4 Das Fermigas bei endlichen Temperaturen.
Sommerfeld-Entwicklung

Wir wollen jetzt die Resultate fiir das ideale Fermigas auf den Fall endlicher Tem-
peraturen ausdehnen. Dafiir messen wir die Temperatur durch den dimensionslosen
Entartungsparameter

Fiir © < 0.1 sind analytische Resultate moglich, die zuerst von Arnold Sommerfeld ge-
funden wurden, wahrend fiir héhere Temperaturen i.d.R. Computersimulationen Ver-
wendung finden. Wir kehren zuriick zum Resultat fiir Erwartungswerte bei endlichen
Temperaturen, Glg. (6.18), in das Integrale tiber die Fermiverteilung multipliziert mit
der Potenz €* eingehen, was auf die Fermi-Integrale fiihrt'6

F,1B,p)= [ dee”" -n(e; . B) . (6.26)
=

15 Aufgabe: Man finde den Proportionalitéitsfaktor.

6Wir verwenden einen verschobenen Index, da dies die Ableitung der Sommerfeld-Entwicklung
erleichtert. Man beachte, dass unterschiedliche Definitionen der Intergrale im Umlauf sind. Eine al-
ternative Definition enthélt noch eine Gamma-Funktion im Nenner: F, = F, /I'(v + 1).
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In der Regel tauchen halbzahlige Potenzen auf (in 3D), insbesondere fiir die Teilchen-
zahl (f = €% v —1 = 3), sowie fiir die Energie (f =€':v—1=32).

Wir integrieren (6.26) partiell und finden (der Term ohne Integral verschwindet)

For(fo) =1 70 dee” (—g—”) . (6.27)

14

—ade = _8_xdx = g(z)dz,
61‘
o(0) = " = o)
folgt fiir das Integral (6.27)
17 )
F, 1= - / dx g(z) [p+ kpTx|” =
—Bu
,U,V T k‘BT I/(I/ — 1) ]CBT 2 2 ]{JBT 3
= deg(x) [1+v . T+ —— p "+ 0| — (6.28)
—Bu

wobei wir in der zweiten Zeile die binomische Formel fiir v € N (bzw. Taylor-Entwicklung
von [1 + y]¥ fiir alle v) verwendet haben.

Wir werten dieses Integral jetzt im Grenzfall niedriger Temperaturen — die Referenz-
Energie ist die Fermienergie — aus, also fiir © < 0.1. Dann kénnen wir folgende Ver-
einfachungen vornehmen:

1. kT ~ kT — O damit konnen wir den Ausdruck in den eckigen Klammern in

H 0
(6.28) vereinfachen.

2. —fBp — —é — —oo. Das verwenden wir fiir die untere Integrationsgrenze in

Glg. (6.28).

3. Bei der Auswertung der Integralbeitrége in Glg. (6.28) fallt der Term ~ zg(x)
weg, da der Integrand ungerade ist, und es verbleiben die Integrale mit geraden

Potenzen,
| dwgor =1,

o) 2
2 -
/ dx g(x)—3.

—00

Mit diesen Ergebnissen finden wir die Sommerfeld- Entwicklung fiir die Fermi-Integrale
und fiir Erwartungswerte

F, 1(B,pn) = %V {1 + wﬁ@z} +0(6%),

ot v(v+1) 5. 4
R = 2 {10 2 e 1o,

(€)a(B, 1) = Dok, 1 (B 1) -
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Fiir die wichtigen Félle der mittleren Teilchenzahl und der inneren Energie folgt daraus
(mit Termen bis zur 2. Ordnung)

2 2
N(B.1) = () = DoFy = Doy |14+ 567 (6:29)
1 2 5/2 51° o

wobei allerdings der Vorfaktor i noch eine Funktion der Temperatur ist. Diesen miissen
wir noch durch pg = Er und eine Korrektur der Ordnung ©? ausdriicken:

e Aus Gleichung (6.29) finden wir das chemische Potential bei endlichen Tem-
peraturen. Dazu eliminieren wir zunéchst in (6.29) die Teilchenzahl unter der

Annahme, dass N(T') =~ N(0) = %DOEE;/Q und lésen nach pu(7") auf:

7T2 :|—2/3

w(n,©) = Ep(n) {1 + §@2 ~ Er(n) {1 — 7;—;@2} : (6.31)

e Analog finden wir aus Glg. (6.30) die innere Energie, wobei wir im zweiten Schritt
das chemische Potential durch (6.31) ausdriicken:

512 )2
% — g“(T)# ~
1+ 562
A §Ep(n) [1 — W—Q@?} [1 + 5—7T2@2] [1 — W—Q@Z} ~
5 12 8 8
A §Ep(n) {1 + 3#@2] : (6.32)
5 12

Damit haben wir die innere Energie des idealen Fermigases pro Teilchen bei
endlichen Temperaturen (© < 0.1) gefunden. Sie wichst mit der Dichte, ~ n%3,
wie im Grundzustand, und dariiber hinaus ~ 72, mit der Temperatur. Diese
Dichte-Abhéngigkeit ist ein wesentlicher Unterschied zum klassischen Gas, wo
die Energie pro Teilchen nicht von der Dichte abhéngt. Beim Fermigas ist dies
eine Konsequenz des Pauliprinzips, da jedes zuséatzlich hinzugefiigte Teilchen
einen energetisch hoheren Zustand einnehmen muss als die bereits vorhandenen.

e Aus Glg. (6.32) finden wir die spezifische Wdrme bei konstantem Volumen:

1 10U 35 w2

—Cyn = == = - —71’kpO = —kpO

N VYT NoTlvw T 512" TET T g
die bei niedrigen Temperaturen sehr klein ist. Im Festkorper ist ihr Beitrag damit
i.d.R. viel kleiner als der des Kristallgitters'”. Im Limes 7" — 0 verschwindet die
Wirmekapazitit, in Ubereinstimmung mit dem 3. Hauptsatz.

Der kleine Werte der elektronischen Warmekapazitét ist leicht zu verstehen. C'ist
ja verkniipft mit Fluktuationen der Energie'®. Diese treten nur auf, wenn Elektro-
nen zwischen verschiedenen Energien der Fermiverteilung Ubergénge ausfiihren.

17 Allerdings miissen fiir Anwendungen auf reale Festkorper Wechselwirkungs-Beitriige bei der Be-
schreibung der Elektronen beriicksichtigt werden, s. Abschnitt 6.2.7.
18 Aufgabe: man berechne diese.
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Abbildung 6.2: Mittlere Besetzungszahlen (links) und quadratische Fluktuationen der
Besetzungszahlen (rechts) fiir vier Temperaturen. Die Linien sind analytische Ergebnis-
se, die Symbole Monte Carlo-Simulationen in der Besetzungszahl-Darstellung. Nicht-
wechselwirkende Fermionen in einem Oszillatorpotential. Temperatur und Energie in
Einheiten von Aw. Graphik: F. Frohnert.

Zustande, die voll besetzt sind (n, = 1), kénnen nicht zu den Fluktuationen bei-
tragen'” Fluktuationen sind daher auf ein Energieintervall der Breite kgT um
die Fermienergie herum beschréankt.

o Fluktuationen der Besetzungszahl lassen sich analog zu (n,) berechnen (Auf-
gabe). Das Resultat ist im rechten Teil von Abb. 6.2 fiir vier Temperaturen
geplottet. Im linken Teil sind die zugehdrigen Besetzungszahlen gezeigt.

6.2.5 Naherungen fiir die Fermi-Integrale

Fiir die Berechnung thermodynamischer Gréfen sind die Fermi-Integrale von zentraler
Bedeutung. Auch wenn sie numerisch sehr einfach berechenbar sind, erweisen sich ana-
lytische Naherungen mitunter als niitzlich. Davon gibt es eine Vielzahl. Hier geben wir
eine Variante an, die auf R. Zimmermann zuriick geht und in Ref. [Kremp et al., 2005]
reproduziert wurde. Mit dem modifizierten Entartungsparameter y = x/(2s+1) findet
man fiir das chemische Potential folgende Naherung

o In ¥ + 0.3536% — 0.00495%2 + 0.000125%%, ¥ < 5.5
pin, T') =
1.209%%/% — 0.6803y /% — 0.85y 2, X > 5.5

6.2.6 Relativistische Fermionen. Fermienergie

Hier wollen wir die wichtigsten Trends kennenlernen, die sich aus relativistischen Ge-
schwindigkeiten ergeben. Dabei werden wir annehmen, dass die Fermionen stark ent-
artet sind, also ©® < 1, so dass eine Grundzustandsberschreibung ausreicht. Mit der
relativistischen Energie-Dispersion

e = p*c® + mict, (6.33)

YDjiese Zustinde sind als Endzustand fiir Ubergéinge blockiert, man spricht daher auch von “Pauli
blocking”.
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folgt fiir die Gesamtteilchenzahl im System, analog zum Vorgehen in Abschn. 6.2.3,

PF

N = (25 + 1)(27TLh)347r/dpp2 = gs (2:71)34%} :
0
und damit
EIQ; = p%c2 + m§c4 =
— AP L midt, A= B’f gcj . . (6.34)

Wir betrachten noch zwei Grenzfille, die sich durch den Werte des Parameters

An?/3

2 A4
mgc
unterscheiden.

I. Schwach relativistischer Fall, 6 < 1. Es folgt aus Glg. (6.34)

1 1
EF:771002[1—|—(5]1/2%moc2 1+§5—§(52+... =

A o 1A
2 moc? 8 mict

:>Ep—m002: T,

wobei der erste Term auf der rechten Seite genau der nichtrelativistische Grenzfall
ist und der zweite die erste relativistische Korrektur.

II. stark-relativistischer Fall, § > 1. Hier folgt analog

1/2
Ep = AY?p!/3 {1 + %} ~ AY2pl/3 {1 1+ 2—15 +} —

1/3
_ hC(GWQ) B me (ﬁ)”’.nlm_., |

Js Qh 671'2

Der erste Term ist der ultrarelativistische Grenzfall und der zweite die erste
Korektur.

Relativstische Zustandsdichte. Neben der Fermi-Energie ist auch die Zustands-
dichte eine wichtige Grofe, da sie direkt experimentell zuginglich ist?’. Das ist ins-
besondere bei wechselwirkenden Systemen wichtig, wo die Dispersion von der idealen
abweicht und kein einfacher Zusammenhang zwischen Energie und Impuls existiert.
Als Referenz ist dennoch die Zustandsdichte auch fiir das ideale relativische Fermigas
von Interesse. Aus der Dispersion (6.33) folgt

ede = pdp,
1 1/2
p=1 [ —mi]

204.B. in Photoemissions-Messungen
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und damit lasst sich die Impulsintegration in eine Energie-Integration iiberfiithren

Er
1/2 _ AmgV
N = Df / dee [ —mic]”? pf =T
moc?
Er
_ / deDR(e),  DP=Dfe [ —mi (6.35)
moc?

Dies ist die relativistische Zustandsdichte. Die Zahl der fiir die Fermionen verfiigharen
Zusténde wichst also im Intervall [€, e+ de] mit der zweiten Potenz der Energie an — ein
drastischer Unterschied zum nichtrelativistischen Fall, wo wir (in 3D) eine Skalierung
mit /e gefunden hatten, vgl. Glg. (6.19).

Diese Resultate sind fiir eine ganze Reihe von Anwendungen relevant. Zum einen treten
relativistische Effekte in einem Fermigas bei sehr hohen Dichten auf, fiir die mc? < Ep
erfiillt ist. Fiir die Elektronen ist dies fiir n 2> 10*°cm ™3 erfiillt*!. Beispiele dafiir sind
kompakte Sterne wie weifie Zwerge, aber auch Neutronensterne. Ein Uberblick ist
in Abb. 6.4 gegeben. Das zweite Beispiel fiir das Auftreten relativistischer Effekte
sind zweidimensionale Festkorper, wie Kohlenstoff-Monolagen (Graphen). Auch hier
liegt ndherungsweise eine lineare Dispersion, €(k) ~ k, vor (in der N#he des sog.
Dirac-Punktes). Dies gilt sowohl fiir Leitungsband- als auch Valenzband-Elektronen,
deren Bandextrema einander beriihren (keine Bandliicke). Graphen hat eine Vielzahl
interessanter, z.T. exotischer mechanischer, elektrischer und optischer Eigenschaften,
die fiir die Nanoelektronik und Spintronik relevant sind?2.

6.2.7 Wechselwirkende Fermionen*

Wir betrachten jetzt den Einfluss der Wechselwirkung zwischen den Teilchen auf die
Thermodynamischen Eigenschaften von Fermionen®. Als Beispiel betrachten wir das
Elektronengas, wo die Wechselwirkung ihren Ursprung in der Ladung der Teilchen hat
(Coulomb-Wechselwirkung). Die Beitrédge der Coulolmb-Wechselwirkung zur inneren
Energie hatten wir bereits in Glg. (6.25) diskutiert: sie skalieren bei 7" = 0 mit der
Dichte wie 1/r,. Fiir kleine ry ist eine Storungsentwicklung beziiglich r, méglich. Das
Resultat fiir die Innere Energie pro Teilchen, in Einheiten von Ryd (13.6eV) lautet
[Mahan, 2008]

Uo _ Ubkin n Eoxc
NRyd NRyd NRyd’
Uokin 2.21 Foxc 0.916
= — = — 0.06221Inr, — 0.096 + O(r,). (6.36
NRyd 2 ' NRyd o nr +0(ry). (6.36)

Der erste Term entspricht der kinetischen Energie’!, wihrend der zweite der fiihren-
de Beitrag der Wechselwirkung ist — die Hartree-Fock-Energie. Die néchsten Terme

21 Aufgabe: man berechne den genauen Wert fiir die Dichte fiir Elektronen und Protonen.

22Fiir die Entdeckung von Graphen erhielten A. Geim und K. Novoselov 2010 den Physik-
Nobelpreis.

23zusitzliches Kapitel

24 Aufgabe: berechnen Sie den Koeffizienten durch Vergleich mit der Grundzustandsenergie des
idealen Fermigases.
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Abbildung 6.3: Homogenes Elektronengas bei endlichen Temperaturen. Links:
Austausch-Korrelationsenergie pro Teilchen, multipliziert mit r,, in Einheiten von Ryd
fiir zwei Temperaturen. Im Limes r, — 0 geht der Ausdruck gegen eine Konstante, wie
im Grundzustand, s. Glg. (6.36). Aus Ref. |Groth et al., 2016]. Rechts: Impulsvertei-
lung mit Wechselwirkung, fiir kgT = 2FEpr und zwei Dichten, bestimmt mit exakten
CPIMC-Simulationen und verglichen mit dem idealen Fermigas bei 7' = 0 (schwarz
gestrichelt) und bei © = 2 (volle Line). Die Simulationen zeigen einen algebraischen
Abfall bei grofen Impulsen k: n(k) ~ k=8, im Gegensatz zum exponentiellen Abfall der
Fermifunktion. Aus Ref. [Hunger et al., 2021]. Weitere Details sind im Text erklart.

werden bei groferen r, relevant. Eine vollsténdige Parametrisierung der inneren Ener-
gie, die auch fir ry > 1 giiltig ist (Bereich der Elektronenfliissigkeit) gelang 1980
durch Quanten-Monte-Carlo-Simulation, die von D.M. Ceperley et al. entwickelt wur-
den [Ceperley and Alder, 1980]*

Die Ausdehnung dieser Resultate auf endliche Temperaturen gelang mit Pfadintegral-
Monte-Carlo (PIMC)-Simulationen in unserer Gruppe [Schoof et al., 2015, Groth et al.
ein Uberblick ist in Ref. [Dornheim et al., 2018| zu finden. Einige ausgewihlte Resulta-
te sind in Abb. 6.3 dargestellt. Das linke Bild zeigt die Austausch-Korrelationsenergie
Exc fiir zwei Temperaturen, © = 0.5 und © = 2. Genau wie im Grundzustand, s.
Glg. (6.36) ist sie negativ, und ihr Betrag wéchst mit r,, da die quantenmechanische
Ausdehnung der Elektronen abnimmt. Der Betrag von Exc nimmt mit steigender Tem-
peratur ab, wegen der thermischen Vergrofserung der Wellenfunktionen, und ist damit
deutlich geringer als im Grundzustand. Die Simulationsdaten wurden durch Kombina-
tion von zwei unabhéngigen PIMC-Methoden erzielt: CPIMC (PIMC im Besetzungs-
zahlbild) [Schoof et al., 2011] ist akurat fiir kleine rg, wahrend PB-PIMC (permutation
blocking PIMC) fiir groke r, funktioniert. Die blauen Symbole in Fig. 6.3 stammen
von RPIMC (restricted PIMC)-Simulationen [Schoof et al., 2015] und sind deutlich
ungenauer.

Das rechte Bild zeigt CPIMC-Simulationen fiir die Impulsverteilung, n(k; ©, ry), wech-
selwirkender Elektronen, verglichen mit dem Grundzustand (gestrichelte Linien). Im
Gegensatz zum klassischen Gas mit Wechselwirkung, vgl. Abschnitt 5.2, wo die Impuls-

%Diese Ergebnisse waren u.a. die Grundlage fiir den Erfolg der Dichtefunktionaltheorie, da sie
zuverldssige Naherungen fiir die Austausch-Korrelationsenergie in lokaler Dichtendherung (LDA) er-
moglichten. Die Idee der LDA hatten wir bereits in Abschnitt 4.5.2 kennengelernt.

, 2017],
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verteilung unabhéngig von der Wechselwirkung ist (die ortsabhéngigen Beitriage des
Hamiltonians konnten einfach ausintegriert werden), liegt hier eine klare Abhéngigkeit
von der Coulomb-Wechselwirkung vor?®: Bereits bei T' = 0 fiihrt die Wechselwirkung
zu einer deutlichen Abweichung vom idealen Gas (Stufenfunktion): die Besetzungen
unter der Fermikante, k& < kp sind reduziert und dariiber deutlich erhoht, und dieser
Trend verstarkt sich mit der Kopplungsstirke r,. Fiir endliche Temperaturen ist das
Verhalten dhnlich, wie an den verrauschten Simulationskurven zu erkennen ist. Wah-
rend die ideale Fermiverteilung fiir © = 2 rapide exponentiell abféllt (schwarze Linie),
erstrecken sich die Kurven mit Wechselwirkung bis zu grofen Impulsen. Hier ist der
Abfall nicht exponentiell sondern geméR n(k) ~ k=%, in Ubereinstimmung mit analyti-
schen Vorhersagen?’. Die Existenz hochenergetischer Elektronen im wechselwirkenden
Fermigas ist von grofser praktischer Bedeutung, da diese durch Stéfse zu Anregungspro-
zessen in Materie (Anregung oder Ionisation von Atomen und Molekiilen) beitragen
kénnen.

Abb. 6.4 gibt einen Uberblick iiber die verschiedenen Phasen, die geladene Teilchen
einnehmen koénnen.

e Die Linie xy = 1 trennt klassisches (oberhalb) von quantenmechanischem Verhal-
ten.

Aufgabe: Man zeichne die Werte fiir Dichte (bei 7' = 0) sowie Temperatur ein, bei
denen a) Elektronen und b) Protonen relativistische Effekte zeigen.

6.3 Bosestatistik. Bose-Einstein-Kondensation.
Suprafluiditat

Wir kehren jetzt zuriick zu den allgemeinen Formeln fiir Quantengase in Besetzungszahl-
Darstellung, s. Abschnitt 6.1.3. Im Folgenden betrachten wir den Fall symmetrischer

Wellenfunktionen und deren Konsequenzen fiir die moglichen Werte der Besetzungs-

zahlen und fiir die daraus resultierenden thermodynamischen Eigenschaften.

6.3.1 Grofskanonisches Potential fiir Bosonen. Boseverteilung

Wir betrachten in diesem Kapitel den Fall symmetrischer Zustdnde. Wenn wir — so
wie vorher bei Fermionen in Abschnitt 6.2 — in Gleichung (6.4) wieder den Spezialfall
Ji = ji betrachten, ist der Zustand |¥’) nicht nur physikalisch identisch zu [¥;), son-
dern auch mathematisch - es tritt kein Vorzeichenwechsel auf. Das bedeutet, dass fiir
Bosonen jedes Orbital mehrfach besetzt sein kann. Die bosonischen Besetzungszahlen
unterliegen also keinerlei Einschrénkungen (es gibt kein Pauliprinzip):

n,=10,1,...N}, Vp, System aus N Bosonen

26Das liegt daran, dass orts- und impulsbhiingige Beitriige zum Hamiltonian nicht kommutieren.

27s. Referenzen in [Hunger et al., 2021]. Die Potenz ist abhiingig von der Paarwechselwirkung. So
ergibt sich z.B. fiir fermionische Atome mit Kontakt-Wechselwirkung, W(r) o< §(r), ein Abfall mit
k=2
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Abbildung 6.4: Phasendiagramm von Fermionen in der Dichte-Temperatur-Ebene mit
Linien konstanter Werte der charakteristischen dimensionslosen Parameter. Oben: aus-
gedehnte Parameterbereich. Der griine Bereich beschreibt starke Kopplung. Das pinke
Band ist der Bereich des Quark-Gluon-Plasmas. Unten bezeichnen WDM Warm dense
matter (“Warme Dichte Materie”) und HEDP High energy density physics. Die Li-

nie mc?

= Er (kgT = mc®) markiert den Einsatz von relativistischen Effekten bei

Kompression (bei Erwdrmung). Mehr Details, s. Text. Aus Ref. [Bonitz et al., 2010a)

Daraus ergibt sich sofort fiir die grofskanonische Zustandssumme (6.9)

Z9(T, V.

>=H@mum,

np=0

G, Vo) =

1
1—eB(u—ep)
oo,

€0 > [,
€0§/'L7

(6.37)
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wobei fiir die Energie-Eigenwerte angenommen wurde 0 < ¢y < €; < € < ... Mit dem
Ergebnis (6.37) folgt fiir das Grofkanonische Potential, aus Glg. (6.10)

AT, V,p) = kpT Y In[1— X)) (6.38)

p

Mit dem allgemeinen Ausdruck (6.12), sowie Formeln (6.37) und (6.38) finden wir
sofort die mittleren Besetzungszahlen fiir ein Bosesystem, fiir €, >

Jln <p e/B(M_%)

o e = T =
1

- eﬁ(ep_”) — ]_ ’

nP(T7 :u) = kgT
Bose-Einstein-Verteilung .

Das ist die Bose-Einstein-Verteilung, die beide bereits 1924 gefunden hatten®®. Sie be-
schreibt die mittlere Besetzung des Orbitals |¢,) und unterscheidet sich vom Resultat
fiir Fermionen lediglich durch das Vorzeichen im Nenner?”. Beide Verteilungen sind in
Abb. 6.5 gegeniibergestellt.

6.3.2 Vergleich von Fermi-, Bose- und Boltzmannstatistik (klas-
sischer Limes). Entropie und Teilchenzahl-Fluktuationen

Klassische Grenze und Quantenkorrekturen. Wir stellen nun die Frage, wie sich
der bekannte Grenzfall des klassischen Gases (die Maxwell-Boltzmann-Statistik),

n,(T, ) = =)

aus der Bose- oder Fermiverteilung gewinnen lasst und was die Bedingungen dafiir
sind. Dazu ziehen wir den klassischen Faktor aus der Bose- bzw. Fermiverteilung her-
aus [das obere (untere) Vorzeichen entspricht Bosonen (Fermionen)| und entwickeln
anschliefend den Nenner fiir den Fall |u — €o|8 > 1 und ¢y > p,

Blu—ep) 1 _

1F eBlu—ep) -
— eﬁ(ﬂfep) {1 -+ 65(#*517) + %€2ﬁ(;¢6p) + ... } )

np(T7 :u) =e

wobel der erste Term in der Klammer den klassischen Grenzfall darstellt und die an-
deren die Quantenkorrekturen.

Allgemeine Formel fiir die Besetzungszahlen. Die Félle Boltzmann-, Fermi- und
Bosestatistik lassen sich in einer Formel zusammenfassen:

) 1, Fermi-Dirac,
ny (T, ) = Ao mia °F 0, Maxwell-Boltzmann, (6.39)
—1, Bose-Einstein,

was fiir eine Reihe von analytischen Rechnungen vorteilhaft ist. Das zeigen wir im
Folgenden fiir die Teilchenzahl-Fluktuationen und fiir die Entropie.
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2(18(15))
' 1/(exp(x)-1)

Bosons

1.5

1/(exp(x)+1)
Fermions
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Abbildung 6.5: Mittlere Besetzungszahlen (n(e)) als Funktion der Energie € — p fiir
ideale Bosonen (Bose-Einstein-Statistik, obere Kurve) bzw. ideale Fermionen (Fermi-
Dirac-Statistik, untere Kurve), bei konstanter Temperatur 7" > 0. Das chemische Po-
tential p hangt von Temperatur und Dichte ab; im Bose-Fall ist es immer kleiner als
die Energie und wiirde im Grenzfall der Bose-Einstein-Kondensation verschwinden; im
Fermi-Fall dagegen ist es positiv (bei 7' = 0 K entspricht es der Fermi-Energie). Die
Maxwell-Boltzmann-Verteilung, e™*, liegt zwischen beiden und geht bei € = p durch
1. (Quelle: Wikipedia)

Teilchenzahl-Fluktuationen. Die Fluktuation der Besetzungszahlen berechnet sich
wie iiblich aus

<(Anp)2>(; = <(np>2>(; - (<np>c)2 . (6.40)

Fiir die mittlere Besetzungszahl kennen wir das Ergebnis bereits; analog finden wir ein
Resultat fiir das mittlere Quadrat

0
ny = l{?BT@ In Cp ,
(kpT)? 02
<(np)2>c = G o2 Cp-

Daraus ergibt sich fiir die Differenz, Glg. (6.40),

Ar®2) = (T2 tn, = L = 6.41
((Anp)) = (ksT) o2 nép = kp o' (eBler—n) 1 q)2 (6.41)
Schlieklich finden wir die relativen Fluktuationen der Besetzungszahlen:
Ana 2 1
ugL = w — eﬁ(ep_#) = — —q. (642)
ST g

28Das erste Mal tauchte diese Verteilung bereits 1900 in Plancks Formel fiir die spektrale Energie-
verteilung des schwarzen Korpers auf, s. Abschn. 6.4 und Ref. [Bonitz et al., 2026].

29 Allerdings unterscheiden sich die grofikanonischen Potentiale und chemischen Potentiale beider
Systeme gravierend.



176 KAPITEL 6. STATISTISCHE MECHANIK VON QUANTENGASEN

Daraus folgt, dass die relativen Fluktuationen dort am grofiten sind, wo die Beset-
zungszahl niedrig ist. Dariiber hinaus verdeutlicht der a-Term den Einfluss der Spin-
Statistik: Die relativen Fluktuationen sind am geringsten fiir Fermionen und am grofs-
ten fiir Bosonen:

<u <uBE.

Offensichtlich reduziert das Pauhprlnmp dle Fluktuationen, da es Anregungen aus Zu-
standen oberhalb der Fermikante nach unterhalb unterdriickt. Dagegen begiinstigt die
Bosestatistik Fluktuationen. Im Fall der Bosekondensation, vgl. Abschnitt 6.3.3, sind
die relativen Fluktuationen allerdings vernachléssighar im Kondensat (da n,—o > 1),
hingegen signifikant in angeregten Zusténden, auferhalb des Kondensates, s. dazu auch

die Aufgaben, Abschn. 6.5.

Entropie von Quantengasen. Wir berechnen jetzt die Entropie des idealen Bose-
und Fermigases unter Verwendung des allgemeinen Ausdruckes (6.39). Im Groftkanoni-
schen Ensemble folgt die Entropie durch Differentation des Grofkanonischen Potenti-
als €. Interessanterweise stimmen die Ausdriicke fiir 2 fiir Fermionen, Glg. (6.13) und
Bosonen, Glg. (6.38) bis auf zwei Vorzeichen tiberein, so dass wir sie in einer Formel
zusammenfassen kdnnen

QUT,V,p) = kBTZln +a el Ep)} :

Diese Darstellung hat auch den richtigen Grenzwert, a — 0, fiir den spinlosen Fall
(L’Hospital). Die Exponente kénnen wir mit Hilfe von Glg. (6.42) durch die Bose-
bzw. Fermiverteilung ausdriicken und erhalten
kgT an kgT @

[1—1—1 = } = Zp:ln(l—anp) .

_ a
CLTLp

Qa(Ta ‘/7 ,LL) = -

Damit haben wir das Grofkanonische Potential umgeschrieben und durch die Bose-
bzw. Fermiverteilung ausgedriickt. Dies ist vorteilhaft z.B. fiir die Berechnung der
Entropie, geméfs der allgemeinen Formel

SUT,V,p) 90

kB N 81{:BT V,
1 a kgT 0 “
= _azp:m (1—anp) — = Xp: T (1—ang) . (6.43)
Wir formen nun die Summe im zweiten Term um, wobei wir ausnutzen 9,7 = — /320,
sowie
R R
(9ﬁ P p \"P

1—an® 1—an®
:—ngszTln[ p} : £

a
np
so dass wir schreiben konnen
6265n

0
;W{;BTln(l_an :_azl—an“—
u 1—ang
_—aﬁzp:npln{ o ]

p
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Dies setzen wir nun in Glg. (6.43) ein und erhalten

M_——Zm 1 —any —i—Zn ln{l_an ] =

= Z { (n - —) In(1 — an?) — n%In ngp} . (6.44)

Nach Einsetzen von a = £1 erhalten wir das Endergebnis fiir die Entropie eines idealen
Bose- bzw. Fermigases (oberes bzw. unteres Vorzeichen)”

SPH(T,V,p) _
= > {E=(1 £ n,) In(1+n,) —n,lnn,} . (6.45)

p

Im Fall der Maxwell-Boltzmann-Statistik [@ — 0 in Glg. (6.44)] bleibt nur der zweite
Term iibrig.

Aufgabe: Man untersuche dieses Ergebnis genauer, s. Aufgaben, Abschn. 6.5.

30Dieser Ausdruck mit dem Vorzeichen +1 wurde zuerst von Planck gefunden, s. Abschnitt 6.4.3,
sowie Ref. [Bonitz et al., 2026].
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6.3.3 Das ideale Bosegas. Bose-Einstein-Kondensation

Wir kehren jetzt zu Bose-Partikeln zuriick. Wir erwarten zwei Falle: fir y < 1 ist
der Teilcheniiberlapp vernachléssighar, und das System verhalt sich wie ein klassisches
Gas mit Maxwell-Boltzmann-Statistik. Wir betrachten im Folgenden den umgekehrten
Fall: x 2 1. Hier erwarten wir einen wichtigen Einfluss der Bosestatistik auf die Viel-
teilcheneigenschaften. Gleichzeitig spielen i.a. Wechselwirkungseffekte ein Rolle. Diese
vernachléssigen wir in diesem Abschnitt. Zur weiteren Vereinfachung nehmen wir spin-
lose Teilchen an, d.h. s = s, = 0. Die Quantenzahlen der Teilchen im homogenen Fall
sind dann nur die Impulse, j — p, mit den Einteilchen-Energie-Eigenwerten, €, = %
mit?! 0 < €p < 00.

Grundzustand des idealen homogenen Bosegases. Bei T — 0 ist die energetisch
niedrigste Konfiguration der Teilchen gegeben durch die Besetzungszahlen

_ N, p=0,
np:np: O p#o

das heifst, alle Teilchen bevolkern den Grundzustand, |¢p—¢), der also makroskopisch
besetzt ist. Dieser Zustand heift Bose-Einstein-Kondensat*?. Entsprechend finden wir
die Innere Energie des Bosekondensats:

Up=> e&np=3 0-N+> ¢-0=0.
p p=0

p#0

Kohirenz-Eigenschaften. Da im BEC (fast) alle Teilchen dasselbe Orbital ¢ be-
setzen, sind alle durch eine gemeinsame Wellefunktion beschrieben und zeigen Kohé-
renzeigenschaften. Ein experimenteller Nachweis besteht daher darin, das Kondensat
in zwei Teile zu trennen und diese anschliefsend zu tiberlagern. Im BEC sollte das zu
einem periodischen Interferenzmuster fithren. Tatsdchlich sind diese direkten Nachwei-
se erbracht worden. Dafiir wurde ein Kondensat z.B. in ein Fallenpotential mit zwei
nahe beieinander liegenden Minima eingesperrt. Nachdem das Potential ausgeschaltet
wurde, expandieren die beiden Kondensate und {iberlagern sich, s. z.B. Abb. 6.8.

Besetzungszahlen bei tiefen (endlichen) Temperaturen. Bei Ubergang aus dem
Grundzustand, T = 0, zu niedrigen endlichen Temperaturen kénnen sich die Eigen-
schaften des Systems nur stetig dndern. Die meisten Teilchen werden im Zustand mit
€p = 0 verbleiben, und die Grundzustandsenergie ist nach wie vor gleich 0. Das bedeu-
tet fiir die Besetzung

1 1

np~N=—~——.
° ePr—1" Bu

(6.46)

Eine makroskopische Besetzung in Glg. (6.46) kann nur auftreten, wenn das chemische
Potential folgende Bedingungen erfiillt:

L |Bul <1,

31Die Grundzustandsenergie €y = 0 tritt nur fiir ein infinites System auf.
32Der Terminus suggeriert Analogien mit der Kondensation von Gasen in die fliissige Phase, was
allerdings nicht zutrifft.
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2. u<0.

Unter diesen Bedingungen kann die Exponente in Glg. (6.46) entwickelt werden, was
auf die letzte Gleichung fiihrt. Im thermodynamischen Limes und T — 0 geht das
chemische Potential gegen Su — —% — —0.

Der Kondensatanteil (Condensate fraction). Bei endlichen Temperaturen sind
nur Ny < N Teilchen im Kondensat, wihrend der Rest,

N, = an,

p7#0

angeregte Zustande besetzt. Dies fithrt auf die Definition des Kondensatanteils,

NO (T, U) N, (Tv U)

CKC(T, U) = T =1- xT, (647)
von dem wir erwarten, dass er mit steigender Temperatur monoton abnimmt. Wir
berechnen jetzt, wie diese Temperaturabhingigkeit genau aussieht und wie das Kon-
densat verschwindet. Dazu berechnen wir die Zahl der angeregten Teilchen, wobei wir
von einem isotropen System ausgehen,

1
No(T0) =3 Blep—m) —1°

p7#0

Wir gehen jetzt zum Impulsintegral iber, wobei wir annehmen, dass wir den Minima-
limpuls auf 0 setzen kénnen, ohne einen grofen Fehler zu machen®®. Auferdem setzen
wir © ~ 0 und wechseln zu einer dimensionslosen Energievariable, ©z = %p{ mit

3/2
Pdp = vy i P,

Vg, * 1

N(T,v) = 47?/ dpp* —5—— =

(27Th)3 0 e % —1

Vo2 [ /2 Vo2

_ e B e 6.48

Afh =y /0 xeff T A?h 12 g3/2 5 ( )
mit der thermischen DeBroglie-Wellenlénge Ay, = h/py, und dem Spin-Entartungsfaktor
gs = 25 + 1 = 1. Auberdem haben wir eine Abkiirzung eingefiihrt, die verschiedene
Typen von Bose-Integralen®* bezeichnet:

o] v—1
0 =000 = [ do S = T)KW). (6.49)
00 LEV_I o] .
g,,(ﬁ,u)z/o da;mz/o dr " n, (T, ), (6.50)

wobei ( die Riemannsche Zeta-Funktion ist, die fiir v > 1 konvergiert.

33Die Zahl der Teilchen in der Nihe des Impulsursprunges ist proportional zu p?dp und damit
vernachléssigbar.

34in Analogie zu den Fermi-Integralen I,,. Man beachte, dass auch hier unterschiedliche Definitionen
verwendet werden: insbesondere wird mitunter ein Faktor 1/T'(v) vor das Integral geschrieben.
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Bose-Integrale, (-Funktion und Polylogarithmus. Im Folgenden geben wir einige
Relationen und wichtige Félle fiir diese Grofsen an, die z.B. bei der Berechnung der
Teilchenzahl N, bzw. der Energie relevant sind, s. z.B. [Greiner et al., 1993],

2l(z) =T(z+ 1),

=31

k=1

L) =1, ¢(1) = o0,

3 7l/2 3 3
r(z)="— ) ~2.612 S =1 1/2
() =" <(3)m2m o5)=ramnn,

71_2

2 =1, C@):?;zlﬁﬁ, g(2) = 1.645,

5 3rl/2 5 5

— | = Z) ~1.341 °) -1 1/2
F(Q) T g(2> 341, g<2> 006 7'/2
I'3)=2, ¢(3) ~ 1.202, g(3) =2.404,

7 1571/2 7 7
I'i-]= — ) ~1.12 — ) =2.1137"2
(5)="5 <(5)=mm of3)=2nee

4 7.‘_4

Polylogarithmus folgt

Die Darstellung von g, iiber I' und (-Funktion erhélt man, indem man als erstes

_ oo
1 _ ¢ v _ ke
et—1 1—e*
k=1
erkennt. Damit konnen wir g, schreiben als
= av ! — [~ 1 —k — 1 [~ 1
= dx = dez’ e ™ = — dzz"""e*
=Y >
k=1 k=1 -
) )

Bei endlichem Su erhalten wir nicht die (-Funktion, denn wenn wir

1 e TP >

evBu —1 ] —etbn

k=1

einsetzen, ergibt sich

%wmzﬁwm

Iu—l

er—Bn —1

00 [e%S)
E : / dr xuflefkaﬂrkﬂu —
0

k=1

§ e—k$+k,8u

e Buk oo
3 (eky) / dz 21~ = Li, ("I (1)
k=1 20 — .

Liy (ef1) L)

Hier ist Li,(z) der Polylogarithmus. Wichtig: dieser ist stetig in z = 1, was der mathe-
matische Grund ist, warum wir in N, (7, v) fiir niedrige Temperaturen Su = 0 setzen
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Abbildung 6.6: Kondensat-Anteil a. des idealen Bosegases, sowie Entartungsparamater
X, als Funktion der Temperatur. Das Kondensat entsteht unterhalb der kritischen
Temperatur T,., wenn der Entartungsparameter den kritischen Wert . erreicht.

diirfen: Li, reagiert kaum auf diesen Rundungsfehler, im Gegensatz zum ng-Teil, wel-
chen wir nur indirekt berechnen®”.

Damit erhalten wir fiir die Teilchenzahl aufserhalb des Kondensates, Glg. (6.48), sowie
fiir den Kondensatanteil, Glg. (6.47),

|4 3
N (T, v) =~ A ¢ <§> :
th

3 3/2
5 T
O[C(T,U> ~1-— % =1- (T) s (6% Z O, (651)

mit dem Entartungsfaktor Y = nA?, in den die Dichte aller Teilchen eingeht. Da-
mit wird deutlich, dass der Kondensatanteil mit der Temperatur in der Potenz 3/2
abnimmt, wobei wir aus Dimensionsgriinden eine charakteristische Temperatur 7T, ein-
gefiihrt haben.

Kritische Temperatur, 7., der Bose-Einstein-Kondensation. Aus Gleichung
(6.51) folgt sofort, dass die Kondensation bei T' = T, verschwindet. Die kritische
Temperatur ergibt sich aus

¢(3) (3)
0=1- 222 T.)=¢(2) =2612, 6.52
N (6.52)
2mh? n \2/3
e = m <2.612) ’ (6.53)

was einer charakteristischen minimalen Stérke der quantenmechanischen Entartung
(Wellenfunktions-Uberlapp) entspricht. In Glg. (6.53) haben wir das Ergebnis fiir die
kritische Temperatur angegeben, unterhalb derer Bose-Einstein-Kondensation auftritt.
Wegen der Abhéngigkeit y ~ nT 32 ergibt sich eine charakteristische Dichteabh#ingig-
keit von T,. Gleichzeitig erkennt man, dass T, umgekehrt proportional zur Masse der

351, wird festgelegt durch die Gleichung N = ﬁ + AL?hLis/Q (ePr), fiir gegebenes N, V, 3. Der

erste Term reagiert stark auf Anderungen von 8 und p, der Lis /g(eﬂ“)—Teil nicht.
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Teilchen ist. Der Effekt ist also am besten fiir Atome mit niedriger Kernladungszahl
zu beobachten.

Interessanterweise verschwindet der Kondensatanteil bei T, abrupt, wie bei einem
Phaseniibergang®®. Davon iiberzeugen wir uns durch Berechnung der Temperatur-
Ableitung:

d 371/ { 0, T =0,
—aC: _— ==
dr 273/ —57, T=T.,

die bei T' = 0 verschwindet und bei der kritischen Temperatur einen endlichen Wert
aufweist, vgl. Abb. 6.6.

Bemerkungen: Die durchgefiihrte Rechnung und damit die gefundenen Ergebnisse
gelten nur unter einer Reihe von Annahmen:

e Es wurde ein makroskopisches Bosegas (N — oo) angenommen.

e Die Rechnung wurde fiir ein dreidimensionales Gas durchgefiihrt. In 2D und 1D
ist, streng genommen, keine BEC moglich (homogener makroskopischer Fall), s.
Aufgaben, Abschn. 6.5.

e Es wurde ein homogenes System vorausgesetzt. In einem externen Potential er-
geben sich modifizierte Bedingungen fiir BEC. In einer Falle ist BEC auch in 1D
und 2D moglich.

e Wir haben Wechselwirkungen zwischen den Teilchen vernachlassigt. Wechselwir-
kungen fiihren dazu, dass Teilchen aus dem Kondensat “herausgedringt” werden
und angeregte Zustande besetzen, also wichst N, und «, nimmt ab.

Historische Bemerkungen: Die Untersuchung makroskopischer Bose-Systeme be-
gann bereits in den Anfangsjahren der Quantenmechanik und hat in den 1990er Jahren
einen ersten Hohepunkt erreicht.

a.) Die Vorhersage der “Kondensation” von Bosonen geht auf N. Bose (1924) zurtick,
der Photonen (Spin s = 0) betrachtete. A. Einstein verallgemeinerte die Vorher-
sage 1924 auf Bosonen mit beliebigem Spin.

b.) Erste erfolgreiche Experimente mit Bosonen wurden mit *He durchgefiihrt. Wegen
der starken Wechselwirkung ist dieses System bei tiefen Temperaturen allerdings
fliilssig und BEC nicht zu beobachten. Stattdessen entdeckte P.L. Kapitza 1937
den Effekt der Suprafluiditit®” (reibungslose Stréomung).

c.) Theoretische Erklarungen der Suprafluiditidt wurden von F. London (1937) und
L.D. Landau (1941) gegeben, der ein Zwei-Fliissigkeits-Modell entwickelte®®.
Weitere Beitrage zur Theorie wechselwirkender Bosonen und Suprafluiditéit ge-
hen insbesondere auf N.N. Bogolyubov, A. Abrikosov, V. Ginzburg und A. Leg-
gett zuriick®.

36Der Kondensatanteil spielt die Rolle des Ordnungsparameters. Die Ordnung des Phaseniibergangs
ist an der spezifischen Wéarme ablesbar, s.u.

37Nobelpreis 1978

38Nobelpreis 1962

39Nobelpreis 2003 fiir die drei Letztgenannten
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Abbildung 6.7: Entstehung eines Bose-Einstein-Kondensates aus Rubidium-Atomen
bei Absenkung der Temperatur (bzw. Erhéhung der Dichte) von links nach rechts, das
rechte Bild entspricht x > x., vgl. Abb. 6.6. Gezeigt ist die Impulsverteilung der Atome
(nach Ausschalten der Falle). Resultat von Cornell und Wiemann (JILA) 1995. Das
Kondensat wurde in einer anisotropen harmonischen Falle produziert, so dass wegen
der Orts-Impuls-Unschérfe eine (anisotrope) ausgedehnte Verteilung entsteht.

d.) Die experimentelle Entdeckung der BEC in einem Quantengas gelang 1995 fiir
Alkaliatome (Rubidium, einige 10 000 Atome in einer Falle), nachdem Kiih-
lungsmethoden der Atome zu niedrigen Temperaturen im Bereich von 100nK
verfiighar geworden waren. Die ersten Experimente gelangen den Gruppen von™
E. Cornell und C. Wiemann (JILA, Colorado), sowie W. Ketterle (MIT). Ein
Ergebnis der Experimente ist in Abb. 6.7 gezeigt.

e.) Heute werden in vielen Gruppen weltweit Experimente mit Bosegasen in Fallen
durchgefiihrt, wobei eine Vielzahl von Atomen, aber auch Molekiilen verwendet
wird. Auferdem werden mit Hilfe optischer Laser Atome in einem Gitter angeord-
net (optische Gitter), was Prézisionsmessungen der Eigenschaften von Kristallen
mit variabler Wechselwirkung ermoglicht. Die Theorie von BEC in Fallen wurde
von Stringari, Pitaevskii und Mitarbeitern ausgearbeitet [Dalfovo et al., 1999|.

f.) Neben atomaren und molekularen Bose-Kondensaten in der Gasphase existiert
BEC auch in Festkorpern. Kandidaten hierfiir sind bosonische Anregungen von
Elektronen. Ein Beispiel sind gebundene Elektronen-Loch-Paare — Exzitonen —
die sich in erster Naherung wie Bosonen verhalten, s. z.B. Ref. [Butov et al., 2002].
Das Problem dabei ist, dass Exzitonen in Halbleitern iiblicherweise instabil ge-
gen strahlenden Zerfall sind - sie rekombinieren durch Emission eines Photons®*!.
Eine interessante Alternative sind sog. indirekte Exzitonen, die in Doppelschicht-
Strukturen (e-h-bilayer) entstehen kénnen. Alternativ konnen Elektronen und

4ONobelpreis 2001
4 Djes trifft zu fiir direkte Halbleiter. Bei indirekten Halbleitern ist die Lebensdauer durch andere
Rekombinationsprozesse limitiert.
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0.5
Absorption

Abbildung 6.8: Interferenz von zwei expandierenden atomaren BEC, die in einer
Falle mit zwei Minima erzeugt wurden, nachdem die Falle ausgeschaltet wurde.
Das Interferenz-Signal wurde durch Streuung mit einem off-resonanten Laser pro-
duziert (die Periode betragt 20 bzw. 15 wm), die Bilder links und rechts unter-
scheiden sich in der Laserleistung. Messung der Ketterle-Gruppe von 1997, Abb. aus
Ref. [Andrews et al., 1997]

Locher auch in einer einzelnen Schicht durch ein elektrisches Feld rdumlich ge-
trennt werden und BEC aufweisen, s.z.B. [Boning et al., 2011]. Diese indirek-
ten Exzitonen weisen deutlich hohere Lebensdauern auf. Alternative Beispiele
fiir bosonische Quasiteilchen, in denen BEC beobachtet wurde, sind Magnonen
(Spinwellen), Polaritonen (Bindungszustand aus Exziton und Photon) oder Plas-
monen (Plasmaschwingungen).

g.) Aufgrund ihrer verschwindenden Masse sollte BEC bei Photonen leicht zu realisie-
ren sein, insbesondere fiir Strahlung im thermischen Gleichgewicht (z.B. Hohl-
raumstrahlung). Allerdings ist in diesen Systemen wegen des verschwindenden
chemischen Potentials die Zahl der Photonen nicht erhalten (es kostet keine Ener-
gie, Photonen zu erzeugen). Bei niedrigen Temperaturen werden Photonen von
den Winden stark absorbiert. Die Situation ist eine andere in einer Mikrokavitat
(micro cavity): Die Spiegel dieses Systems fungieren wie ein Fallenpotential und
“erzeugen” gleichzeitig eine effektive endliche Masse der Photonen, so dass sie
sich wie massebehaftete Bosonen verhalten [Klaers et al., 2010].
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6.3.4 Thermodynamische Eigenschaften des idealen Bosegases

Wir berechnen jetzt einige wichtige thermodynamische Grofsen (Besetzungszahlen, in-
nere Energie, spezifische Wérme), wobei wir die Félle unterhalb und oberhalb der
kritischen Temperatur unterscheiden miissen.

1. mittlere Besetzungszahlen, n,(T', N): Dafiir kennen wir das Ergebnis bereits:

a) T <T.:
TN\ 32
Np—o(T,N) =N [1 - (T) =nyg,
1
npzo(T, N) = — 35—
eﬂ2m — 1

b) T > T.: hier ist der Kondensatanteil a. = 0 und die Besetzung folgt fiir alle
Impulse aus der Bose-Verteilung mit endlichem chemischem Potential:

1

np(Top) = ——~——-
P eﬁ(fim*/‘) -1

2. Erwartungswert der Energie (von Potenzen ¢™): mit den Resultaten fiir
die Boseintegrale, Glgn. (6.49) und (6.50) folgt fiir die zwei Fille

a) T <T.:
m Vo 2 3 3 .
(€, = A3 712 (kgT)™T (5 +m) §(§ ‘l—m) ~ T2t
b) T >T,:
m Vo 2 .
<6 >np A3 1/2(kBT) (6“) 2+

Die Félle Teilchenzahl und innere Energie folgen daraus mit m = 0 bzw. m = 1.
Daraus folgt die

3. Innere Energie pro Teilchen:

a) T <T.:
U _ <€> <€> 3 C(%) 5/2
wobei wir fiir die letzte Abschétzung Glg. (6.51) verwendet haben.
b) T > T.:
U (e 9508w
== k;BTg%(ﬁ,u) . (6.55)

4. Spezifische Wirme: diese berechnen wir durch Ableitung der inneren Energie
pro Teilchen nach der Temperatur, bei konstantem Volumen:
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=
i

Abbildung 6.9: Spezifische Warme bei fixiertem Volumen des idealen Bosegases. Am
kritischen Punkt der Bosekondensation ist ¢y stetig, aber die Temperatur-Ableitung
von cy (dritte Ableitung des chemischen Potentials) weist eine Diskontinuitét auf.
Nach der Ehrenfest-Klassifikation liegt ein Phaseniibergang 3. Ordnung vor. In der
Literatur wird dagegen mitunter von einem A-Typ gesprochen, wegen der Form der
cy-Kurve.

a) T < T.: Unter Verwendung von Glg. (6.54) folgt die spezifische Warme (Wéarmekapa-
zitét geteilt durch N)

1 9(e) 51 (e) 3
T)= cor| =gz ~ T
ev(T) N oT lvn ~ 2T N ’
T 15¢ (8
cy(Te) — _5C <§) ~ 1.925, am kritischen Punkt
kg 4¢(3)

b) T > T,: Das Resultat folgt durch Ableiten von Formel (6.55). Die Rechnung
ist hier etwas aufwindiger und fiihrt auf das Ergebnis*?

ey (Te) _ 15952 (Br) 993 (B)
kp 4 g32(Bp) 4 gip2(Bp)

damit ist die spezifische Warme deutlich grofier als bei einem klassischen einato-
migen Gas (3kg/2, Dulong-Petit-Gesetz). Bei T — 0 geht auch ¢, gegen 0, im
Einklang mit dem 3. Hauptsatz. Fiir T' > T, ergibt sich ein monotoner Abfall.
Der klassische Limes ergibt sich aus Formel (6.56) mit S — 0 zu 15/4—9/4 und
geht damit monoton (von oben) in das Dulong-Petit-Gesetz tiber. Das Verhalten
im gesamten Temperaturbereich ist in Abb. 6.9 skizziert.

(6.56)

5. Zustandsgleichung: Wir gehen aus vom groftkanonischen Potential {2 = —kgT'In Zg,
das fiir das ideale Bosegas folgende Form hat, vgl. (6.37),

AT, V,2) = kT > In[l— e #=2] 4+ 0y(T, ),
p#0

QD = k‘BTlH(l - Z),

wobei wir die Fugazitit z = e’# eingefiihrt und €y, den Beitrag des Grundzu-
standes mit p = 0, separiert haben. Durch Ubergang zum Integral, wie vorher,

42Details findet man z.B. in Ref. [Greiner et al., 1993].
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erhalten wir mit x = Se und partieller Integration,

2 o0
AVh 1/2/ dx x'/? ln[l—z-e‘m]:

vV 4 > 23/2
S LA A
PEA3, 3#1/2/0 CTer —1

T, V,2) — Q= kpT—

% 5
= —k'BT 3 T 95/2( ) .
A
Daraus folgt fiir den Druck,

90 kBs U(3)gsp2(2), T>T.

=57,

e (3) T <T..

Der Druck des idealen Bosegases skaliert mit der Temperatur wie 7°/2. Unterhalb
der kritischen Temperatur ist der Druck offensichtlich unabhéngig von der Dichte, da
Teilchen im Kondensat nicht beitragen. Andererseits ist die Kondensation natiirlich
abhéngig von der Gesamtteilchendichte, die ja in den kritischen Wert des Entartungs-
parameters x eingeht, vgl. (6.52).

6.3.5 Das (ultra)relativistische ideale Bosegas

Wir betrachten jetzt relativistische nicht-wechselwirkende Bosonen mit der Energie-
Dispersion

E(p) = mict+
e(p) = clp|, ultrarelativistische Grenze .

Nachdem wir bereits klassische relativistische Systeme, vgl. Abschn. 5.6, sowie relativi-
stische Fermisysteme untersucht haben, vgl. Abschn. 6.2.6, wenden wir uns jetzt dem
Fall der Bose-Statistik zu und beschréanken uns auf den ultrarelativistischen Grenz-
fall**. Mit der modifzierten Dispersion, €, &~ cp, lassen sich alle thermodynamischen
Grofen, beginnend mit dem grofkanonischen Potential, wie bisher berechnen.

Groftkanonisches Potential. Fiir () folgt aus der grofskanonischen Zustandssumme
in Besetzungszahl-Darstellung®! mit der Fugazitit z = e’*

Q<T7 V, Z) = —kgTIn ZG(T, V, z) = kBTZlD [1 _ ze*,ﬁep} _

p
00

de € In 1—26 Be} )

0

43Dieser Fall tritt zum einen bei sehr hohen kinetischen Energien, zum anderen bei Teilchen der
Ruhemasse 0 auf.
44Wie iiblich gehen wir von der Summe zum Integral iiber:

Van T Van T T 4V
Z — ) /dpp2 =733 /d662 = /deDUR(e), Dur(€) = ey e, (6.57)
p 0 0 0

wobei wir die ultrarelativistische bosonische Zustandsdichte identifiziert haben, die der Grenzfall des
vollen relativistischen Ausdruckes (6.35) ist.
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Mit der Abkiirzung x = e und der relativistischen thermischen DeBroglie-Wellenlénge
h
Ap=———,
R VorksT/c

folgt nach partieller Integration

2 oo
AT, V,z) = Lg - kBT/dxx2 In[1—ze "] =
ARV om
0
Vo2 1 e~
= — —_ T —_— _=
A3 ka ( 3)/(13:1—,263”
0
1 /2V
=—-\/ =5 kT g4, (6.58)
3V Ay

wobei wir die Definition des Bose-Integrals (6.50) verwendet haben. Dartiber hinaus
haben wir beriicksichtigt, dass u — 0, da es im ultrarelativistischen Grenzfall (ent-
spricht Masse gleich 0) keine Energie kostet, Teilchen-Antiteilchen Paare zu erzeugen
(die Ruheenergie ist gleich 0). Aus diesem Resultat folgt sofort die

Zustandsgleichung:

oNT,V,z=1)
ov

p(T7V7Z:1>:_

1 [2kgT ;

Der Druck eines ultrarelativistischen idealen Bosegases ist also unabhangig vom Volu-
men (von der Dichte’®) und wiichst mit der Temperatur in der vierten Potenz.

Energie-Erwartungswerte, (¢"). Dieselben Umformungen wie fiir {2 fiihren auf das
Ergebnis

1 —_—
eBer — 1

(T V,2=1)=) €

oo

2V xm+2
Z  (kaT)™ -
A% (ks T) /dxe‘”—l

0

2V
=\ =7z (k8T)" gmss -
\/;A?I’%
e die Teilchenzahl (Potenz m = 0):

2V
N(V7T) = \/;A_gg37
R

die allerdings nur die angeregten Teilchen und nicht die im Kondensat (ihre Zahl
divergiert wegen €, = 0) enthalt.

Daraus folgt insbesondere

45ganz anders als bei Fermionen, wo p o< n°/3
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e die innere Energie (m = 1):

2V
UV, T) = (¢) = \/;A_S kpT g4 oc T, (6.60)
R

e das Verhiltnis Druck zu Energiedichte: mit Hilfe der Ergebnisse (6.59) und (6.60)
folgt sofort
1U

“37

so, wie fiir ein relativistisches ideales Fermigas. Im Gegensatz dazu hatten wir

im nichtrelativistischen Fall (klassisches, Fermi- oder Bosegas) einen Faktor 2/3
erhalten.

p

e die Freie Energie: aus FF = U — TS = —pV folgt F' = —%

e die Entropie: aus der Freien Energie erhalten wir

1 4U
= — — F —_ - T3
S=qpU-F) =55 T
o die Wiarmekapazitat:
ou U
=—| =4== T3,
CV T . T 35S

Der Fall dimensionsreduzierter Bosegase ist Gegenstand einer Aufgabe, s. Abschn. 6.5.

6.3.6 Wechselwirkende Bosesysteme. Suprafluiditat™

Mit diesem Thema hat sich meine Gruppe intensiv beschéftigt, s. z.B. die Referenzen
[Boning et al., 2011, Filinov et al., 2009, Dornheim et al., 2015]. Zwei Beispiele von
Quanten-Monte Carlo-Simulationen sind in den Abb. 6.10 und 6.11 gezeigt. Unter-
sucht wurde ein repriasentatives Modellsystem, das fiir viele aktuelle Experimente mit
bosonischen Molekiilen oder indirekten Exzitonen von Bedeutung ist:

N

- hv? 1 p?

H=-— L4+ = o — 6.61
; 2m * 2;@\“—1']-\3 ’ (6.61)

d.h. N Bosonen befinden sich in einer Ebene (2D Dichte n = a?) wechselwirken mitein-
ander liber Dipolwechselwirkung mit dem Dipolmoment p, wobei ¢, die Dielektrizitéts-
konstante des umgebenden Mediums ist (im Vakuum ¢, — 1), die die Wechselwirkung
abschirmt. Die relevanten dimensionslosen Parameter sind [Filinov et al., 2010]
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Hier ist Ey ein Mals fiir die kinetische Energie eines Teilchens, wihrend D der Dipol-
Kopplungsparameter ist, der die Starke der Wechselwirkung misst. D tritt an die Stel-
le der Parameter I bzw. 7y = a/ap fiir geladene Teilchen (Coulomb-Wechselwirkung)
tritt. Interessant ist die Dichte-Skalierung: wihrend r, mit wachsender Dichte abnimmt
(die Coulombwechselwirkung skaliert mit oc 1/a), nimmt D mit der Dichte zu, wegen
der kubischen Abstandsabhéngigkeit. Aus diesem Grund wird der am stérksten kor-
relierte Zustand — der Kristall — bei grofen Kopplungsparametern erreicht, hier bei
D =~ 18, vgl. Abb. 6.10.

14 dilute gas %... normal phase
& ) superfluid ig.
1t =
0.8 | (
;
I s R ——— -
0.001

0.01 0.1 1 10
D

Abbildung 6.10: Phasendiagramm eines makroskopischen zweidimensionalen Bosesy-
stems mit repulsiver Dipolwechselwirkung der dimensionslosen Stirke D, s. Glg. (6.61).
(b) Anteil der normalen Dichte, n,(D), als Funktion der Kopplung fiir eine kon-
stante Temperatur 7./Fy = 1. Der Anteil der suprafluiden Dichte betrigt ng(D) =
1 — n,(D). Die anderen Kurven entsprechen verschiedenen Typen von Quasiteilchen-
Anregungen: Phononen (ph) und Rotonen (r). Resultat von Pfadintegral-Monte-Carlo-
Simulationen. Abbildung aus Ref. [Filinov et al., 2010].

Fiir D < 18 schmilzt der Dipol-Kristall und geht in eine Fliissigkeit mit kurzreichwei-
tiger Ordnung iiber, deren Eigenschaften von der Temperatur abhédngen: fir kgT >
1.4F, liegt eine normale Fliissigkeit vor. Unterhalb einer kritischen Temperatur 7,
die von D abhéngt, erfolgt ein Phaseniibergang zu einer suprafluiden Phase (Gemisch
aus normaler Fliissikeit dem Anteil n,, und Suprafliissigkeit mit ny = 1 — n,). Die
Abhéngigket n, (D) ist Abb. 6.10.b gezeigt. Man erkennt, dass der grofte suprafluide
Anteil bei D ~ 1...2 erreicht wird (dort ist auch 7, am hochsten). ng nimmt sowohl
mit fallendem D ab (schwéchere Wechselwirkung) als auch wachsendem D, da dies
gleichzeitig einen Trend zur Teilchenlokalisierung bewirkt. Im Kristall verschwindet
der Teilchen-Uberlapp und damit auch die Surprafluiditit.

Man beachte, dass es bei dem vorliegenden 2D-System Besonderheiten beim Phasen-
diagramm gibt. So existiert in 2D keine strenge langreichweitige Ordnung im Kristall.
Der Schmelzprozess und auch die Mechanismen beim Normal-Suprafluid-Phasentiibergang
weisen daher Besonderheiten auf, s.z.B. [Filinov et al., 2010]. Dies wurde insbesondere
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Abbildung 6.11: Einteilchen-Dispersion des 2D-Dipolsystems (6.61) aus Abb. 6.10 fiir
T = 0.5 und vier Wechselwirkungs-Stéarken. Anstelle der gewShnlichen parabolischen
Energie-Dispersion fiw(q) = ¢?/2 stellt sich hier die gepunktete Kurve (pink) ein.
Fiir kleine Impulse ¢ dominieren Phononen (lineare Dispersion), bis sich ein Mini-
mum einstellt, dass sog. Rotonen entspricht. Resultat von Pfadintegral-Monte-Carlo-
Simulationen aus Ref. [Filinov et al., 2010]. Die anderen Kurven stellen andere Modelle
dar, die Naherungscharakter besitzen.

von Berezinski, Kosterlitz und Thouless untersucht*.

Der Mechanismus der Suprafluiditéit ldsst sich am Einteilchen-Spektrum verstehen,
das in Abb. 6.11 gezeigt ist. Die gepunktete Linie zeigt die gewohnliche quadratische
Dispersion freier Teilchen. Mit wachsendem D weicht die Dispersion des nichtidealen
Bosegases (violette Punkte) immer stérker von der idealen Dispersion ab?”. Wihrend
das Verhalten bei groffen Impulsen sich dem des idealen Gases wieder annéhert, gibt
es drastische Unterschiede bei kleinen und mittleren Impulsen. Fiir den Reibungsver-
lust ist vor allem der lineare Anstieg bei kleinen Impulsen verantwortlich, €(p) = c4p,
wobei ¢ eine effektive Geschwindigkeit ist. Er bedeutet, dass Anregungen, z.B. durch
thermische Fluktuationen, stark unterdriickt sind. Eine Fliissikeit, die mit einer Ge-
schwindigkeit u < ¢, stromt, kann daher keine Energie an die Bosonen abgeben (das
wére gleichbedeutend mit Reibung, Viskositét) und fliefst daher verlustfrei. Der Wert
von ¢s wachst mit D, somit wird der Effekt durch die Wechselwirkung verstarkt. Be-
merkenswert ist auch das Minimum der Dispersion in der Gegend von qa ~ 6, das

46Kosterlitz, Thouless und Haldane erhielten 2016 den Nobelpreis fiir die Untersuchung von topo-
logischen Phaseniibergéngen.

4"Dieses Spektrum ergibt sich aus der niherungsweisen Diagonalisierung des Hamiltonians mit
Wechselwirkung, Glg. (6.61). Die Ergebnisse hier wurden mit exakten Pfadintegral-Monte-Carlo-
Simulationen gewonnen.



192 KAPITEL 6. STATISTISCHE MECHANIK VON QUANTENGASEN

sich bei grofsen D einstellt. Es ist verkniipft mit sog. Rotonen. Das sind kollektive
Anregungen von Teilchengruppen, die haufig Rotations-Charakter (Wirbel) besitzen.
Abschliefsend sei bemerkt, dass eine solche nicht-monotone Dispersion nicht nur in
Bosegasen auftritt. Sie wurde auch in stark wechselwirkenden klassischen Systemen
geladener Teilchen gefunden, s. z.B. Ref. [Golden and Kalman, 2000], sowie im Fermi-
gas (Elektronengas bzw. -Fliissigkeit) bei starker Kopplung [Dornheim et al., 2022].
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6.4 Das Photonengas. Plancksches Strahlungsgesetz

6.4.1 Photonen als ultrarelativistische Bosonen

Elektromagnetische Wellen besitzen ein lineare Frequenz-(Energie-)Dispersion, w(k) =
ck, wozu eine lineare Energiedispersion korrespondiert. Durch Multiplikation mit A
folgt

e, = hw = ¢|p|, p = hk,

was exakt mit dem Verhalten ultrarelativistischer Bosonen {ibereinstimmt, die wir in
Abschn. 6.3.5 untersucht hatten. Eine Besonderheit der bosonischen Anregungen des
elektromagnetischen Feldes (der Photonen) besteht darin, dass es im allgemeinen drei
Polarisationsrichtungen der Wellen gibt?®: zwei transversale und eine longitudinale,
das heifst, jeder Energiezustand ist 3-fach entartet. Photonen verhalten sich also wie
Bosonen mit Spin s = 1.

Im Folgenden betrachten wir nur die elektromagnetischen Wellen und verwenden da-
her den Entartungsfaktor® g, = 2. Die Zustandssumme des Photonengases ergibt
sich somit aus dem Resultat fiir das ultrarelativistische ideale Bosegas (mit u = 0),
Glg. (6.57), geméf

Dph<€) = QSDUR(€) )

wobei jeder Energiezustand eine mittlere Besetzung aufweist, die durch die Bose-
Verteilung, n(e) = [e/¢ —1]71, gegeben ist. Die Zahl der Photonen im Energie-Intervall
[€, € + de| ist daher

dN (€) = n(e)Dpn(€) de .
Daraus folgt die spektrale Dichte der Photonen pro Volumen (n = N/V | € = hw)

dn(w) _ 1dN(e), i—?%@wf gsn(fw) =

dw —V de
B 1 w?
w23 efhw — 17

sowie die raumliche Energiedichte (v = U/V') im Intervall [w,w + dw]
du(w) dn(w)
pr— hw P

dw dw
_h w
C m2c3 Pl — 17

3

Diese Formel unterscheidet sich von der Planckschen Strahlungsformel durch einen
Faktor 4. Das liegt daran, dass Planck die Strahlung betrachtet hat, die aus einem
Hohlraum durch eine kleine Offnung austritt (Schwarzer Korper nach Kirchhoff).
Unser Resultat dagegen beschreibt ein Photonengas mir isotroper Geschwindigkeits-
Verteilung, bei der der Erwartungswert von |v| = ¢ ist. Wenn dagegen nur Photo-
nen betrachtet werden, die in eine vorgegebenen Richtung fliegen (z.B. in positiver

48Die transversalen Wellen entsprechen den elektromagnetischen Wellen im Vakuum, wihrend die
longitutidinale vor allem in Medien relevant ist, z.B. Plasmaoszillationen beschreibt.
49Wir folgen hier der Herleitung bei Greiner.
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Plancksches Strahlungsspektrum

10" — —

10000K

Spektrale spezifische Ausstrahlung [W/(m? pm)]
Spektrale Strahldichte [W/(m? um sr)]

Wellenlange [um]

Abbildung 6.12: Plancksches Strahlungsspektrum fiir verschiedene Temperaturen
(doppelt logarithmisch). Das Wiensche Verschiebungsgesetz ist klar ablesbar.

z-Richtung), so folgt fiir den Mittelwert der z-Projektion (v, > 0) einer isotropen
Verteilung (v,) = 1(|v|) = ¢/4 und wir erhalten fiir die spektrale Energiedichte der
Hohlraumstrahlung

Das ist die Plancksche Strahlungsformel, die er im Oktober 1900 erstmals der Of-
fentlichkeit vorgestellt hatte, ohne etwas von Bosestatistik zu wissen. Das Resultat
stimmte hervorragend mit den experimentellen Daten iiberein und wurde durch neue-
re Messungen immer wieder bestatigt. Fiir die Ableitung der Formel, die er vorher
durch Kombination der Wien- sowie Rayleigh-Formeln gefunden hatte® (s. Grenzfille
unten) fiihrte Planck seine Quantenhypothese, £ = Nhv, ein und leitete damit die
korrekte Entropieformel fiir ein ideales Bosegas ab, die ihn auf seine Formel(6.62) fiir
die Energiedichte fiihrte®!.

Bemerkungen:

e Im Grenzfall hoher Frequenzen, fw > kgT ergibt sich aus (6.62), mit der Ent-
wicklung

1

e e~ P {1 +e‘5h“’} :

50Details zu seiner Ableitung werden in Abschn. 6.4.3 gegeben.
S1Fiir seine Beitrige zum Strahlungsgesetz und zur Energie-Quantisierung erhielt Planck den No-
belpreis 1918.
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hw® _
plw) =~ 47T203€ ph {1+e Bhw} ,

wobei der erste Term die Wienformel darstellt"” (entspricht unterscheidbaren
Teilchen mit Boltzmann-Statistik und kontinuierlichen Energien) und der zweite
die erste Quantenkorrektur.

e Niedrige Frequenzen: hw < kgT'. Dann vereinfacht sich die Boseverteilung zu

1 1 NkBT(l 17m>

e — 1" Bhw+ L(Bhw)2  hw \© 2ksT

und die Planck-Formel geht iiber in

NWZICBT (1 1hw>

plw) » 4723 " 2kgT

Der erste Term reproduziert die Formel von Rayleigh (bzw. Rayleigh-Jeans) und
der zweite die erste Quantenkorrektur.

e Das Maximum der Planck-Kurve (6.62) folgt geméfs

0= w3 3 h eBhw
e 1 \w kT efw—1["

—e"(B—12)=3, x= [ hwnax,

mit der Losung Awnmax ~ 2.821kgT. Diese Proportionalitéit ist Inhalt des Wien-
schen Verschiebungsgestzes, s. Abb. 6.12. Allerdings lautete Wiens Resultat (oh-
ne die 1 in der Boseverteilung) hwnax = 3kpT. Die Wiensche Formel versagt also
nicht nur bei kleinen Frequenzen, sondern liefert auch ein ungenaues Resultat
fiir das Maximum der Kurve.

6.4.2 Thermodynamische Eigenschaften des Photonengases.

Die thermodynamischen Eigenschaften stimmen nahezu vollstédndig mit denen des ul-
trarelativistischen Bosegases liberein, abgesehen von dem zuétzlichen Entartungsfaktor
gs = 2. Wir notieren die wichtigsten Resultate:

e Grofktkanonisches Potential: in Analogie zu Glg. (6.58) gilt

V 2 |27t

QT V)= ——=kgT-{|] ——

(L.V) AP 3V r1s”

wobei wir g, = 7{—; benutzt haben.
e Innere Energie: das Resultat lautet
\% 2 27t

T)=—kgT /= "— xT*
U<V> ) Ag],%kB T 15 X )

52Fiir seine Ergebnisse zur Hohlraumstrahlung erhielt W. Wien 1911 den Physik-Nobelpreis.
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e Energie-Dichte und Stefan-Boltzmann-Gesetz: Division durch das Volumen und
Einsetzen von Ag ergibt

UV, T) =*(kgT)* 4

= — - = — T4
4 15 Wt o
2k}
0= 60h3i2 =5.67-107° TR Stefan-Boltzmann-Konstante

e Entropie: Fiir die Entropie sind unsere allgemeinen Betrachtungen anwendbar,
so dass die Formel lautet

SET Vi)
T = A ) (14 ny) =y g}

p

wobei hier der Orbitalindex durch die Frequenz der Photonen zu ersetzen ist,
p — v. Man beachte, dass hier das grofkanonische Ensemble zugrunde liegt
und die Besetzungszahlen i.a. keine diskreten Werte annehmen, da sie von der
Temperatur und der Frequenz (ihrem Produkt) abhéngen, n, = n,(Siw).

6.4.3 Plancks erste Ableitung der Strahlungsformel

Es ist interessant, die Resultate fiir ein ultrarelativistisches ideales Bosegas mit dem
Zugang von Max Planck aus den Jahren 1899-1900 zu vergleichen. Nach Planck™ ist
die Energie eines Oszillators der Frequenz v gegeben durch

CQ

Uy =, (6.63)

wobei p,dvdQdt die Energie (die Intensitét) ist, die ein linear polarisierter Strahl pro
Zeiteinheit und Flichenelement, das durch einen Offnungswinkel d€2 charakterisiert ist,
besitzt. Planck ging davon aus, dass die elektromagnetische Strahlung im Hohlraum
im Gleichgewicht mit den Wénden ist und dass deren Energie in jeder Mode fixiert
ist. Daher suchte er U, aus der Bedingung, dass die zugehorige Entropie maximal ist
— er setzte also das mikrokanonische Ensemble voraus. Das bedeutet im Gleichgewicht
(fiir v fixiert)

as 1
dU |,y T
d*S 1 d1 0
dU?|,y R dUT|,y~
Die Bedeutung von R ist dabei leicht zu verstehen:
1 1dTr 11
R T2dU|,y  T2Cyy’

also R=-T?Cyn,

R ist also direkt verkniipft mit der Warmekapazitiat der Strahlung.

53Wir folgen seiner Darstellung im Nobelvortrag.
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Spektrum der
Hohlraumstrahlung: u(A, 7)

Schwarzer Korper

= beobachtel
= w a berechnet

Messung von Lummer und Pringsheim (1900)

197

Abbildung 6.13: Hohlraumstrahlung im Mikrometer-Bereich: Vergleich der Messungen
von Lummer und Pringsheim (Physikalisch-Technische Reichsanstalt 1899-1900, obere
Kurven) und des Modells von W. Wien (untere Kurven) fiir 7 Temperaturen.
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I. Grofse Frequenzen.

wobei a und b zwei universelle (material-unabhéngige) Konstanten sind. Die-
se Formel hatte W. Wien bereits 1896 publiziert. Planck hatte sie unabhéngig
abgeleitet aus einer Formel fiir die Entropie®

SW = —glni,
av  ebv

woraus er fiir den Kehrwert der zweiten Ableitung erhielt

RY = —avU

IT. Niedrige Frequenzen (grofie Wellenléingen). Die Wienformel lieferte zunachst
sehr gute Ubereinstimmung mit den Experimenten, bis allerdings gréfere Wel-
lenlingen )\ im Bereich von einigen um zuginglich wurden®®, die mit wachsendem
A immer mehr auf einen systematischen Fehler hindeuteten. Stattdessen schien
eine Formel von Lord Rayleigh®® deutlich besser zu “passen”:

Uf=d-T,

wobei d eine Konstante ist, woraus Planck fiir die Entropie und das Inverse ihrer
zweiten Ableitung fand

SE=d-InU,
U2
RFf=——.
d

III. Plancks Kombinations-Ansatz fiir beliebige Frequenzen. Da die Wienfor-
mel sehr gut fiir mittlere und grofe Frequenzen mit dem Experiment iiberein-
stimmte und die Rayleigh-Formel fiir kleine Frequenzen, ging Planck davon aus,
dass eine geeignete Kombination im gesamten Frequenzbereich funktionieren soll-

te. Er vermutete, dass dafiir die Grofsen R der beiden Grenzfille zu addieren
sind”®.

2
RF =RV + RFf = - (auU + —> ; (6.64)

P _ W R 1 U
CVN=CVN+CVN:ﬁ auU—i—F .

54M. Planck, Sitzungsber. Berl. Akad. Wiss. 18.5. 1899

55 Messungen von Lummer und Pringsheim, sowie Rubens und Kurlbaum an der Physikalisch-
Technischen Reichsanstalt in Berlin (PTR)

56Rayleigh 1900. Diese Formel publizierte er 5 Jahre vor dem bekannten Rayleigh-Jeans-Gesetz.

57statt Plancks Bezeichnung C verwenden wir d, um Verwechslungen zu vermeiden

58Eine Addition der Wirmekapazititen beider Grenzfille erscheint uns heute folgerichtig, da hiufig
in unterschiedlichen Energie- (oder Frequenzbereichen) unterschiedliche physikalische Prozesse aktiv
sind. Man denke etwa an Atome oder Molekiile. Bei Planck findet sich allerdings kein Hinweis, dass
er die Warmekapazitédt in Betracht zog.
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Durch Integration erhielt Planck die erste Ableitung der Entropie nach der Ener-
gie, sowie durch nochmalige Integration, die Entropie

1 h 1
= —In (1+—”> =, (6.65)
vN o av U T
h|{(U U u. U
=—(l—+1)ln|{—+1)——In—]. :
o a{(hu+)n<hy+) hl/nhI/:| (6.66)

Daraus folgte sofort seine Strahlungsformel. Dazu ist nur die rechte Glg. (6.65)
nach U aufzulGsen:

das
du

hv

6%21—’_?7 bZW.
h
U(T) = o .
er —1

Dieses Ergebnis stellte er am 19. Oktober 1900 auf einer Sitzung der Physikali-
schen Gesellschaft in Berlin vor und erhielt umgehend die Bestétigung von Seiten
der Experimentalphysik-Kollegen aus der PTR. Die spektrale Strahlungsintensi-
tét folgt dann aus Glg. (6.63):

e

pl/_ av 9
erT — 1

wobei Planck die Konstante a aus seiner zweiten Ableitung als a = h/kp identi-
fizieren konnte, s. Abschn. 6.4.4.

Natiirlich war Planck klar, dass der Ausdruck hv die Dimension einer Energie
hat, aber es war unklar, welche Bedeutung diese Grofse trégt.

6.4.4 Plancks zweite Ableitung der Strahlungsformel.
Energiequantisierung

Sofort nach der experimentellen Bestéatigung seiner Strahlungsformel begann Planck,
nach einer systematischen Ableitung von Formel (6.66) zu suchen, denn der bisherige
Weg der “Kombination” der beiden Félle lief sich nicht streng begriinden.

Zur Berechnung der Entropie konzentrierte er sich auf das mikrokanonische Ensemble
und versuchte, den wahrscheinlichsten Zustand des elektromagnetischen Felds zu fin-
den. Da im mikrokanischen Ensemble alle Zustédnde mit den selben Werten von U, N, V'
gleichwahrscheinlisch sind, reduzierte sich die Aufgabe auf die Bestimmung der Zahl Z,,
der Mikrozustéande, also auf die Zustandssumme. Dies war inspiriert durch Boltzmann
und seine Verkniipfung von Z,, mit der Entropie, S = kgln Z,,.

Um Z,, zu bestimmen, suchte Planck nach einer Darstellung durch eine diskrete Zahl
von Mikrozustédnden. Er schrieb “...dachte ich mir ein Gebilde, bestehend aus einer sehr
grofsen Anzahl N von gleichartigen Oszillatoren, und suchte die Wahrscheinlichkeit
zu berechnen, daf dies Gebilde die vorgegebene Energie Uy besitzt. Da nun eine
Wahrscheinlichkeitsgrofte nur durch Abzdhlung gefunden werden kann, so war es vor
allem notwendig, die Energie Uy als eine Summe von diskreten, einander gleichen

59Planck verwendete zunichst a’ = a - d und ersetzte das spéter durch die Planck-Konstante h.
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Elementen e anzusehen, deren Anzahl durch die ebenfalls sehr grofse Zahl P bezeichnet
sein moge. Also

Uv=N-U=P ¢, (6.67)

wobei U die mittlere Energie eines Oszillators bedeutet.”
Planck berechnete dann die Anzahl der Moglichkeiten, P Elemente auf N Oszillatoren
zu verteilen, wobei € noch unbestimmt blieb:

g (P+N)! (P4 N)FtN

“7 PINl T PPNN 7
wobei am Ende wegen der angenommenen Grofse von N und P die Stirling-Formel
verwendet wurde. Damit ergibt sich fiir Boltzmanns Entropie

(6.68)

1 N
k_SN: k_szlnzuz (P+N)In(P+N)—PlnP—-NInN,
B B

und schlieflich fiir die Entropie eines Oszillators einer fixierten Frequenz v

sota{(Z (D en) - Tnl) o5

Die Ubereinstimmung von (6.69) mit der bisherigen Formel (6.66) ist evident, wenn
U/hv = P/N gesetzt wird, d.h., wenn fiir die Konstanten folgende Zusammenhéinge
gelten:

kg =

Y

SIS

>

€= nr.

Aus dem Vergleich mit dem Experiment hatte Planck bereits friithzeitig die Zahlenwerte

. Ws
kp =1.346 - 107628 — 1346. 1072822
B grad K’

h =6.55-10"*"erg - sec = 6.55 - 107 W s?,

fiir die von ihm eingefithrten Konstanten — die Boltzmann-Konstante und das Wir-
kungsquantum — bestimmt und war tiberzeugt, dass es sich dabei um universelle Kon-
stanten handelt®. Diese Ableitung stellte Planck auf einer Sitzung der Berliner Phy-
sikalischen Gesellschaft am 14.12. 1900 vor. Dieses Datum wird seitdem als “Geburts-
stunde der Quantentheorie” bezeichnet.%!

Bemerkungen:

e Viele Details von Plancks Uberlegungen sind nicht bekannt oder schwer nachzu-
vollziehen. So wissen wir nicht genau, was ihn zur Kombination (6.64) bewog,
die ganz offensichtlich korrekt ist.

60Wegen der Universalitit der Maxwellgleichungen und der Eigenschaften der elektromagnetischen
Wellen glaubte er, dass die gefundenen Konstanten “fiir alle Zeiten und Kulturen gelten sollen”,
einschliefilich “auferirdischer und aufiermenschlicher”.

61Fiir diese Ergebnisse erhielt Planck 1919 den Nobelpreis (riickwirkend fiir 1918). Eine Kopie liegt
im Kieler Max-Planck-Museum.
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e Man darf vermuten, dass Planck den Ausdruck (6.68) fiir die Zustandssumme
aus dem Vergleich der Entropieformeln (6.66) und (6.69) korrekt identifiziert hat.
Sein Modell (“Gebilde” im Zitat oben), mit dem er Formel (6.68) motiviert, ist
allerdings nur bedingt nachzuvollziehen. Die N Oszillatoren sind am ehesten als
Représentanten des Ensembles aufzufassen. Tatséchlich lasst sich die Bosestati-
stik als kombinatorisches Problem formulieren, s. Abschn. 6.4.5.

e Auch wenn Planck in seinem Vortrag am 14.12. 1900 von einer Quantisierung der
Energie der Oszillatoren ausging, so sah er das vor allem als “Rechentrick” an,
um die Zustandssumme auszurechnen. In seinem Vortrag sagte er auch iiber das
Verhéltnis P/N in Formel (6.69): “Wenn der so berechnete Quotient keine ganze
Zahl ist, so nehme man fiir P eine in der Néahe gelegene ganze Zahl.” Das mag ihm
notwendig erschienen sein, da er ja in seinem “Gebilde” keine Einschrankungen
beziiglich P und N gemacht hatte, so dass rationale Zahlen fiir das Verhéltnis
nicht ausgeschlossen waren®.

e Diese Bemerkung Plancks relativiert allerdings nicht seine Quantenhypothese®.
Im Gegenteil: die Forderung, dass P/N immer ganzzahlig sein soll, bedeutet
ja nichts anderes als dass U ein ganzzahliges Vielfaches von hv ist, dass also
eine strenge Quantisierung der Energie eines einzelnen Oszillators vorliegt. Dies
ist eine stirkere Forderung als seine Ausgangsgleichung (6.67), die ja nur eine
strenge Quantisierung der Gesamtenergie von N Oszillatoren impliziert. Es ist
diese Formel, die die Quantenidee in die Welt gesetzt hat und damit der Ausloser
fir den Umsturz unseres Weltbildes wurde®.

e Die Formel (6.67) ist in der Wahrscheinlichkeitstheorie bekannt als Kombina-
tion mit Wiederholung. Dabei werden aus einer Menge von N Elementen P

ausgewahlt (oder umgekehrt), wobei deren Reihenfolge keine Rolle spielt, s. Ab-
schn. 6.4.5.

e Vergleicht man Plancks Ergebnisse mit denen fiir das ideale Bosegas, fiir das die
Entropie (der Beitrag fiir ein Orbital) gegeben war durch Glg. (6.45)

Sp(p, V. T)
kp

so ist auch hier die Analogie evident. Dabei ist hier p mit einer Photonenmode
der Frequenz v zu identifizieren®, wobei Plancks Ergebnis, U/e = P/N zu n,
korrespondiert. Wahrend Planck im mikrokanonischen Ensemble arbeitete, wo U
festgelegt ist und keine Temperatur existiert, ist Glg. (6.70) im grofkanonischen
Ensemble formuliert. Wahrend die Besetzungszahlen, n, = 0,1, 2, ..., natiirliche
Zahlen sind, enthélt die Formel den groftkanonischen Erwartungswert der Beset-
zungszahl der Mode (die Boseverteilung). Dieser ist i.d.R. keine natiirliche Zahl
und abhéngig von 7" und pu.

= [{np)e + 1 In[(np)e + 1] = (np)a In{np)a (6.70)

62Die Interpretation der Energiequanten als physikalische Realitiit hat zuerst Einstein in seiner
Arbeit zur Erklirung des Photoeffekts verwendet. Wir wissen aus vielen Aukerungen Plancks, dass
er wenigstens bis 1913 noch dieser Interpretation physikalischer Energiequanten skeptisch gegeniiber
stand.

635. z.B. Vortrag von A. Schirrmacher, 23. 4. 2025 in Kiel.

64Natiirlich lief auch diese Formel zu, dass die Energie U eines einzelnen Oszillators kein ganzzah-
liges Vielfaches von e darstellt.

65In einem finiten System sind die v diskret, in einem makroskopischen quasikontinuierlich.
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6.4.5 Fermi- und Bosestatistik als kombinatorisches Problem

Sowohl Fermi- als auch Bosestatistik lassen sich kombinatorisch formulieren. Dabei
zeigt sich, dass Plancks Ansatz die korrekte Bose-Statistik reproduziert.

Wir betrachten ein quantenmechanisches Vielteilchensystem mit /NV; Teilchen im Ener-
gieniveau F;. Der entscheidende Punkt ist, dass wir zulassen, dass dieses Niveau g;-fach
entartet ist. Wir berechnen jetzt die Zahl der Moglichkeiten, diese N; Teilchen auf die
g; Zustande zu verteilen. Mit N; fixiert ist auch die Energie fixiert, und wir kénnen
das mikrokanonische Ensemble verwenden.

Fermionen. Wegen des Pauliprinzips ist jedes Energieniveau nur einfach besetzt oder
leer, s. Abb. 6.14. Die Zustandssumme (Zahl der Mikrozusténde) entspricht daher
der Zahl der Moglichkeiten, aus g; Elementen N; verschiedene auszuwahlen:

gi!
zF = 2
Fiir groke N; und g; folgt mit der Stirling-Formel fiir den Logarithmus der Zu-
standssumme

In Zi,i ~ gilng; — NyIn N; — (g — Ny) In(g; — N;) =

:gi{lngi - — {ln——l—lngi} — (1 — —) {ln (1 — —) —|—lngl}} .
9i 9i 9i Ji

Die Terme mit In g; kiirzen sich, und wir erhalten fiir die Entropie pro Zustand

SF. . . . .
lﬂ——(l—%)ln(l—&) _%m%'
gi kB gi 9i Gi gi

[check last sign!|

Wenn wir N;/g; = n; als mittlere Besetzung des Energie-Zustandes E; (also als
mittlere Besetzungszahl) auffassen, reproduzieren wir exakt die Entropieformel
des idealen Fermigases, Glg. (6.45) fiir ein Orbital.

Bosonen. Da es kein Pauliprinzip gibt, kann jeder der g; Zustédnde beliebig oft (0, 1, ..., N;-

fach) besetzt werden, s. Abb. 6.14. Die Zustandssumme (Zahl der Mikrozusténde)
entspricht daher der Zahl der Moglichkeiten, N; Elemente auf g; Platze in belie-
biger Reihenfolge und Haufigkeit zu verteilen (Kombination mit Wiederholung)

Die Rechnung ergibt fiir den Logarithmus, unter Verwendung der Stirling-Formel®®

In Zii ~ (N; + gi) In(N; + ;) = NiIn N; — g;Ing; =

=gy |1l+—|In{l+—|—-—In—p.
9i 9i Yi 9i

Genau wie bei den Fermionen fithrt das auf die Entropie pro Zustand, die jetzt
die modifizierte Form besitzt:

157 N, N, N; N,
o (1+ 22 ) Im(14+ 2 ) - =,
gi kg i i g 9

66es ist exakt die von Planck durchgefiihrte Rechnung
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Fermi-Statistik Bose-Statistik
Ni gi N;j
Eq - — — 00— 06— —— 3 6 2 - — — — — —0— Eq
£E — 0 —0— — —0— 3 5 5 — o -8 o —o E3
EE -6 — 0 —8— —— —o— i s 6 -8 e § ¢
£ —6— —0— —o— —6— a4 4 10 —!— 3 o -§ £
E E

Abbildung 6.14: Besetzungszahlen N; der Energiezustande E;, die g;-fach entartet sind,
fiir Fermionen links und fiir Bosonen rechts. Die Zahl N; der Teilchen auf Energieniveau
E; kann bei Fermionen g; nicht iibersteigen (Pauli-Prinzip), fiir Bosonen ist sie nur
durch die Gesamtteilchenzahl begrenzt. Abb. aus Ref. [Bonitz et al., 2026].

was ebenfalls wieder mit unserem Resultat (6.45) {ibereinstimmt bei der Erset-
zung N;/g; — n;.

Damit haben wir Plancks zweite Ableitung bestéatigt und gleichzeitig eine physi-
kalische Interpretation gefunden: unsere NV; Teilchen entsprechen seinen P iden-
tischen Energieportionen und seine N Kopien der Oszillatoren unseren g; Zu-
stdnden zum entarteten Energieniveau “i” (Oszillatormode der Eigenfrequenz v).
Fiir die Anwendung der Stirling-Formel muss dieser Entartungsfaktor jeder Fre-
quenzmode sehr grof sein.

Die Besetzungszahlen bleiben hier zunéchst offen. Sie lassen sich natiirlich aus
dem Maximum der Gesamtentropie (Summe iiber alle Energiezusténde bzw. Os-
zillatormoden bei fixierter Teilchenzahl und Gesamtenergie) bestimmen.

6.4.6 Planckstrahlung aus dem All: die kosmische
Hintergrundstrahlung

Die heute beobachtete (und seit sehr langer Zeit anhaltende) Expansion des Univer-
sums legt nahe, dass die Evolution mit einer Explosion aus einem extrem komprimier-
ten und extrem heifsen Zustand begonnen hat — dem Urknall. In diesem Zustand kon-
nen keine zusammengesetzten Partikel wie Atome oder Kerne existiert haben, sondern
nur die Grundbausteine der Materie: Elektronen, Positronen, Quarks und Photonen.
Erst wahrend der Expansion und der damit verbunden Abkiihlung kénnen sich Pro-
tonen, Neutronen und daraus Kerne gebildet haben. Anschlieffend werden die Kerne
Elektronen eingefangen haben, so dass Ionen (Plasma) und schlieflich neutrale Atome
entstanden sind. Der Ablauf ist in Abb. 6.15 schematisch dargestellt®’.

Interessant ist zu untersuchen, wie sich die Photonen wahrend der verschiedenen Etap-
pen verhalten haben. In der Frithphase sollte es intensive Streuprozesse von Photo-
nen an geladenen Teilchen gegeben haben (Thomson- bzw. Compton-Streuung), die

57Das zugehorige Phasendiagramm hatten wir in Abb. 6.4 gezeigt.
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Dark Energy
Accelerated Expansion
Afterglow Light
Pattern Dark Ages Development of
400,000 yrs. Galaxies, Planets, etc.

Inflation

Fluctuations

1st Stars
about 400 million yrs.

Big Bang Expansion

13.7 billion years

Abbildung 6.15: Schematische Darstellung der Expansion des Universums seit dem
Urknall (links) bis heute (rechts). In der Frithphase lag ein extrem heifies und extrem
dichtes Quark-Gluon-Lepton-Photon-Plasma vor. Nach ca. 400 000 Jahren war die
Bildung von Atomen abgeschlossen, so dass das Universum fiir Photonen transparent
wurde. Diese “kosmische Hintergrundstrahlung” wird heute mit Satelliten (gezeigt ist
WMAP) genau vermessen und liefert hochprézise Informationen tiber das Universum
und seine Geschichte, s. Text. Quelle: Wikipedia
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die Eigenschaften des Photonengases sténdig stark modifiziert haben (Nichtgleichge-
wicht). Sobald allerdings (neutrale) Atome dominiert haben, wurden die Photonen nur
noch geringfiigig abgelenkt®®, das Universum wurde “durchsichtig”’. Wenn das Urknall-
Modell korrekt sein sollte, miisste es daher auch heute noch Signale aus der Frithphase
des Universums geben: Photonen, die geniigend Zeit hatten, das thermodynamische
Gleichgewicht zu erreichen und seitdem keiner signifikante Anderung ihrer Eigenschaf-
ten mehr erfahren haben. Bereits 1947 sagten Alpher, Herman, Gamov und andere
vorher, dass es diese sog. kosmische Hintergrundstrahlung (cosmic microwave back-
ground, CMB) geben sollte. Damals sollte das Universum eine Temperatur von ca.
3000K gehabt haben, und dieser Zeitpunkt der “Entkopplung” von Photonen und Ato-
men soll ca. 400 000 Jahre nach dem Urknall gewesen sein.

Wihrend der Expansion und der damit verbundenen Abkiihlung des Universums®’
sollte auch die Temperatur der kosmischen Hintergrundstrahlung sinken, auf heute ca.
2.7K. Die experimentelle Bestatigung gelang 1964, als Penzias und Wilson Radiosi-
gnale aus dem Weltall auffingen und analysierten™. Die Daten, geplottet als Funktion
der Wellenldnge, ergaben ein perfektes Planck-Spektrum, das einer Temperatur von
ungefihr 3K entsprach, s. Abb. 6.16. Das bestétigt die Erwartung, dass die Pho-
tonen im thermodynamischen Gleichgewicht und bei der selben Temperatur sind,
wie das Universum. Seit den 80er Jahren gab es mehrere Satelliten-Missionen, die
CMB-Strahlung mit immer groferer Genauigkeit vermessen haben (COBE 1989-93,
WMAP 2001-10, Planck 2009-13)™. Die Messungen des Planck-Satelliten bestétigten
die aukergewohnliche Isotropie der CMB-Strahlung: sie besitzt eine Temperatur von
T = 2.7254840.00057K, Abweichungen davon treten erst in der 5. Stelle auf’ und sind
im rechten Teil von Abb. 6.16 gezeigt. Sie deuten auf Materie hin, die die Strahlung
auf ihrem Weg zur Erde leicht beeinflusst hat. Die hohe Genauigkeit dieser Messda-
ten ist ein exzellenter Test flir kosmologische Modelle und erlaubt z.B. das Alter des
Universums auf 13.799 + 0.021 Mrd. Jahre und den Zeitpunkt der Entkopplung der
Photonen von der Materie auf 377200 4+ 3200 Jahre zu bestimmen.

Damit ist die Plancksche Quantisierungs-Hypothese nicht nur fiir die Materie im Na-
nokosmos von zentraler Bedeutung, sondern auch fiir das Versténdnis der Struktur des
Universums auf den grofsten Skalen.

6.5 Aufgaben

1. Bestimmen Sie die Fermienergie und die Fermigeschwindigkeit fiir die Leitungs-
elektronen in Kupfer.

2. Man untersuche das Ergebnis (6.45) fiir die Entropie fiir

(a) ein Fermigas bei T'= 0,

(b) ein Fermigas bei niedrigen Temperaturen, © < 0.1

68abgesehen von sehr seltenen resonanten Anregungsprozessen

69Man geht davon aus, dass dies in guter Naherung ein adiabatischer Prozess war.

"ODafiir erhielten sie 1978 den Nobelpreis.

"IFiir die COBE-Ergebnisse erhielten J. Mather und G. Smooth den Physik-Nobelpreis 2006.

72Damit handelt es sich um die heute am genauesten bestimmte Messgroke der Kosmologie. Details
sind in Ref. [Durrer, 2021] zu finden.
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Abbildung 6.16: Links: in den 60er Jahren von Penzias und Wilson auf der Erde ge-
messenes Radiowellen-Spektrum; die Symbole sind die Messdaten, die Linie ein Fit
an die Planck-Kurve fiir 7' = 3K (aus dem Nobelvortrag von Wilson, 1978). Rechts:
CMB-Spektrum des gesamten Himmels, Messung des Planck-Satelliten. Farbkodiert
sind die Abweichungen der Temperatur vom Mittelwert in der 5. Stelle, d.h. die CMB-
Strahlung besitzt aus allen Richtungen aus dem Universum eine auf 4 Stellen iiberein-
stimmende Temperatur.

(c) ein Bose-Einstein-Kondensat.

3. Man leite die Ausdriicke (6.41) und (6.42) fiir die Fluktuationen der Besetzungs-
zahlen ab.

4. Thermodynamische Eigenschaften von Fermigasen.

(a) Berechnen Sie die Zustandsdichte des Elektronengases in einer und zwei
Dimensionen.

(b) Berechnen Sie die Koeffizienten in Gleichung (6.25) und finden Sie eine
Néaherung fiir die stabile Elektronendichte.

(c) Berechnen Sie die Fermienergie fiir ein relativistisches Fermigas. Untersu-
chen Sie anschliefend den ultrarelativistischen Grenzfall.

5. Untersuchen Sie das ultrarelativistische Bosegas im eindimensionalen und zweidi-
mensionalen Grenzfall. Untersuchen Sie insbesondere die Méglichkeit von Bose-
Einstein-Kondensation.



Kapitel 7

Moderne Theorie von
Phasentibergangen

In diesem Kapitel' werden einige Beispiele moderner Entwicklungen zusammengestellt.
Wir beginnen mit zusétzlichen Informationen zu Phaseniibergidngen, die wir bereits
im Abschnitt 4.6 untersucht hatten. Phaseniibergénge gehoren zu den faszinierend-
sten Phanomenen der Physik: Materie verdndert ihre makroskopischen Eigenschaf-
ten qualitativ, obwohl die mikroskopischen Wechselwirkungen stetig bleiben. Klas-
sische Beispiele reichen vom Schmelzen von Eis iiber den ferromagnetischen Uber-
gang bis hin zur Bose-Einstein-Kondensation. Die moderne Theorie der Phaseniiber-
gange [Landau, 1937, Wilson and Kogut, 1974, Goldenfeld, 1992, Cardy, 1996] beruht
auf wenigen zentralen Konzepten: dem Ordnungsparameter, den kritischen Exzponenten
und der Korrelationslinge.

7.1 Klassifikation von Phaseniibergangen

Paul Ehrenfest [Ehrenfest, 1933] klassifizierte Phaseniibergénge nach der niedrigsten
Ableitung der Gibbs-Energie G(T', p), die eine Unstetigkeit aufweist. Die gebrauchliche
moderne Einteilung lautet:

e Phaseniiberginge erster Ordnung: latente Wéarme, diskontinuierliche erste
Ableitung (0G/0T), = —S. Beispiele: Schmelzen, Verdampfen.

e Kontinuierliche (zweiter Ordnung) Phaseniibergéinge: keine latente Wir-
me, aber Divergenz der zweiten Ableitung (0?°G/0T?), « C,. Beispiele: Ferro-
magnetismus, suprafluides Helium.

Diese Klassifikation und die Eigenschaften von Phaseniibergingen erster und zweiter
Art hatten wir bereits im Abschnitt 4.6 untersucht.

7.2 Ordnungsparameter

Das Konzept des Ordnungsparameters erlaubt eine quantitative Untersuchung von
Phaseniibergéngen, insbesondere eine Charakterisierung des Abstandes vom kritischen
Punkt (kritische Temperatur).

IDieses Kapitel ist noch im Aufbau und fakultativ.
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7.2.1 Definition

Der Ordnungsparameter ¢ ist eine physikalische Grofse, die in der symmetriebrechenden
(also geordneten) Phase von Null verschieden ist und in der symmetrischen Phase
verschwindet |Landau, 1937]:

b= 0, T >T,, (ungeordnete Phase)
#0, T <T,. (geordnete Phase)

7.2.2 Beispiele

Tabelle 7.1: Ordnungsparameter ausgewahlter Phaseniibergange [Goldenfeld, 1992].

System Ordnungsparameter ¢ Symmetrie
Ferromagnet Magnetisierung M = (S,) Zy (Ising)
Fliissig-Gas Dichtedifferenz Ap = py — py 7o
Suprafluid (He-4) Wellenfunktion ¥ = |W|e'? U(l)
Supraleiter Cooper-Paar-Kondensat (1) U(1)
Antiferromagnet Staggered-Magnetisierung My Zo
Nematischer Fliissigkristall ~Orientierungstensor @, SO(3)/Zs
Bosekondensat Kondensatanteil o,

7.2.3 Landau-Theorie

Landau entwickelte eine phidnomenologische Beschreibung durch Entwicklung der frei-
en Energie in Potenzen des Ordnungsparameters |[Landau, 1937]:

Flol = Fo+a(T) ¢ +bo" +¢c(Vo)* +-- -, (7.1)
mit a(T) = ag(T—T,) und b > 0. Die Minimierung 6 /d¢ = 0 liefert im Gleichgewicht:

0 T>1T.

Peq = _ (7.2)
q n ao(T;b T) < (T.—T)? T<T,

Das Verhalten des Landau-Potentials als Funktion des Ordnungsparameters ist in
Abb. 7.1 gezeigt. Oberhalb der kritischen Temperatur besitzt das Potential nur ein
Minimum bei ¢ = 0 — es wird also nur die “normale” Phase realisiert. Unterhalb
der kritischen Temperatur besitzt das Potential zwei Minima, die den beiden Phasen
entsprechen. Diese Theorie ist sehr anschaulich, allerdings nur qualitativ. Die Koeffi-
zienten des Potentials aus einer mikroskopischen Theorie des jeweiligen Systems oder
aus dem Experiment bestimmt werden.
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Abbildung 7.1: Landau-Potential F(¢) fiir verschiedene Temperaturen. Unterhalb von
T. entstehen zwei entartete Minima — das System muss eine Phase wihlen (spontane
Symmetriebrechung).

7.3 Kritische Exponenten

Kritische Exponenten sind ein weiteres Konzept fiir eine quantitative Untersuchung
von Phasentibergidngen und fiir den Vergleich von Phaseniibergéngen in verschiedenen
Systemen.

7.3.1 Definition und Ubersicht

Nahe dem kritischen Punkt T, zeigen thermodynamische Grofen Potenzgesetz-Verhal-
ten mit universellen kritischen Fxponenten «, 3,7, 9, v,n, Details dazu findet man z.B.
in den Referenzen [Stanley, 1971, Wilson and Kogut, 1974]:

Tabelle 7.2: Definition der kritischen Exponenten, mit dem dimensionslosen Abstand
vom kritischen Punkt t = (7' — T,)/T..

Exponent Grofie Potenzgesetz Ising-3D
a spez. Wérme C C ~ |t 0.110
I5; Ordnungsparameter ¢ ¢ ~ (—t)? 0.326
Y Suszeptibilitédt y X ~ |t|77 1.237
) ¢ bei T =T, ¢ ~ h/? 4.789
v Korrelationslange & £~ |t 0.630
n Korrelations-Funktion ~ G(r) ~ r~(@=2) 0.036

Die Universalitit besagt, dass diese Exponenten nur von der Dimenstonalitit d und
der Symmetrie des Ordnungsparameters abhéngen, nicht von den mikroskopischen
Details des Systems, also nicht von der genauen Form des Hamiltonians [Wilson, 1972,
Cardy, 1996].
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7.3.2 Skalenrelationen

Die sechs Exponenten sind nicht unabhéngig. Aus Skalenargumenten und Hyperscaling
folgen die Skalenrelationen |Goldenfeld, 1992]:

a+28+~v=2 (Rushbrooke) (7.3)
v=p(0—-1) (Widom)
v(2—mn) =+ (Fisher)
dv =2 — «a (Josephson/Hyperscaling) (7.4)

Von sechs Exponenten sind somit nur zwe: unabhéngig.

7.3.3 Universalitatsklassen

Ein bemerkenswertes Ergebnis der Untersuchung vieler Systeme mit Phaseniibergén-
gen ist, dass fiir viele auf den ersten Blick grundverschiedene Systeme mit sehr un-
terschiedlichen Hamilton-Operatoren die kritischen Exponenten iibereinstimmen. Die
deutet darauf hin, dass diese Systeme tiefliegende Gemeinsamkeiten aufweisen. Das
bedeutet, dass in vielen Féllen Ergebnisse fiir ein System auf die anderen Systeme der
selben Universalitdtsklasse tibertragen lassen. Haufig werden daher besonders einfache
Systeme (etwa Gittermodelle wie das Hubbard- oder Isingmodell) im Detail unter-
sucht.

Tabelle 7.3: Ausgewéhlte Universalitatsklassen und ihre Exponenten nach Referenz
[Pelissetto and Vicari, 2002].

Klasse Beispiel v n 6] y
Ising 2D Fe-Monolagen 1 /4 1/8 7/4
Ising 3D Fe, Ni 0.630 0.036 0.326 1.237
XY / O(2) suprafl. He-4 0.672 0.038 0.349 1.317
Heisenberg / O(3) EuO 0.711 0.036 0.366 1.395
Mean-Field BCS Supraleiter  1/2 0 1/2 1

7.4 Korrelationslange und Korrelationsfunktionen

7.4.1 Zweipunkt-Korrelationsfunktion

Die Zweipunkt-Korrelationsfunktion ist eine deutliche Erweiterung des Konzeptes des
Ordnungsparameters. Sie enthélt die Korrelation des Ordnungsparameters an verschie-
denen Orten im Raum, die sich im Abstand r voneinander befinden. Damit misst die
Korrelationsfunktion die raumliche Reichweite von Fluktuationen [Goldenfeld, 1992,
Cardy, 1996]:

wobei der unkorrelierte Anteil (Hintergrund) abgezogen wird.
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7.4.2 Ornstein-Zernike-Form
Fernab des kritischen Punktes fillt G(r) exponentiell ab:

e_r/g
mit der Korrelationsldnge £. Am kritischen Punkt divergiert die Korrelationslange, & —
o0, die Exponente wird gleich 1, und das Verhalten von G wird durch ein Potenzgesetz
beschrieben:

G(r) ~ r=(@=2m T="T., (7.6)

Man beachte, dass dieses Verhalten streng nur in einem infiniten System, also im ther-
modynamischen Limes, gilt; Gleiches gilt fiir die Korrelationsldnge. Eine Diskussion
finiter Systeme wird in Abschnitt 8.3.3 gegeben.

7.4.3 Divergenz der Korrelationslange

Die Korrelationslange divergiert bei der Anndherung an den kritischen Punkt:

T-T.

~ [t|™" t
£~ It -

— 0 (7.7)

10 |

—_— é x t_0'63 (T > Tc)
— x|t (T < T

\

0 : : : : : : : : :
-05-04-03-02-0.1 0 01 02 03 04 0.5
t=(T-T.)/T.

/%o

Abbildung 7.2: Divergenz der Korrelationsliange ¢ beim kritischen Punkt (Ising-3D-
Exponent v = 0.630).

7.4.4 Kritische Opaleszenz

Ein dramatisches Beispiel der divergierenden Korrelationsldnge ist die kritische Opa-
leszenz: Nahe dem fliissig-gasformig-Phaseniibergang werden Dichtefluktuationen auf
Langenskalen vergleichbar mit der Lichtwellenldnge sichtbar — die sonst transparente
Fliissigkeit wird milchig-triib [Stanley, 1971].

7.5 Renormierungsgruppe

Die Wilson’sche Renormierungsgruppe (RG) liefert das fundamentale Verstédndnis von
Universalitat und kritischen Exponenten? [Wilson and Kogut, 1974, Wilson, 1972].

2Fiir die Theorie der Renormierungsgruppe erhielt Wilson 1982 den Physik-Nobelpreis.
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7.5.1 Grundidee

Man fithrt sukzessive Mittelungen iiber kurzwellige Moden durch (Blockspintransfor-
mation, s. Abb. 7.3) und skaliert das System zuriick:

K’ = Ry[K]

wobei K den Kopplungsvektor und b den Skalierungsfaktor bezeichnet. Fizpunkte K*
mit R,[K*] = K* kontrollieren das kritische Verhalten.

° ° ° ° ([ [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
Originalgitter Blockgitter

Abbildung 7.3: Blockspintransformation: Spins innerhalb eines Blocks werden durch
einen effektiven Blockspin ersetzt. Wiederholung der Prozedur fiihrt zum RG-Fluss.

7.5.2 Skalierung und Exponenten

Am Fixpunkt skalieren Felder als:
=0, h = b% h
Daraus folgen die kritischen Exponenten direkt [Wilson, 1972]:

V:]_/yt7 T]:d+2_2yha
B=(d—yn)/ye, v =2yn—d)/y:.

7.6 Das Ising-Modell: Paradigmatisches Beispiel

Das Ising-Modell [Ising, 1925, Onsager, 1944] ist das Standardmodell fiir ferromagne-
tische Phaseniibergénge:

H=-J> SS;—h) S, S=x+l1 (7.8)
(i.7) i

Lars Onsager 16ste das 2D-Ising-Modell exakt [Onsager, 1944]:

2.
kT, = ——° ~2.260J 7.9
BT (1 + v2) (7.9)

mit den exakten Exponenten 8 =1/8 v=7/4, v =1, n=1/4.
Den Magnetisierungs-Ubergang am Ising-Modell untersuchen wir genauer mit Hilfe
von Monte Carlo-Simulationen in Abschnitt 8.3.3.
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Abbildung 7.4: Spinanordnung im Ising-Modell weit unter und iiber 7. Im geordneten
Zustand zeigen alle Spins in dieselbe Richtung (M # 0), im ungeordneten Zustand
sind sie zuféllig verteilt (M ~ 0).

7.7 Quantenphaseniibergange

Bei T' = 0 kénnen Quantenfluktuationen — nicht thermische — Phaseniibergiinge trei-
ben [Sachdev, 1999]. Der Kontrollparameter ist typischerweise eine nicht-thermische
Grofe (Druck, Dotierung, Magnetfeld). Die kritische Theorie lebt in effektiv d + z
Dimensionen (z: dynamischer Exponent):

&~ AE~ET ~ g — g™
Beispiele: Quantenkritizitit in Schwere-Fermionen-Systemen, Mott-Hubbard-Ubergang,
transverses Ising-Modell.

7.8 Zusammenfassung der zentralen Formeln

Tabelle 7.4: Zentrale Formeln der Theorie der Phaseniibergénge.

Grofie Formel Gl

Landau-Freie-Energie F = Fy + a(T)¢* + bo* 4+ ¢(V¢)?  (7.1)
Gleichgewichts-¢ Poq X (T, — T)/? (7.2)
Korrelationsldnge E~ |t (7.7)
Korr.-Funktion (T,)  G(r) ~ r~(d=2n) (7.6)
Ornstein-Zernike G(r) ~ e /& Jpld=1)/2 (7.5)
Rushbrooke a+28+v=2 (7.3)
Hyperscaling dv =2 —« (7.4)
Ising-7, (2D) kpT, = 2J/In(1 + v/2) (7.9)
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Kapitel 8

Simulation von Phaseniibergangen

8.1 Einleitung

Phaseniibergénge stellen die numerische Physik vor besondere Herausforderungen:
Nahe dem kritischen Punkt divergieren Fluktuationen, insbesondere die Korrelati-
onslange, & — oo, und konventionelle Naherungen versagen. Monte-Carlo-Methoden
(MC) und ihre Quantenverallgemeinerungen (Quanten-Monte-Carlo, QMC) sind heu-
te die zuverladssigsten numerischen Zugénge zu kritischen Phénomenen in wechsel-
wirkenden Vielteilchensystemen im thermodynamischen Gleichgewicht [Binder, 1986,
Binder and Heermann, 2010, Landau and Binder, 2014, Foulkes et al., 2001].

Der vorliegende Uberblick behandelt

e die klassischen MC-Algorithmen (Metropolis, Cluster) und ihre Anwendung auf
Ordnungsparameter und kritische Exponenten,

o Finite-Size-Scaling (FSS) als zentrales Werkzeug zur Extraktion kritischer Gro-
Ren,

8.2 Grundlagen der Monte-Carlo-Methode

8.2.1 Statistische Mechanik und Importance Sampling

Der thermische Erwartungswert einer Observablen A lautet

1
— —BH(C) — —BH(C)
A_ZEC AlC)e , Z = Ece :

wobei = 1/(kgT) und die Summe iiber alle Konfigurationen C lauft. Da der Zu-
standsraum exponentiell grofs ist, werden Konfigurationen mit Importance Sampling
gemiR der Boltzmann-Verteilung P(C) o< e #"(€) generiert [Metropolis et al., 1953].
Der Schétzer lautet dann:

Der statistische Fehler féllt wie 1/4/Nyc mit wachsender Zahl von Monte Carlo-
Schritten ab, unabhdngig von der Systemgrofse — ein entscheidender Vorteil gegeniiber
exakter Diagonalisierung und vielen anderen Verfahren.
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8.2.2 Detaillierte Balance und Ergodizitat

Eine Markov-Kette! konvergiert gegen die Boltzmann-Verteilung, wenn sie ergodisch
ist und die detaillierte Balance erfiillt:

PCO)W(C —C)=PCYW(C —C),

wobei P(C) die Wahrscheinlichkeit des Mikrozustandes C beschreibt und W die Uber-
gangswahrscheinlichkeit aus einem Zustand in einen anderen. Eine ausfiihrliche Ein-
fiihrung in Monte Carlo-Verfahren ist z.B. in Buchkapiteln unserer Gruppe, z.B.

Ref. [Filinov and Bonitz, 2006, Schoof et al., 2014] zu finden.

8.3 Metropolis-Algorithmus

8.3.1 Algorithmus

Der Metropolis-Algorithmus [Metropolis et al., 1953] ist die einfachste Implementie-
rung von Importance Sampling?, die hier fiir das Ising-Modell, Glg. (7.8), illustriert
ist:

Algorithm 1 Metropolis-MC fiir das Ising-Modell
1: Initialisiere Spinkonfiguration {S;}
2: for k=1,..., Nyyeep do
3: for jeden Gitterplatz i (zufillig) do

4: Berechne AE = 25; Zjeai Ji;S;

5: if AE <0 then

6: Akzeptiere Spinflip: S; + —S;

7 else

8: Akzeptiere mit Wahrscheinlichkeit e #4F
9: end if

10: end for

11: Messe M, E, x, Cy ...

12: end for

In dem vorliegenden Beispiel wurde jeweils nur ein Spin geflippt. Es sind aber auch
beliebige andere Schritte erlaubt, so lannge sie ergodisch sind und Detaillierte Bilanz
erfiillen.

8.3.2 Messung thermodynamischer Grofsen

Im Metropolis-MC werden folgende Observablen gemessen:

8.3.3 Monte Carlo-Simulation des 2D-Ising-Modells

Wir wenden jetzt den Metropolis-Algorithmus auf das 2D-Ising-Modell, Glg. (7.8) an.
Fiir die Simulation benutzen wir ein quadratisches Gitter mit 64 x 64 Gitterplitzen®.

lein Zufallsprozess ohne Korrelationen zwischen den Ereignissen
2 Abschnitt noch im Aufbau
3Die Simulationen wurden von A. Filinov durchgefiihrt.
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Tabelle 8.1: Observablen und ihre Fluktuations-Formeln (V = L%).

Grofse Schéatzer Formel
Magnetisierung m=M/V m=+3%,S
Ordnungsparameter |m| direkte Messung
Suszeptibilitét X x = BV ((m?) — (Im])?)
spez. Warme Cy Cy = B*V((E?) — (E)?)
Binder-Kumulante Uy Us=1-—(m*)/(3(m?*?)
Korrelationsfkt. G(r) G(r) = (SpS,) — (S)?

Die ortsaufgeloste Spinorientierung léasst sich anschaulich durch zwei unterschiedliche
Symbole an jedem Gitterpunkt darstellen, hier Kreuze (fiir spin up) bzw. weifke Kést-
chen (spin down') darstellen, s. Abb. 8.1-8.2.

Fiir die 4 gezeigten Temperaturen erkennt man in den jeweils rechten Abbildungen eine
deutliche Veranderung der Spin-Ordnung im System. Bei hohen Temperaturen erschei-
nen spin-up- und spin-down-Positionen weitgehend zuféllig zu sein. Mit abnehmender
Temperatur wachsen die Bereiche mit der selben Spinprojektion (Doménen) kontinu-
ierlich an. In diesem Fall iiberwiegen die Spin-up-Gitterpldatze — es hat ein spontaner
Symmetriebruch stattgefunden. Genauso gut héatten sich auch die spin-down-Platze
durchsetzen konnen (in einem realen System werden beide Fille gleich héufig auf-
treten). Das héangt von der zufélligen Anfangskonfiguration bei hohen Temperaturen
ab.

Spinkorrelationen und Korrelationslange: Abbildung 8.3 zeigt die Temperatur-
abhéngigkeit der Spin-Korrelationsfunktion und der Korrelationslange. Die Bedeutung
der Korrelationsfunktion c(r) = G(r)/(s)? ist offensichtlich: der erste Term, (s;s;4,)
enthélt den Erwartungswert des Produktes der Spinprojektion am Gitterplatz “i” und
am Platz “i+1”. Da s nur die Werte -1 oder 1 haben kann, ist ¢(r) nur von 0 ver-
schieden, wenn beide Spins miteinander korreliert sind. Wenn keine Korrelationen der
Spins im Abstand r vorliegen (unabhéngige Spins), faktorisiert das Produkt in zwei
Erwartungswerte und wird durch den zweiten Term exakt kompensiert. Das heift, die
Spin-Korrelationsfunktion ist ein Maf dafiir, wie stark zwei Spins im Abstand r von
einander abhéngen (korreliert sind). Bei der Berechnung des Erwartungswertes wird
iiber alle Gitterplédtze “i” summiert, wobei jeweils alle Spin-Partner im Abstand r be-
trachtet werden. Zusétzlich wird iiber die Monte Carlo-Simulation gemittelt (iber sehr
viele unabhéngige Konfigurationen). Dabei ist der zweite Faktor, der die Mittelwer-
te der Spins enthélt stark von der Temperatur abhingig: mit steigender Temperatur
kann es von MC-Schritt zu MC-Schritt zu Spinflips am Ort “i” kommen, so dass der
Mittelwert von -1 bzw. 1 abweichen kann.

Die charakteristische monoton fallende Abstands-Abhéngigkeit von ¢(r) ist ebenfalls
leicht verstdndlich: je weiter zwei Spins von einander entfernt sind, umso unwahr-
scheinlicher ist, dass sie sich gegenseitig beeinflussen. Eine Ausnahme ist die kritische
Temperatur: dort reicht der gegenseitige Einfluss (die Korrelation) bis hin zu grofsen
Abstanden (grofse Korrelationsldnge). Interessant ist, dass die Korrelationsfunktion

4oder umgekehrt
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Abbildung 8.1: Magnetisierung (links) und ortsaufgeloste Spinkonfiguration in der
paramagnetischen Phase, deutlich bzw. leicht oberhalb des kritischen Punktes, bei
kgT/J = 3.9 (oben) bzw. bei kgT/J = 2.55 (unten).

auch in der ferromagnetischen Phase (7' < T.) sehr schnell abfillt. Das liegt daran,
dass nahezu alle Spins derselben Doméne angehoren, so dass der Erwartungswert ihres
Produktes sehr gut mit dem Produkt der Erwartungswerte iibereinstimmt.

Da das simulierte System endlich ist, ist der maximale Abstand durch die halbe Sy-
stemlédnge, L/2, begrenzt (gemessen vom Mittelpunkt des Systems), und es tritt auch
am kritischen Punkte keine Divergenz auf, sondern nur ein deutliches Maximum. Ent-
sprechend ist der Abfall der Korrelationsfunktion am kritischen Punkt zwar deutlich
langsamer als bei grofem Abstand, aber auch hier exponentiell, in Ubereinstimmung
mit der Ornstein-Zernike-Formel (7.5).

Finite size-Effekte. Finite size scaling: Der Einfluss der Endlichkeit der Simulati-
onsbox (finite size-Effekte) ist in Abb. 8.4 demonstriert. Oben links erkennt man, dass
der Ordnungsparameter (die Magnetisierung) nur in einem makroskopischen System
eine drastische Anderung erfihrt. Mit Verkleinerung des Systems wird die Anderung
immer “weicher” und - strenggenommen - tritt kein Phaseniibergang (keine Diskonti-
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Abbildung 8.2: Magnetisierung (links) und ortsaufgeloste Spinkonfiguration in der Né-
he des kritischen Punktes, bei kgT'/J = 2.3 (oben) und darunter, kg7 /J = 2.0 (unten).
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nuitat) auf. Man spricht dann von einem “cross over”. Verschiedene thermodynamische
Variable reagieren unterschiedlich auf die Systemgrofe. Relativ wenig empfindlich ist
die Gesamtenergie, vgl. Abb. 8.4 unten links. Deutlich empfindlicher ist die War-
mekapazitit (unten rechts), die in einem makroskopischen System eine Singularitét
aufweist. Mit Verkleinerung des Systems wird das Maximum immer flacher und brei-
ter. Der Peak der Warmekapazitét ist haufig auch ein guter Indikator fiir die kritische
Temperatur.

Interessanterweise ist auch die Peak-Position der Wéarmekapazitiat von der Systemgro-
fse abhéngig. Das bedeutet, dass bei der Simulation eines endlichen Systems nur be-
dingt bzw. ungenaue Vorhersagen fiir die kritischen Parameter eines makroskopischen
Systems moglich sind. Tatséchlich lasst sich auch mit der Simulation vergleichsweise
kleiner Systeme haufig eine sehr genaue Vorhersage fiir die kritischen Parameter ge-
winnen. Dazu verwendet man eine Extrapolation beziiglich der Simulationsgrofe (sog.
finite size scaling). Eine effiziente Moglichkeit besteht darin, eine Observable als Funk-
tion von 1/L zu zeichnen und dann zum Nullpunkt (also L — o0) zu extrapolieren.
Dies ist in Abb. 8.5 demonstriert. Gerade einmal 4 Datenpunkte bei unterschiedlichen
vergleichsweise geringen Systemgrofen erlauben eine Vorhersage des Resultates fiir die
kritische Temperatur im thermodynamischen Limes, die nur um ca. 1.5% vom exak-
ten theoretischen Wert abweicht. Die Extrapolation ist besonders erfolgreich, wenn
ein analytisches Ergebnis fiir die Abhéngigkeit der Groke von L' bekannt ist. Im
vorliegenden Fall ist das einfach eine lineare Skalierung, so dass genau genommen, be-
reits zwei Simulationen geniigen. Im allgemeinen Fall ist der Zusammenhang allerdings
deutlich komplizierter und i.d.R. auch nicht analytisch bekannt (héufig unterscheidet
er sich auch fiir verschiedene Observable). Dann ist eine numerische Extrapolation
moglich, wobei das Ergebnis und die Fehlerbalken signifikant von der Qualitat der
Einzelmessungen abhéangen.

In dhnlicher Weise lassen sich Phaseniibergénge in anderen Systemen behandeln. Fiir
Quantensysteme ist dabei klassisches Monte Carlo durch Quanten-Monte Carlo zu
ersetzen. FEine Einfiihrug zu Pfadintegral-Monte Carlo findet man in den Buchkapiteln
[Filinov and Bonitz, 2006] und [Schoof et al., 2014].
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Spin-spin correlation function.
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Abbildung 8.3: Temperatur-Abhéngigkeit der Spin-Korrelationsfunktion (oben links)
und Korrelationsldnge £ (oben rechts). Je weiter weg man vom kritischen Punkt ist,
umso schneller fallt die Spin-Korrelationsfunktion ab. Am kritischen Punkt ist der
Abfall sehr langsam und algebraisch, und die Korrelationsldnge divergiert (im ther-
modynamischen Limes). In einem finiten System bleibt die Korrelationslange auch im
kritischen Punkt endlich, s. Text. Die physikalische Bedeutung der Korrelationsldnge
lasst sich aus den Schnappschiissen unten verstehen: £ ist ein Mafs fiir die mittlere
Ausdehnung einzelner Doménen, also von Gebieten mit gleicher Spin-Projektion, s.
gestrichelte Kreise.
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System size L-dependence:
maghnetization - susceptibility
energy - specific heat
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Abbildung 8.4: Abhéngigkeit der Observablen von der Gréfe der Simulations-Box L,
die zwischen L = 8 und L = 64 variiert. Senkrechte Linie: kritische Temperatur.
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Finite size scaling and critical properties
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Abbildung 8.5: Finite size scaling zur Bestimmung der kritischen Temperatur in einer
MC-Simulation. Die Werte fiir die kritische Temperatur bei einem gegebenen L werden
aus der Peak-Position der Warmekapazitét (links) bestimmt.
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