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2.9 Der harmonische Oszillator

2.9.1 Einfithrung

Wir wenden uns nun einem realistischeren Einschluss-Potential zu — dem parabolischen Poten-
tial des harmonischen Oszillators, das ein haufig anzutreffender Fall ist. Dariiber hinaus kann es
als Grenzfall einer Taylor-Entwicklung allgemeiner Potentiale mit einem Minimum (wir wihlen
x = 0) betrachtet werden:

dv 1d*V )
M vl
Ist |V"(0)|x < |[V"(0)], so kann diese harmonische Naherung angewendet werden. Dies ist oft
zutreffend bei hinreichend kleiner Auslenkung aus der Gleichgewichtslage, die durch

d
| = -Fo) =0,
dx o

beschrieben wird. Im Folgenden werden wir, ohne Beschriankung der Allgemeinheit, von V(0) =
0 ausgehen, da sich die Energieskale beliebig verschieben ldsst.

0 T

Abbildung 2.32: Parabolisches Potential U(x).

Beispiele fiir harmonische Oszillationen sind:
e kleine Schwingungen in Festkérpern (Phononen)
e Molekiilschwingungen
e Confinement-Potential in Elementarteilchen (Quarks).
Wir werden das allgemeine harmonische Oszillatorpotential der Form
& 2

V(ZE‘) = Ex 5

jetzt untersuchen. Erinnern wir uns zunéchst an den klassischen Oszillator: er wird durch die
klassische Hamiltonfunktion

H(z,p) = —+ ——a7, (2.76)
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beschrieben, wobei w die Eigenfrequenz ist, mit:

a
w=4/—.
m
Die Losung der Newtonschen Gleichung mit der riicktreibenden Kraft F' = —%V(z) = —mw?r

sind Schwingungen um die Ruhelage mit der Frequenz w.

2.9.2 Lo6sung der stationdren Schrédingergleichung.
Sommerfeld—Polynom-Methode

In der Quantenmechanik erwarten wir, dass der Hamilton-Operator H eine analoge Form wie
(2.76) besitzt:

o 2
2 p mw= .o
H=— 2.
o + 5 e, (2.77)

mit dem Unterschied, dass sowohl Ort als auch Impuls jetzt als Operatoren zu verstehen sind.
Die stationére Schrodinger-Gleichung, also das Eigenwertproblem, ist wie gewohnt:

Hip(x) = Ex(x)
2 2
_h_d_¢ + %w%?w — Fi. (2.78)

2m dx?
Hier haben wir stillschweigend 2 durch x ersetzt, da dies der Schrodingergleichung entspricht,
die wir vorher betrachtet haben. Wir werden spéter sehen, dass dies ein Spezialfall der quan-
tenmechanischen Beschreibung (die Ortsdarstellung) ist.
Diese Gleichung gilt es nun zu lésen. Wir tun dies in mehreren Schritten!®.

1. Zunéchst fithren wir wieder dimensionslose Variable ein. Als Energieeinheit wéhlen

Wir:
hw
EO = 77
und die dimensionslose Energie (in Einheiten von Ej) nennen wir e:
E
€= —.
Ey
Wir erhalten, nach Multiplikation mit 2/hw:
h d*y  mw ,
Tmwde TR " v=e

was die Definition der folgenden Langeneinheit nahelegt:

h
== 2.
0 mw’ (2.79)

und nennen die dimensionslose Linge (in Einheiten von xg) u:

u=—.
To
Wir untersuchen im Folgenden die Wellenfunktion in Abhéhgigkeit von u, wobei wir die
Bezeichung 1 (u) beibehalten. Es ergibt sich:

9Das Vorgehen ist typisch fiir die Losung stationirer quantenmechanischer Probleme.
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Die Webersche Differentialgleichung eines Teilchens im harmonischen Oszillator:

d*y

—oy Tt = ey (2.80)

Wir erwarten — nach den vorigen Abschnitten — eine gebundene Bewegung. Die Randbe-
dingungen ergeben sich aus der Forderung, dass die Wahrscheinlichkeit fiir ein Eindringen
des Teilchens in die klassisch verbotenen Bereiche bei x — +o00 verschwindet, da dort das
Potential unendlich grof ist. Es soll also gelten:

ul_l}gloozp(u) = 0. (2.81)

Ebenso fordern wir wieder die Normierbarkeit. Da dies wieder eine Differentialgleichung
zweiter Ordnung ist, gibt es wieder zwei unabhéngige Losungen.

2. Wir untersuchen nun das asymptotische Verhalten fiir u — +o00. In diesem Fall wird
unser € vernachlédssigbar klein gegen den Rest der Gleichung sein, und wir erhalten die
einfachere Gleichung:

djgo - u2woo =0
Diese Gleichung 16sen wir mit dem Ansatz:

1
Voo X era’,

Da 9 jedoch endlich sein muss, ist nur der Term mit e~ 2% moglich.

3. Den Ansatz fiir die Gesamtlésung fiithren wir nun wie folgt ein:

wobei H (u) eine zu bestimmende Funktion ist. Bevor wir diesen Ansatz in die Schrédinger-
Gleichung einsetzen, berechnen wir die erforderlichen Ableitungen:

W) = —up 4 2 H'(u),

W (w) = 2 — ¢ —ue 2 H'(u) — ue 2 H'(u) + e 2" H" (u).
Setzen wir diese nun ein und kiirzen gleich mit e~!/2%*
durch elementare Funktionen 16sbare Gleichung:

, so erhalten wir folgende nicht

H"(u) — 2uH'(u) + (e — 1)H (u) = 0. (2.82)
4. Ein moglicher Ansatz fiir die Funktion H(u) ist nun eine Potenzreihe:
H(u)=> ayu", (2.83)
n=0

und es git nun, die Koeffizienten zu bestimmen. Wir berechnen dazu wieder zunéchst die
Ableitungen und fiithren bei der zweiten Ableitung eine Indexverschiebung durch (Ziel ist
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es, identische Summen in allen Termen zu erhalten):

(o)
= E na,u"" ",

2uH'(u ZQnanu
H"(u Zm — Dayu™? Z(n—l— 1)(n + 2)ay2u”,

n=0

wobei die Summanden m = 0 und m = 1 keinen Beitrag liefern, so dass im letzten
Schritt eine Indexverschiebung, m — n + 2, vorgenommen wurde. Setzen wir dies in die
Differentialgleichung ein, so erhalten wir:

Zu" [(n+1)(n 4+ 2)ant2 — 2na, + (e — 1)a,] = 0.

Dies muss nun fiir alle n seperat erfiillt sein, da die Beitrage unterschiedlicher Potentzen
voneinander unabhéngig sind. Es muss also der Ausdruck in der eckigen Klammer fiir alle
n separat verschwinden. Umgeformt ergibt uns diese Bedingung eine Rekurrenzformel:

2n+1—¢
(n—l—2)(n+1)'

(2.84)

an+2

Wir haben also 2 freie Koeffizienten. Die Vorgabe von ay bestimmt alle geraden n. Diese
Funktionen nennen wir H, (u). Die Vorgabe von a; bestimmt alle ungeraden n. Diese
Funktionen nennen wir H_(u).

5. Wir testen nun, ob das oben besprochene asymptotische Verhalten durch den Ansatz
(2.83) gewahrleistet wird. Wir besprechen dies fiir H, (u) (die Rechnung erfolgt analog
fiir die ungeraden Funktionen).

o0
=> ayu’
n=0

Fiir grofle n gilt

A2n+2 l (2.85)
Aon n .
Ebenso gilt fiir grofie n:
00 o 02 ul
Zagnu = agnu" 1+—+—+

n=0 (’I’L T 1)

w2

Dies ist aber genau?® die Taylorentwicklung von ¢’ . Nun wiirde Wy (u) o e’ .e~T aber fiir
grofle |u| divergieren. Analog wiirden auch die ungeraden Funktionen divergieren. Damit
is klar, dass der Ansatz (2.83) nicht korrekt ist.

20Streng genommen, ergibt sich die e-Funktion fiir n = 2, fiir die Relation (2.85) noch nicht erfiillt ist. Der
Fehler der Terme niedriger Ordnung zur Summe ist aber vernachléssigbar.
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6. Ein moglicher Ausweg ist nun die Forderung, dass die Reihe bei einem endlichen Index
abbrechen muss:

Dies fithrt dann auf Polynome, deren asymptotisches Verhalten immer schwicher ist als
das der e-Funktion. Die Polynome haben dann offensichtlich die Eigenschaft, dass ein
a, # 0 existiert mit a; = 0 fiir alle I > n. Betrachten wir nun die Rekurrenzformel (2.84)
und setzen a,, als eben diesen letzten Koeffizienten ungleich 0. Dann gilt a,, .o = O:

2n+1—¢€
(n+2)(n+1)

a, =0
en=2n+1

Im letzten Schritt haben wir die dimensionslose Energie € mit einem Index versehen, da es
ja eine Serie von Losungen gibt, je nachdem, bei welcher Ordnung die Reihe abgebrochen
wird. Damit wird klar, dass wir Losungen der Schrodingergleichung gefunden haben, die
nur zu diskreten FEnergien korrespondieren.

Setzen wir nun wieder die Definition von € ein, so erhalten wir die diskreten Energie-
Eigenwerte (Bindungszustinde):

E7L
Zn_op 1
o
1
En:hw(n—l—§), n € N. (2.86)

Die Energiequantisierung ist analog zum Potentialtopf mit unendlich hohen Wanden. Der
Unterschied besteht darin, dass hier ein dquidistantes Energiespektrum vorliegt®!:

E7L+1 - FE, = hw.

_ hw

Die Gundzustandsenergie, Fy = 7,

zusammenhangt.

ist wiederum endlich, was wieder mit der Unschérferelation

IML

0 x

Abbildung 2.33: Aquidistante Energieniveaus im harmonischen Oszillatorpotential.

ADer Grund ist, dass hier das Potential wesentlich langsamer anwéichst.
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Wir schlussfolgern, dass die Losung durch einen Potenzreihen-Ansatz und den Abbruch
der Reihe erfolgreich war??.

Kommen wir nun zu den Eigenfunktionen 1, (u). Es gilt mit unserem Ansatz:

() = Ce™ s H,,(u). (2.87)
Hierbei sind fiir gerade n die Polynome:
H (u) =al” +a{"u?® + ...+ au,
und fiir n ungerade:
H_, (1) = au+a"? + .. + a™un.
Wir wihlen nun willkiirlich (dies ist die Standard-Konvention):

a™ = on.

Um die Koeffizienten niedrigerer Ordnung, m < n, aus a%") zu berechnen, schreiben wir

die Rekurrenzformel (2.84) noch einmal um, wobei wir den Index der Koeffizienten jetzt
mit m bezeichnen, um dies von der Ordnung n des Polynoms zu unterscheiden:

2m+1—e€,
(m+2)(m+1)’

n) _ _(n)

Uppyo = m+2<n. (2.88)

Um hiermit etwas vertraut zu werden, rechnen wir hier die ersten Polynome aus:

Ho(u)
H1<u) =
Hy(u) = aéQ) + aéQ)UQ.

2040 =1,
1

cub = 2u,

In der letzten Zeile miissen wir aus € = 2-241 = 5 und ag) = 2% den ersten Koeffizienten
bestimmen. Aus Formel (2.88) ergibt sich mit m =0 (!)

Ay =4 =0y T
(0+2)(0+1)
a(()Q):—Q

Also ist das Polynom gegeben durch
Hy(u) = —2 + 4u?.
Die folgenden Polynome geben wir ohne Rechnung an:

Hs(u) = 8u® — 12u,
Hy(u) = 16u* — 48u* + 12,
Hs(u) = 32u® — 160u® + 120u.

Aufgabe: Man berechne die Polynmone Hs(u), Hy(u) und Hs(u), unter Verwendung der
Rekurrenzformel (2.88).

22Dieses Konzept geht auf Arnold Sommerfeld zuriick (Sommerfeldsche Polynom-Methode) und ist auch fiir
andere quantenmechanische Probleme, wie etwa das Wasserstoff-Problem, erfolgreich.
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2.9.3 Hermite—Polynome

Die oben gefundenen Polynome H nennt man auch Hermite-Polynome?. Wir geben die wich-
tigsten Eigenschaften an.

a.) Die Polynome besitzen folgende Darstellung:

2 dn 2
H,(u)=(=1)"e" %e*“ =2"u" + ... (2.89)
b.) Daraus folgt sofort
A o (2.90)
n = n! .
du™

c.) Wir geben nun ohne Ableitung noch zwei weitere Eigenschaften von H,, an:

H) (u) = 2nH, 1 (u), (2.91)
d.) sowie
uH,(u) =nH, 1(u) + %Hnﬂ(u) (2.92)

Diese Eigenschaften werden wir im Folgenden noch benutzen.

2.9.4 Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators

Wir wollen nun die Eigenfunktionen v, (u) skizzieren. Hierfiir halten wir noch fest, dass H,(u)
genau n reelle Nullstellen besitzt. Mit der Gauss-Funktion der Gesamtlosung, welche keine
Nullstellen besitzt, haben wir also wieder dieselbe Anzahl an Knotenpunkte wie beim Teilchen
im Kastenpotential. Berechnen wir nun die Eigenfunktionen. Der Grundzustand ergibt sich,
mit Hy(u) =1, zu:

u

Q/)O(u) - 006_7 3

und die zugehorige Grundzustandsenergie betragt Fy = % Zum ersten angeregten Zustand
gehort das Hermite-Polynom Hp(u) = 2u. Also ist

w2

P(u) =C1-2u-e 7,
die Wellenfunktion fiir diesen Zustand mit der Energie F; = %hw. Diese Wellenfunktion hat
eine Nullstelle bei v = 0 und weist Extrempunkte bei up = 4+1 auf. Nun betrachten wir noch
ZDQ (U)

w2

Uo(u) = Cy(4u? —2)e” 7,
welche zur Energie Fy = ghw korrespondiert. Diese Funktion hat zwei Nullstellen, ugp = :I:\/Li
. Diese Funktionen sind in Abbildung 2.34

dargestellt. Hier erkennt man bereits den Trend, dass mit wachsendem n die d&ufleren Maxima
der Wellenfunktion immer weiter nach aufien wandern. Wir werden etwas spéter (vgl. Abschnitt

N Ot

und drei Extrema bei u = 0 sowie u© = =+

Zeingefiihrt vom franzosischen Mathematiker Charles Hermite (1822-1901)
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2.9.5) schen, dass dieser Trend mit grofen n zum klassischen Grenzfall fithrt, bei dem die
Wahrscheinlichkeitsdichte nah an den klassischen Umkehrpunkten gepeakt ist.

v,

E,

E()

Abbildung 2.34: Die ersten drei Eigenzustdnde des eindimensionalen linearen harmonischen
Ostzillators.

Wir vergleichen nun noch den klassischen harmonischen Oszillator mit dem quantenmechani-
schen Oszillator. Im klassischen Fall ist die kleinste moglich Energie F,,,;,, = 0, und es sind belie-
bige kontinuierliche positive Energiewerte moglich. In der Quantenmechanik existiert dagegen
ein endliches Minimum (der Grundzustand), E,,;, = %w, und die moglichen Energie-Eigenwerte
sind diskrete dquidistante Werte. In der Klassik kann ein Teilchen niemals in die Bereiche au-
Berhalb des Potentials eindringen. In der Quantenmechanik stellen wir dagegen ein Eindringen
von ¥(x) in diese Bereiche fest. In diesen Bereichen gibt es dann einen exponentiellen Abfall

der Wahrscheinlichkeitsamplitude mit wachsendem |x| bzw. |u].

Normierung der Wellenfunktionen: Um die vollstindige Losung anzugeben, bendtigen
wir noch die Werte der Konstanten C,,. Wie iiblich berechnen wir diese iiber die Normierungs-
bedingung. Hierbei muss die Wahrscheinlichkeitsdichte, p,,, eines Zustandes n in [—oo, 0o] auf
1 normiert sein. Um dies zu berechnen, ersetzen wir wieder unser u durch z, indem wir uns an

x ) h
u=—, mitzrg=1/—
o mw

erinnern. Aus Glg. (2.87) wird dann:

,l/)”(x) = C7L€7%<%>2H7L (i)
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Wir substituieren nun wieder

x

U= —

Zo

du 1

dr

dx = xodu
und erhalten:

1=C2x / e_“QHn(u)Hn(u)du

Die Riickersetzung zuvor mussten wir durchfiithren, um bei der Substitution den Faktor zy nicht
zu vergessen. Wir benutzen nun Glg. (2.89) und erhalten:

(o.9] dn
1= (—1)"20C? / e e H,(u) - We_“Qdu
= (=1)"z0C? / H,(u) - ﬁe_“rzdu
" dun

Im Folgenden fithren wir eine n-fache partielle Integration durch. Hierbei wechselt bei jeder
erneuten partiellen Integration das Vorzeichen vor dem entstehenden Integral. Wir erhalten
also einen weiteren Faktor (—1)". Die partielle Integration wéhlen wir so, dass wir immer den
Exponentialteil integrieren, damit bei jedem Schritt eine Ableitung wegfillt. Man erhélt:

o0

"H.
1= (=1)* 2,02 / d"Hu(u) e du
—— du™
=1 —00

2

1 =2,C22" - n!- / e "“du

—0o0
—_——
VT

= 20C22"n!\/T,

wobei wir Eigenschaft (2.90) der Hermite-Polynome benutzt haben. Man erhélt den Vorfakter
der n-ten Wellenfunktion also zu:

1
Cp= (2.93)

v CCO\/7_T77,'2”

Bei der mehrfachen partiellen Integration haben wir den ersten Term jeder partiellen Integration
unter den Tisch fallen lassen. Dass dieser tatsichlich immer Null wird, zeigen wir jetzt am
Beispiel des ersten Terms:

£ o

wobei wir wieder Glg. (2.89) benutzt haben. Der Abfall der Exponente an den Grenzen sorgt
dafiir, dass dieser Term an beiden Réndern verschwindet.

o0

1 oo
ev? (—1)n ’

—0o0

- lHnl(u)Hn(u)

— 00
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Orthogonalitit: Im Folgenden wollen wir einige Eigenschaften der Eigenfunktionen ), be-
sprechen. Zunéchst ist zu sagen, dass die Eigenfunktionen beziiglich des Skalarproduktes

[e.o]

[ vy (a),

—0o0

ein Orthonormalsystem bilden. Es gilt also fiir n und m:
/ U (@) (2)dz = . (2.94)

Diese Eigenschaft ist eine Konsequenz der Orthogonalitét von Eigenfunktionen zu verschiedenen
Eigenwerten eines hermiteschen Operators, die wir in Abschnitt 3.3 beweisen werden (Satz 5).
Das Verschwinden des Integrals fiir n # m kénnen wir aber auch durch direkte Rechnung priifen.
Dazu verwendet man wieder mehrfache partielle Integration, véllig analog zur Normierung?4.
Dariiber hinaus bildet die Gesamtheit der {i,(x)} ein vollstandiges Funktionensystem. Das
heifit, dass man jede Funktion ¢ als Linearkombination der Oszillator-Eigenfunktionen schrei-
ben kann:

p(r)=> Diy(z), DieC.
=0

Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen:

Wellenfunktionen des harmonischen Oszillators:
1 _1( = 2
Yn(r) = ———=c¢ 1) H, (= (2.95)
2””'\/%1‘0

Hierbei ist xy die Ausdehnung der Grundzustandsfunktion:

h
=) — 2.96
o mw (2.96)
Die Energien sind fiir n € N dquidistant gemé&f
1
E, = hw (n + 5) (2.97)

verteilt. Die Ortswahrscheinlichkeits-Dichte ist gegeben durch:

o 0o

pul) = [nl) P = %H (2). [Lanw=-1 e

und ist fur alle n auf 1 normiert.

24Dabei wendet man zweckméiBigerweise die Ableitung zuniichst fiir die Funktion ¥,, an, mit n > m, so dass
die n-fache partielle Integration auf eine n-fache Differentatation von H,, fiihrt, was Null ergibt.
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2.9.5 Vergleich mit der klassischen Mechanik. Unschérfe

Vergleichen wir nun die berechnete quantenmechanische Ortswahrscheinlichkeit mit der klassi-
schen Ortswahrscheinlichkeit. Es gilt fiir die Bewegung eines klassischen Teilchens im harmo-
nischen Oszillatorpotential:

mi=F=—kx
i+wiz=0

mit w§ = £. Die Verweildauer d¢ im Intervall dz am Ort z hingt zusammen mit der klassischen
Wahrscheinlichkeitsdichte, pq (), und der infinitesimalen Wahrscheinlichkeit durch:

dPy = pa(z)dr = dt _ wodr _ “0 10

x(t) = xosinwpt
v(t) = woxg cos wot

Hierbei sind 4z die klassischen Umkehrpunkte bei den Energien F),:

m
2.2
2
2K,
Lo, —
" mw?

Losen wir z(t) nach ¢ auf, so erhalten wir:

T .
wot | — | = arcsin —
Zo Zo

Setzen wir dies in die Verweildauer ein:

1 dz
al)de = ————
pa(w)du Tx cos wot ()
1 dx

TZo /1 — %2
Zo

Substituieren wir nun u = xio und integrieren wir dP,:

21
Pa(u)du =1,
—VZn+ 1
folgt die echte (auf 1 normierte) Wahrscheinlichkeits-Dichte P, zu:
du 1

7r\/2n+1\/1_ u?

dPy(u,n) = (2.99)

2n+1

Diese Funktion ist an den klassischen Umkehrpunkten gepeakt, was leicht verstédndlich ist: dort
hat das Teilchen die minimale Geschwindigkeit, es “verbringt” dort also die meiste Zeit.

Es zeigt sich, dass die quantenmechanischen Resultate mit wachsendem n sich qualitativ dem
klassischen Ergebnis annéhern: die Peaks der hheren Funktionen werden auflen immer hoher,
wie im klassischen Fall. Natiirlich bleiben die Oszillationen als ein reiner Quanteneffekt erhalten,
das klassische Resultat reproduziert lediglich die mittleren Trends der Wahrscheinlichkeitsdichte
fiir n — oo.
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Nullpunktsenergie und Unschéirfe: Wir behaupten nun Folgendes:

Behauptung: Ej, > 0 ist eine Konsequenz der quantenmechanischen Unschérfe.
Beweis: Wir wissen, dass®

h2
() () >
gilt. Es galt dariiber hinaus fiir die Varianzen:
(Aa?) = (2%) = (),
(Aap?) = (°) — )°,
wobei die Mittelung in einem beliebigen Zustand 1, erfolgt. Da 1, (z)1* (z) eine gerade Funk-
tion ist, gilt
(@)= [ @)z =0,
und analog auch (p,) = 0. Setzen wir y, = (Az?) , so koénnen wir die Energie des n-ten
Zustandes mit der Unschérferelation von unten abschétzen:
1 1 1R 1,

= — (AP + —mw? (Az?) > ——— + —mwy, = f(yn).

En:<f{>n n n —
2m 2 2m 4y, 2

Das Minimum von (H) finden wir nun iiber:
d
A = Yno

Also erhalten wir:

(F) i = £ ) = 510 = By

Das Ergebnis stimmt also mit den bekannten Energieeigenwerten iiberein: alle E, sind von
unten begrenzt durch Fy, und dieser Werte ist in der Tat endlich und eine Konsequenz der
Unschérferelation.

2.9.6 Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

Wir erinnern uns noch einmal an die Rekurrenzformeln fiir die Hermite-Polynome:
H) (u) =2nH,_1(u), (2.100)
WH (1) = nH,y (1) + %Hm(u). (2.101)
Hieraus finden wir nun analoge Reku;rrenzformeln fiir die Ostzillator-Eigenfunktionen. Zunéchst
multiplizieren wir (2.101) mit C,e™ 2 :

u2 u2

uthp(u) = Cpe” 2 n Hyy(u) + Cre™ 7
C “n

Hn—i-l(u)

N

%Un 1(u) + 20n+1¢n+1( u)
\[ Yna() + 1) T (). (2.102)

2Der Beweis folgt im Abschnitt 3.7.2.
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Hierbei haben wir die niitzliche Beziehung

verwendet, die man leicht durch Einsetzen iiberpriifen kann. Nun wollen wir eine zu (2.100)
analoge Beziehung fiir unsere Eigenfunktionen bekommen. Hier gehen wir riickwérts vor und
betrachten zunéchst ¢, (u):

U, (u) = _Cnue_%Hn( ) + Cne_gH:@(u)

n

= () + Ccn 2 s )

Hier setzen wir nun (2.102) ein:

s \ﬁm —\/Ez}n_l(u)— " L ()
:\@wn_xu)— ALV (2:03)

Nun konnen wir aus (2.102) und (2.103) die sogenannten Vernichtungs- und Erzeugungsopera-
toren (oder auch “Leiter-Operatoren”, “ladder operators”) gewinnen. Hierzu addieren wir die

Gleichungen (2.102) und (2.103):
wb0) +940) = 24 1)

0
| (00 = Vi),

1
V2

Ziehen wir hingegen (2.102) von (2.103) ab, so erhalten wir:

e

n+1

uthy(u) — ¥y, (u) = 2- Uny1(u)

% [ _ a%} Ynlt) = mwn+1

Definition der “Erzeugungs”- und “Vernichtungs”-Operatoren af und a:

T <u + 3) (2.104)

at = % (u — %) (2.105)

Wirkung auf die Oszillator-Eigenfunktionen:

A (u) = vVnihp-1(u) (2.106)
at o (u) = Vi + 19,11 (u) (2.107)
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Eigenschaften der Leiteroperatoren:

e Die Operatoren @ und a' sind nicht selbstadjungiert, sondern paarweise adjungiert?®.
dp
ayp) = fup+ =) du
(lap) /w (so au)

a *
:/(@/J*u— (;i)apdu

= (a'ylp)

e Nach der Definition sind @ und a' reell.

e Die 1, sind keine Eigenfunktionen der einzelnen Operatoren @ oder al.

~

e Die 1, sind Eigenfunktionen des Operators N = ata:

dT& wn = \/E&Twn—l
Nipy = niy, (2.108)
Man nennt N auch den Teilchenzahl- oder den Quantenzahl-Operator. Der Eigenwert die-
ses Operators ist die Quantenzahl der Wellenfunktion. Die Eigenfunktionen sind genau die

Ostzillatorfunktionen, d.h. sie stimmen mit den Eigenfunktionen des Hamilton-Operators
iiberein.

e Wir berechnen nun den Kommutator beider Operatoren: Fiir eine beliebige Eigenfunktion
gilt
(@, a"ipn = av/n + Tpnar — ntfy
= (n+ 1), —nypy,
=tn

Der Kommutator des Vernichtungs- mit dem Erzeugungsoperator ist also:

[a,a'] =1, (2.109)

da die Betrachtung fiir eine beliebige Oszillatoreigenfunktion durchgefiithrt wurde. Wegen des
Superpositionsprinzips und der Vollstandigkeit der Oszillatorfunktionen gilt unsere Berechnung
fiir beliebige Wellenfunktionen.

Darstellung wichtiger Operatoren durch die Leiteroperatoren

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass wir aus den Operatoren a und a' viele wichtige andere
Operatoren gewinnen kénnen.

1. Fiir den Ortsoperator & = x folgt durch Addition der Bestimmungsgleichungen fiir die
Operatoren @ und a':

26Diese Eigenschaft und die verwendete Relation werden im niichsten Kapitel eingefiihrt.
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Also gilt:

i = (a+eﬁ)% (2.110)

2. Fiir den Impulsoperator p folgt analog aus Subtraktion der Gleichungen fiir & und a':

h 1
il’oﬂ

p=(a—a) (2.111)

3. Kommen wir nun zum Hamilton-Operator. Fiir den harmonischen Oszillator galt:

7 R R AL S
+ 5 da2 + Qmw x
Nach der Substitution von u = z—xo, mit xg = %, folgt
= (e & (2.112)
= — u — —: .
2 du?

(u2 ~ 5~ 1> Y, (2.113)

und erhalten als Ergebnis:

. 1 N
H = hw (&Ta+§> = hw (N+§) (2.114)

Damit ist es uns gelungen, Orts- und Impulsoperator zu eliminieren und durch die Leiteropera-
toren zu ersetzen. Bemerkenswert ist der Zusatzterm hw/2, der auf die Grundzustandsenergie
(“Vakuumenergie”) fiihrt.

Aufgabe: Zeigen Sie, dass das Auftreten des Vakuumenergie-Terms aus der Nicht-Kommutation

der Leiteroperatoren resultiert. Hinweis: man betrachte zusétzlich zu Glg. (2.113) den Ausdruck
aa+ und Vergleiche mit Glg. (2.112).

Interpretation:
e a und a' sind “Leiter”-Operatoren. Die Operation
@'hy = Ynpa
entspricht einer Anregung um 1 “Sprosse” nach oben. Hingegen bedeutet
s

eine Abregung um 1 “Sprosse” nach unten. Analog bedeutet die Operation mit (a')™ eine
Anregung um m Stufen (nach oben).
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e Es ldsst sich also jeder Zustand aus dem Grundzustand (oder “Vakuum”-Zustand, da er
keine Anregungen enthélt), 1, erzeugen:

Uy = — (a")" 1. (2.115)

e Ebenso lésst sich 1y selbst mit Hilfe von a bestimmen. Wendet man namlich a auf 1)
an, so muss dabei die Nullfunktion entstehen, da die Wahrscheinlichkeit eines Zustandes
unterhalb des Grundzustandes gleich Null ist. Es gilt damit die folgende Bestimmungs-
gleichung fiir die Grundzustands-Wellenfunktion:

Die Losung dieser Gleichung ist:

w2

o = Coe™ =

Dies ist exakt die Grundzustands-Wellenfunktion, die wir aus der Schrédinger-Gleichung
gewonnen hatten.

Verallgemeinerung: Mit Hilfe der Leiter-Operatoren kommen wir zur Besetzungszahl-Inter-
pretation. Wir abstrahieren die Energieleiter und zéhlen die Stufen, um von vy zu v, zu
kommen. Der Zustand erfordert dann n “Elementar-Anregungen”, bzw. er “enthalt” dann n
(Energie-)Quanten. Hierbei erzeugt a' ein Quant und a vernichtet eines. Der Zustand 1, ist
dann mit n Quanten besetzt. Auch konnen wir in Vielteilchensystemen mit N Teilchen, von de-
nen N, im Zustand 1, sind, durch die Gesamtheit aller Besetzungszahlen N,, den vollstédndigen
Zustand angeben?7,

{no,n1,...}), mit ZNn = N.
n=0

Daher ist diese Interpretation Grundlage der Methode der 2. Quantisierung, der Quantensta-
tistik, der Quantenfeldtheorie, der Festkorperphysik oder der Greenfunktionen. Damit kénnen
quantenmechanische Vielteilchensysteme im Gleichgewicht und Nichtgleichgewicht systema-
tisch beschrieben werden?®.

2"Die Notation des Zustandes wird im néchsten Kapitel erliutert.
28Das ist Gegenstand der Vorlesung “Quantenstatistik”, die im Sommersemester am ITAP angeboten wird.
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2.9.7 Kohéarente Zustinde
Wir wollen uns nun noch etwas genauer mit dem Eigenwert-Problem fiir a beschéftigen:
Ay = g (2.117)

Wir kennen mit o« = 0, also ¥, = 1y, den Spezialfall des Grundzustandes der Wellenfunktion
beim harmonischen Oszillator. Wir verallgemeinern dies nun auf o # 0. Mit Sicherheit sind die
entsprechenden Eigenfunktionen von a dann keine Eigenfunktionen des harmonischen Oszilla-
tors mehr, da wir ja gesehen hatten, dass dieser Operator den Zustand dndert. Wir fordern nun,
dass v, quadratisch integrabel ist und setzen v, als eine Entwicklung nach Oszillatorzustédnden
an, die ja ein vollstéindig orthonormiertes Funktionensystem bilden,

Yo(z) = Dn(@)n(z), Dy €C. (2.118)
n=0
Dies setzen wir in (2.117) ein:
Z Dn\/ﬁwnfl =« Z ann
n=1 n=0

Mit dieser Gleichung kénnen wir einen Koeffizientenvergleich machen:

Dl\/T = O[DO
DQ\/§ = abD,

Dn\/H =aD,

Die rekursive Anwendung ergibt also:

n

D,=2 Dy, (2.119)

Vn!

wobei wir D wie iiblich iiber die Normierung erhalten.

1= [ waPde= [ |3 Dutayinte)] do
) Zoo =0

2OO [ 7 2 200 |a|2n

= Dy :OT/|¢n|d =Dy Sy
[

Die Mischterme im Integral fallen wegen der Orthogonalitét der Oszillator-Zustinde weg. Was
nun noch iibrig geblieben ist, ist die Taylorentwicklung von el®!’:

1= Dgela‘z

DO = 6_%|a‘2
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Wir erhalten also fiir o € C die sogenannten Glauber-Zustinde®®:
. 7l|a|2 Oén
olT) = e 2 E —,(x 2.120

Diese Zustdnde nennt man kohdrente Zustinde. Sie sind invariant unter Anwendung des Leite-
roperators a (bis auf den Faktor «, entsprechend dem Eigenwertproblem).

Eigenschaften der kohirenten Zustinde:
e 1, ist ein Zustand minimaler Unschéarfe. Es gilt also:

(Az?) (Ap?), = h; (2.121)

Damit ist ¢, ein Zustand, der dem klassischen System am néchsten kommt.

Aufgabe: Man beweise die Relation (2.121). Hinweis: Der Beweis verlduft analog zum
Fall o = 0, der schon zuvor besprochen wurde.

e Schauen wir uns nun die Zeitentwicklung von v, an. Wir miissen also die zeitabhéngige
Schrodinger-Gleichung

(. t)
ot

16sen, wobei der Anfangszustand durch die stationdre Losung gegeben sein soll,
¥(x,0) = Py (x).

Die Losung, welche man durch Einsetzen iiberpriifen kann, ist hier gegeben, indem man
unter der Summe den Term exp(—iE,t/h) hinzufiigt:

ih = Hy(z,1),

U, t) =Y Dula)u(w)e ™,

wobei E,, die Oszillator-Energien sind:

h
En:%u—i—nhw.

Man erhalt also:

1 2 % > an . n
x,t) = e 2 3N T — [em !y (1
e > e [
= e’%”tz/;&(x), mit  &(t) = a-e

Vergleichen wir dies nun mit ¢ (z,0) = ,(z). Ein Unterschied besteht nur in reinen
Phasenfaktoren — im Vorfaktor und in den Koeffizienten «, die durch & ersetzt werden.
Diese Phasenfaktoren werden im Betragsquadrat keine Rolle spielen. Das Wellenpaket
und damit die spektrale Zusammensetzung des kohédrenten Zustandes dndern sich also
nicht mit der Zeit. Dies ist ein fundamentaler Unterschied zum Auseinanderlaufen des
Wellenpaketes beim freien Teilchen.

29Fiir diese und seine folgenden Arbeiten zur Quantenoptik erhielt Roy Glauber 2005 den Nobelpreis fiir
Physik.
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Dies bestétigen wir noch einmal durch direkte Rechnung: wir betrachten die Wahrschein-
lichkeit, im Zustand 1, den Anteil des Eigenzustandes 1, zu beobachten bzw. die Energie
FE = FE,, zu messen.
a2 |O[ | 2n
Pyo(E=Ep) =" — = Py (B = E,,0) = P(n; )
Diese Wahrscheinlichkeit ist also tatséchlich zeitunabhingig, und diese Betrachtung gilt
gleichzeitig fiir alle n.

Aus diesem Resultat erkennt man auch, dass in den kohérenten Zusténden eine besondere
Gewichtung der einzelnen Oszillator-Zusténde vorliegt: die Wahrscheinlichkeit P(n; «)
ist eine Poisson-Verteilung. Der Vergleich mit der Standardform einer Poissonverteilung
erlaubt es sofort, den Erwartungswert und die Standardabweichung der Energie (oder der
Quantenzahl n) in einem kohérenten Zustand abzulesen:

n=lal?, (2.122)
o, = lal =vn. (2.123)

Insbesondere erkennt man, dass die relative Breite des Peaks der Verteilung mit wach-
sendem « abnimmt, d.h.

(2.124)

On
6” = —_ =
'

v
die Verteilung néhert sich also dem klassischen Verhalten an.

Aufgabe: man zeige, dass die zeitliche Anderung des Erwartungswertes des Ortsoperators
in einem kohérenten Zustand genauso erfolgt wie in der klassischen Mechanik:

() (t) = (2); = V2x0|a| cos(wt — arga)
Man zeige, dass ein analoges Verhalten auch fiir den Erwartungswert des Impulsoperators

vorliegt.

Die Osrzillation des Gesamtwellenpaketes verlauft also mit der Frequenz w, genau wie beim
klassischen Teilchen. Dies ist eine Besonderheit der kohdrenten Zustédnde und liegt in der
Gauf3verteilung begriindet.

x(t) Vox w?a? Vo w?a?

Abbildung 2.35: Links ist ein klassisch oszillierendes Teilchen im harmonischen Potential V'
gezeigt. Rechts sieht man ein Wellenpaket eines kohédrenten Zustandes mit dem Mittelwert
(x) (t), das mit der selben Frequenz oszilliert.
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Die Situation ist dhnlich wie bei einem quantenmechanischen freien Teilchen, das wir auch
als “Wellenpaket” dargestellt hatte. Dessen Dynamik (sein AuseinanderflieBen) hatten wir
in Abschnitt 2.7.2 untersucht. Der Unterschied ist nur, dass hier eine Uberlagerung von
Oszillator-Eigenfunktionen, dort eine Superposition ebener Wellen vorliegt.

“Gequetschte Zustande” (squeezed states): Fiir Zustdnde minimaler Unschérfe kann man
sich iiberlegen, dass es mdglich sein sollte, die Ortsunschéirfe zu verkleinern®® (vergréfern),
wenn man entsprechend die Impulsunschérfe vergrofiert (verkleinert). In der Tat ist dies
moglich, durch geeignete Superposition. Ahnlich lassen sich Zusténde finden, die eine be-
sonders scharfe Amplitude (Phase) aufweisen, wenn dies durch eine vergrofierte Unschérfe
der Phase (Amplitude) kompensiert wird. Derartige Zustdnde sind von besonderem In-
teresse in der Quantenoptik, wo man quantenmechanische Zustinde einzelner Photonen
untersucht und an einer langen Lebensdauer (in einem Resonator) interessiert ist.

Damit haben wir unsere einfithrende Betrachtung der Schrodingergleichung, insbesondere die
Untersuchung des Verhaltens eines quantenmechanischen Teilchens in einem externen Poten-
tial, abgeschlossen. Die Beschreibung erfolgte durch eine Wellenfunktion im Ortsraum, (r),
die mit der Ortswahrscheinlichkeits-Dichte, p(r), verkniipft ist. Diese erweist sich allerdings
nur als ein Spezialfall der Quantenmechanik. Wir wenden uns daher nun einer allgemeineren
Betrachtung zu, die die algebraischen Grundlagen der Quantenmechanik klért. Daraus ergeben
sich vielfiltige mathematische Resultate zu den Eigenschaften von Zusténden und Operatoren,
die fiir praktische Anwendungen auflerordentlich wichtig sind.

30Diese Zustinde sind also im Ortsraum (Impulsraum) stirker lokalisiert also die urspriinglichen kohirenten
Zustdnde, daher die Bezeichnung “gequetscht”.



