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Je nachdem, welcher Energiebereich vorliegt, haben wir also qualitativ unterschiedliches Ver-
halten zu erwarten. Die entsprechenden Fille F5 und E3 werden wir daher separat untersuchen.
Da das Potential stiickweise stetig ist, liegt es nahe, das Problem wieder zunéchst in jedem
Raumbereich einzeln zu 16sen und die Losungen dann zu verkniipfen. Hierfiir bendtigen wir
aber noch Bedingungen fiir x = @ und x = —a. Hierbei hilft uns der folgende Satz.

Satz: Fiir Potentiale, die stetig sind oder in +a maximal einen endlichen Sprung aufweisen,
sind die Funktionen ¥(z) und ¥'(z) in a und —a stetig.

Beweis: 1) Angenommen, die Wellenfunktion macht an der Stelle a einen Sprung. Dann ist
sie proportional zur Theta-Funktion:

(z) x Oz —a),
und es folgt:
V(&) o b( —a)
dx '
2) Analog folgt im Falle eines Sprunges der ersten Ableitung,

1/1/(@ & @(‘7; - a) )

auch:

V(x) o< b(x — a)

Sowohl Fall 1) als auch 2) sind nicht méglich, da sie auf einen Widerspruch zur Schrédinger-
Gleichung fiithren:

Da V(x) nur einen endlichen Sprung aufweist, darf auch ¢”(z) nur einen endlichen Sprung
haben, und damit darf ¢’(x) maximal einen Knick besitzen, muss also stetig sein. Damit ist der
Satz bewiesen!”. Des weiteren erkennt man, dass bei stetigem V(z) zusitzlich auch ¢ stetig
sein muss.

B1) Energie unterhalb des Kastenmaximums. Gebundene Zustinde
Wir betrachten nun zunéchst den 2. oben aufgelisteten Punkt der Energie Fs:
W< E<O

Wir berechnen, wie in A), die Losung der Schrodinger-Gleichung in den Bereichen I-111 einzeln
und verkniipfen diese dann. Die Verkniipfungsbedingungen sind, nach oben bewiesenem Satz:

Yr(—a) = ¢r(-a), (2.43)

Vr(=a) =¥y (—a), (2.44)
Yrr(a) = Yrr(a), ( )
V(@) = Yi(a). (2.46)

1"Im Fall A hatten wir ein Potential mit einem unendlichen Sprung. Daher weist auch die zweite Ableitung
einen unendlichen Sprung auf, und die erste Ableitung ist nicht stetig. Dies kénnen wir aber als ein Modellbeispiel
betrachten, das physikalisch nicht realisiert wird. Man {iberzeugt sich aber leicht, dass auch in diesem Fall
die Wahrscheinlichkeitsdichte und die -Stromdichte an den Réndern des Kastens stetig sind und damit das
physikalisch erwartete Verhalten zeigen.
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AuBlerdem gilt noch die Normierungsbedingung;:

- / () 2 (2.47)
Damit dieses erfiillt sein kann, fordern wir noch:
lim wlll(x) = 0, (248)
T—00
lim ¢;(z) =0, (2.49)
T——00

Damit haben wir insgesamt 7 Bedingungen, die unsere Losung erfiillen muss. Die Schrédinger-
Gleichung hat in den Bereichen [ und /1] die Form:

2m
() + §E¢1/III($) =0,

allerdings ist £/ < 0, und wir kénnen daher auch schreiben:

2m
1 (@) — ﬁ|E|¢I/JU(ZU) = 0.

[2m

so ist k € R, und die Differentialgleichung nimmt die folgende Form an:

Definiert man nun

V() = K2 (x) = 0. (2.51)

In Bereich /7 haben wir eine zu A) analoge Differentialgleichung;:

71(x) + ¢*ri(x) = 0, (2.52)
mit
q= %(E + V), (2.53)

mit ¢ € R. Uber den e-Ansatz findet man die Losung der Differentialgleichungen (2.51) und
(2.52). Hierbei miissen die Koeffizienten in den Bereichen I und I11 nicht gleich sein, da die
Randbedingungen fiir entsprechend verschiedene Losungen sorgen kénnen. Wir erhalten die
Losungen zu:

Yi(z) = Are™ + Bre "™, (2.54)
Vr1(x) = Ase’™ + Bae ', (2.55)
Yrrr(v) = Aze™ + Bge™ ", (2.56)

Wir haben nun die 6 unbekannten Koeffizienten A;, As, A3, B1, By, B3 und wissen auch noch
nicht, welche Werte die Energie £ annehmen darf. Hierfiir haben wir 7 Nebenbedingungen. Ziel
ist es nun, mit diesen Bedingungen die Losungen genauer zu bestimmen. Zuerst benutzen wir
die Bedingungen (2.48) und (2.49). Offensichtlich miissen dann die Koeffizienten A3 und B,
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gleich Null sein, damit die Exponentialfunktionen im Unendlichen normierbar bleiben. Unsere
Losungen haben dann die Form:

vr(z) = Aje™®
Yrr(x) = Age’ 9T | Boe T
@DHI(IL') = Bse ™"

Da wir wieder die Symmetrie V(z) = V(—z) vorliegen haben, gehen wir wieder davon aus,
dass die messbaren Groflen ebenfalls diese Symmetrie aufweisen, was die folgenden Rechnungen
erheblich vereinfacht. Fiir die Wellenfunktion bedeutet dies:

[Y(@)* = [o(-=)], (2.57)

womit die zusammengesetzte Losung aus den drei Teilbereichen gemeint ist. Aus dieser Forde-
rung ergeben sich wieder die gerade Losung,

Yy (z) =Yy (—x),

und die ungerade Losung,
- (x) = = (—x).

Gerade Losung: Wir betrachten also zunédchst die Losung ¢ (x). Aufgrund der Achsensym-
metrie miissen dann bei Vorzeichenwechsel von x die Wellenfunktion des Bereiches /17 in die
Wellenfunktion des Bereiches I iibergehen und umgekehrt. Dies ist nur erfiillt fiir:

14.1+ — Bg+ .
Ebenso muss die Wellenfunktion in Bereich /7 achsensymmetrisch um z = 0 sein, woraus folgt:

AQ :B2

+ +

Fiir die gerade Losung nehmen unsere drei Teillosungen also folgende Form an:

wf+ (3;) = A1+€H+x7
Yrr, (x) = 2A,, cos(qy ),
Y (x) = Ay e "7

Setzen wir nun unsere Randbedingungen (Stetigkeit der Funktion und der Ableitung) fiir —a
ein, so erhalten wir folgende Gleichungen:

Ap e " —2A,, cos(qra) =0

+

Ay, - Rype " —2q4 Ay, sin(gra) =0

+

Also haben wir wieder ein homogenes lineares Gleichungssystem fiir A;, und A, , dessen
Losbarkeitsbedingung iiber die Determinante gegeben ist:

- e—rta —2cos(q;a)
0 = det (/{+6H+a —2q,4 sin(q,a)

= —q sin(gra)e”™ " 4 k4 cos(gra)e

also folgt tan(gra) = ey

q+

—Rkta
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Die Losbarkeitsbedingung der geraden Losungen, und damit die Einschrankungen der
moglichen Energie Eigenwerte E. . ist gegeben durch

tan(g,a) = e (2.58)
4+
Aus dem obigen Gleichungssystem kann man jetzt noch A, mit A;, in Beziehung setzen. Es
ergibt sich:

A, _ Ay e
2 cos(qya)

L=
Der letzte unbekannt Koeffizient A;, ergibt sich dann aus der Normierung, welche wir hier kurz
vorfiihren:

(2)]” =

A 9 S 9 infty

— 1 2 _ 2 —2Kk4T

- 8( 2+> (cos(q+a)) /COS (qro)dr = 2A7, / e “dx.
0

1 e 2rta a n 1 . (2 ) I 1 —2k4a
= — + —sin(2q.a —e
247 cos?(qra) \2  4qy @+ 2k

Hieraus ergibt sich dann die Losung fiir A (E).

1=2 [ [y (2)Pde =2 [ |, (2)Pde +2 [ o,
[woron=2 | /

a

Ungerade Losung:  Aufgrund der Punktsymmetrie von ¢_(z) folgt analog zu obigen Uberlegungen
Ay = —Bs_und A;_ = —Bs_. Unsere Teillosungen sehen dann wie folgt aus:

U (z) = A_e" 7,
VYrr_(x) = 2iAy_sin(q_x),
’QZ)1117 (1)) = —Alie_nfx.

Nutzen wir nun die Randbedingungen bei a, so erhalten wir das folgende lineare homogene
Gleichungssystem fiir A;_ und A, _:

—A;_ e "% —21Ay sin(q_x) =0,
Al Kk e "% —2iqg_As_cos(q_a) = 0.

Analog zu den vorherigen Uberlegungen erhilt man durch Bilden der Determinante die Losbar-
keitsbedingung.

Die Losbarkeitsbedingung der ungeraden Losungen, und damit die Einschrinkungen der
moglichen Energie-Eigenwerte E . ist gegeben durch:

K
cot(q_a) = ——
q-

(2.59)
Auch kann man wieder

A —Kk_a
A, =i 1. €

Yo sin(g_a)
schreiben, und der Koeffizient A;_ folgt dann wieder analog zu oben aus der Normierung.



2.8. TEILCHEN IM 1D-KASTENPOTENTIAL 65

Bestimmung der Energie-Eigenwerte und ihrer Abhingigkeit vom Potential: Wie
schon erwahnt, erwarten wir fiir den Fall —Vy < E < 0 wieder ein diskretes Energie-Spektrum
E, mit

das sich aus den Losbarkeitsbedingungen fiir die gerade bzw. ungerade Losung ergeben muss
|Gleichung (2.58) und Gleichung (2.59)]. Es ist hierzu zweckmifBig, sich die Definitionen von
und ¢ in Erinnerung zu rufen:

2m
K= ﬁ!Eh
2m
q= ﬁ(E+Vo)-

Wie leicht zu sehen ist, haben beide Groflen die gleiche Einheit — die einer Wellenzahl:

H\/kgj\/k:gk:g s2 1
MEVTE e TNV T e T s2kg-m2  m’

Wir konnen also die dimensionslosen Groflen v und v definieren:

Up, = Kny @,

Uny = Qny @,

was wir gleichzeitig fiir den geraden und den ungeraden Fall aufgeschrieben haben. Auflerdem
versehen wir die Gréflen, geméafl unserer Erwartung, nach diskreten Energien mit dem Index n.
Beachte, dass u,_,v,, > 0 gilt. Die Losbarkeitsbedingung wird dann fiir die geraden Funktio-
nen:

Up, tan(vy, ) = up, , (2.60)
und fiir die ungeraden Funktionen:
Un_ cOt(vy_) = —Up_. (2.61)

Definiert man weiter die zur minimalen kinetischen Energie aus A) proportionale Grofle, Tp
durch

ﬁ2
Ty = >0
7 9ma? ’
so gilt
1
’U/i = __En>
Ty
und

1
2 (B 4+ V).
Up, TO( 0)

Es muss also auch mit w? := ¥—8 > () fiir alle n gelten:

u? 4+ 02 = w’. (2.62)
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Dies ist eine Kreisgleichung fiir die v,, und u,,. Diese muss gleichzeitig mit Glg. (2.60) und (2.61)
erfiillt sein. Hieraus ergeben sich dann die moglichen diskreten Energien:

En = TO . ’0721 - ‘/0
Dies macht man sich am besten graphisch klar, vgl. Abbildung 2.24.
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Abbildung 2.24: Graphisches Ermitteln der diskreten Energie-Eigenwerte fiir einen Potential-
kasten endlicher Tiefe (Fall B1).

Die rot gefiarbte Funktion stellt v, tanwv, dar, und die eingezeichneten Kreise sind die Kreis-
gleichungen. Schnittpunkte der Kreise mit der Funktion ergeben die diskreten Losungen. Diese
erfiillen beide Gleichungen und sind damit zulissig. Da w proportional zu Vpa? ist, wichst mit
groferem Vj die Anzahl der Schnittpunkte. Je tiefer das Potential also ist, desto mehr diskrete
Energien findet man. Man beachte, dass der Grundzustand FE; immer existiert. Im Grenzfall
sehr starker Bindungen (V) — oo) erhalten wir das aus A) bekannte Resultat des Kastens mit
unendlich hohen Wénden:

2
£ () -

Wir schauen uns nun das Energie-Spektrum in Abhéngigkeit der zur Potentialstérke propor-
tionalen Grofle w etwas genauer an. Nehmen wir zunédchst an, dass w gegen v,, geht, also klein
ist. Dann gilt auch tan v, ~ v, und u, =~ v2. Also folgt aus u? + v> = w*

1 1
v§:—§+§v1+4w2%w2—w4+...

Allgemein gilt dann:

U2

. E’]’L_ . n _ 2 4
fimy 72 = fimy 15 — 1= v+ O
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Betrachten wir nun grofle w. Dann gilt wie bereits gesagt:

Abbildung 2.25: Darstellung des Energie-Spektrums in Abhéngigkeit von w

. FE, nm\2 1

hm—z(—) — —

w—oo 1 2 w
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Fall &)

67

Fazit: Fir Energien F mit —V[) < E < 0 erhalten wir ein diskretes Energie-Spektrum, und
die Anzahl der Eigenwerte (Bindungszusténde) ist abhédngig von der Stirke des Potentials. Fiir
ein gegen Null gehendes Potential verschwinden die Bindungszustéinde nacheinander, und das
Energie-Spektrum geht in ein kontinuierliches Spektrum tiber. Der Grundzustand F; verschwin-
det jedoch nie. Experimentell messbar wire z.B. das Verschwinden von Strahlungslinien mit
Frequenzen proportional zu:

mit m > n.

B2) Energie iiber dem Maximum des Potentials

Wir betrachten nun den Fall der Energie Ej, also:

E>0.

Wir erwarten ein sogenanntes Streuspektrum (kontinuierlich). Wir haben wieder unsere beiden

reellen Parameter

und

2m(E + V)
T

mit denen wir die Losungen beschreiben kénnen. Wir erhalten:

Vr(z) = A1e?*® + Bie7*® 1 < —q

VYi(z) = < Y (z) = Aye™® + Bye ™ | x € [—a,ad]

Urrr(x) = Aze™ + Bye ™™™ 1> a.
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Es gibt nun zwei Fille: damit ein stationérer Zustand vorliegt, benotigen wir eine stationére
Teilchenquelle in grofem Abstand von unserem System, also entweder links oder rechts vom
Potentialkasten. Die Welle (allgemeiner: das Wellenpaket) kann also entweder von links oder
von rechts einlaufen. Wir withlen im Folgenden links als die Einfallsrichtung. Alle Uberlegungen
ergeben sich analog auch fiir die andere Richtung.!®

EI

ikr | | ik
A1€ EE | Ag@
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Abbildung 2.26: Fall B2: £ > 0. Von links in den Kasten einlaufende Wellenfunktion mit
Amplitude A;. Den Kasten verlassen nach rechts die transmittierte Welle (Amplitude A3z) und
nach links die reflektierte Welle (Amplitude By).
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N
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Es ist klar, dass in diesem Fall By = 0 gelten muss, da wegen der unendlichen Ausdehnung
des Systems kein reflektierter Beitrag von rechts kommen kann. Hierdurch haben wir einen
Bruch der Spiegelsymmetrie und kénnen deren Eigenschaften nicht mehr so einfach ausnutzen.
Die Struktur der Losung der Schrodinger-Gleichung in den Bereichen I, 1 und 111 legt nahe,
dass bei x = —a und z = a (partielle) Reflexion auftritt. Die ist ein rein quantenmechanischer
Effekt, und die Rechnung muss erst zeigen, ob, wann und wie stark der Effekt auftritt.

Sei jr die bei a durchgehende (transmittierte) Wahrscheinlichkeits-Stromdichte, jg die bei
—a zuriicklaufende Wahrscheinlichkeits-Stromdichte und j.;, die bei —a einfallende Wahr-
scheinlichkeitsstromdichte. Seien alle Wahrscheinlichkeitsstromdichten parallel zur z-Achse
orientiert. Dann nennen wir

Jr

T=" (2.63)
Jein
den Transmissionskoeffizienten. Auflerdem nennen wir
R = bl (2.64)
Jein

den Reflexionskoeffizienten.

Bemerkung: Die Situation ist dhnlich zu der stationédrer Stréme in der Elektrizitdtslehre
(Kirchhoffsche Knotenregel). Die Wahrscheinlichkeits-Stromdichten ergeben - mit der Ladung
multipliziert - die elektrischen Stromdichten. Unsere gesamter Kasten kann hier als “Verzwei-
gungsknoten” angesehen werden.

Berechnung der Koeffizienten. Schauen wir uns nun die entsprechenden Wellenfunktionen
an. Der in [ riickldufige Anteil wird beschrieben durch:

Y= By ek

18Wir kénnten auch den symmetrischen Fall betrachten, dass wir links und rechts identische Quellen vorliegen
haben. Aber dieser Fall folgt aus der Uberlagerung der beiden anderen.
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Der transmittierte Anteil ist gegeben durch:
Yr = Aseim,
und die bei a einfallende Wellenfunktion ist:
Vein = Age’e,
Erinnern wir uns nun an die Definition der Wahrscheinlichkeits-Stromdichte
j= %(w*w’ — ),
so lassen sich die gesuchten Gréfien leicht zu

. hk
Jein = _|A1|27
m

) hk
Jr = —|A3|27
m
) hk
JR = __|B 1’27
m
berechnen. Hieraus bilden wir dann den Reflexions- und Transmissionskoeflizienten:
| As|?
T = , 2.65
e (2.65)
| By |?
— ) 2.66
Man beachte, dass hierbei immer—aufgrund der Teilchenzahlerhaltung—
R+T=1, (2.67)

gelten muss. Die Koeffizienten folgen nun aus den gewohnten Randbedingungen der Stetigkeit
von ¢ und v’ bei a und —a. Es ergibt sich folgendes inhomogenes Gleichungssystem fiir die
Koeffizienten:

_Bleika+ A267iqa+ B2eiqa+ 0= Aleiika,
kBleika‘i‘QAQe_iqa— qB2€iqa+ 0= k:Ale_ika,
0—  Ape'™— Bye "4 Age™ = 0,

0 Apqe'®™+ Bage " +hAyc™™ = 0.

B As B, As Inhomogenitat

Wir haben also 4 gesuchte Koeffizienten By, Ay, By, A3, die wir in Abhéngigkeit von A; aus-
driicken konnen. Fiir diese Groflen haben wir vier Gleichungen zur Verfiigung, die ein lineares
aber inhomogenes Gleichungssystem fiir die Koeffizienten bilden. Entsprechend unterscheidet
sich die Losung von den bisherigen Féllen.

Wir definieren folgende dimensionslose Groflen, um die Rechnung iibersichtlicher zu machen:

u = ka,
v = qa,
_v_4
W= T
s=w+1,
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Wir berechnen nun zuerst die Determinante der Koeflizientenmatrix:

_eiu e~ eiv 0
D ue™  pe”™  —pe® 0 1
0 eZ’U _e—lU eZU a2
0 ve wve " ue™
1 e—2iv 621'1; O
_ v ey per —peiv ()
a2 | 0 -1 -1 1
0 —v v U
-1 6722‘1) 62“} 0
B u2 o5 1 w€—2iv ,w62w O
A O S T
0 —w w 1

Die jeweils ausgeklammerten Faktoren sind hier rot markiert. Weiter folgt, nach Addieren der
vierten Spalte zur Dritten und Zweiten, sowie Addition der ersten Zeile zur zweiten Zeile:

-1 6722'0 eQw 0

D u_eQzu 0 8672“) te%v 0
a2 0 0 0 1
0 t s 1
2 —2iv 2iv
U oy 4y |S€ te
=3¢ (—1) . .
— _k,2€2ika .C

Hierbei ist C' gegeben durch:

C:— (1 _ %)262@ _ (1 i %)26—2@

2

= —4% cos 2qa + 21 (1 + %) sin 2qa

Nach der Cramerschen Regel erhédlt man nun den i-ten Koeffizienten durch:

D
Ai —_
D
Hierbei ist D die Determinante derjenigen Matrix in der man in der Koeffizientenmatrix die

i-te Spalte durch die Losungspalte ersetzt hat. Fiir A, ist dies zum Beispiel:

_6ika Alefika eiqa 0
A — i k,ez’ka Alke—ika _qez"qa O
2 D 0 0 —e—iqa ezka
0 0 qe—iqa keika
ka 2A1 t@Ziaq 0
= Be“’f*q)a 0o -1 1
0 w1
24, (k— q
— _k,2 i(k—q)a <1 _)
D" Tk
Also gilt:
A )
Ay =22 (1 n %) eilb+ae (2.68)
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Berechnen wir nun Bj:

Alefiu e~ W e 0
B — i k/,Alefiu qe 1) _qew 0
1 — D 0 _eiv _eTWw  piu
0 _qeiv qe—w k,eiu
k2 Al 672111 6211}
= Bei“ Ay we H e
0 —t —5
21 A, k? 2
= — ZDl (1—%)811&2(]@
Der Koeffizient B; ist also:
By = 2 (1@ e gy (2.69)
= - = .S .
1 c 12 e in 2qa
Kommen wir zu Bs:
_eiu efiv Alefiu 0
B — k_2 eiu we—iv Ale—iu 0
27Dl o —e™ 0 et
0 —we® 0 e
2A.K2 .
Der Koeffizient B, ist also:
24, q
B, = 221 pita—he (1 - —) 2.70
2= ¢ ’ (2.70)
Berechnen wir nun noch As:
6iu e—iv eiv Ale—iu
A — k_Q eiu we—iv _weiv Ale—iu
ST D0 et e 0
0 —we"” we™™ 0
k2
Der letzte Koeffizient A3 ergibt sich dann zu:
4A ,
Ay = — 212 ik (2.71)

C k

Mit diesen Koeffizienten kénnen wir nun das Resultat fiir den Transmissions- und den Reflexi-
onskoeffizienten berechnen. Nun wird auch klar, warum wir die Koeffizienten in Abhéangigkeit
von A; berechnet haben, da dieser nun iiberall heraus fallt. Es folgt:

2 er ()

AR TP \k
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und

| B[ 4 ¢\ . 2
R:‘A1‘2:W 1 — = | sin”2qa.

Hierbei ist |C|?:

2 i _£2.2
|C|_16k2+4 1 2 ) sin 2qa

Reflexionskoeffizient R und Transmissionskoeffizient 7" im Fall des Potentialtopfes
endlicher Tiefe, bei einer Energie oberhalb des Potentialmaximums, £ > V,,,, = 0:

2
1la k) gp2
4<k q) sin“ 2qa

(2.72)

T (2.73)

Um uns die genaue Energieabhéngigkeit klar zu machen, setzen wir die Groflen k£ und ¢ wieder
ein. Besprechen wir zunéchst, in welchen Féllen die Transmission gleich 1 wird:

o Gilt g=k,soist Vo =0und T = 1. Es gibt kein Potential. Diese Losung ist trivial.

e Sei nun also ¢ # k. Nun gibt es noch die Méglichkeit, dass der Sinusterm Null wird.
Dementsprechend gilt:

T=1% 2ga =nm,

mit n € N. Was bedeutet nun ga = %7 Es ist ga = v genau die in A) eingefiihrte GroBe,
mit der galt:

2
B, = (”7”) Ty — Vo > 0
fiir den Fall, dass —V = —oo gilt. Hierbei war Ty = %

In diesen Fillen tritt also vollstdndige Transmission—wie in klassischen Systemen—auf. Diese
charakteristischen Werte der Energie nennt man auch Resonanzen.

Beschiiftigen wir uns nun mit den Minima der Transmission. Tragt man den Transmissionko-

effizienten iiber % auf, so erhdlt man die Kurve, die in Abb. 2.27 gezeigt ist:
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T _—
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Abbildung 2.27: Abhingikeit des Transmissionskoeflizienten von F/Vy. An den Maxima ist
T =1 (Resonanzen).

Die Minima stellen sich ein, wenn der Nenner des Transmissionkoeffizienten maximal wird, also
genau dann, wenn

sin?2ga = 1
gilt. Also haben wir die Bedingung fiir ein Minimum:
m

2g,a = (2n 4+ 1) 5

Hieraus folgt fiir die Energie dieses Minimums:

1\? 72
Epiny = (n+3 ) =Ty -
" (”+2) 710 0

Wir kénnen dann die Minima des Transmissionskoeffizienten bestimmen, indem wir

2
In Vo
an =14 —=
(kn) + En

benutzen.
1
Tmmn = )
(e
V2 o

= |1+ -0

4E7L(E7L + Vb)

Kli —1

_ 4
- [ + 1\2 72 1\ 72

(n+3) TT[(n+3) 5T — V]

Man kann sich die Entstehung der Transmissionsmaxima durch Resonanzen erkldren. Es sind
die Punkte, in denen die Frequenz der Wellenfunktion fiir eine stehende Welle mit Bereich iiber
dem Potential sorgt. Es gibt also keine Interferenzen mit Wellen, welche an der (bei einer von
links einlaufenden Welle) Stelle a reflektiert werden. Die Transmissionswahrscheinlichkeit ist
hier dann aufgrund der fehlenden Ausléschung hoher.
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2.8.3 C) Rechteckige Potentialbarriere (Potential-Stufe o. -Schwelle)

Sei nun also V' gegeben durch:

Vo ,lz|l<a
V=

0 ,sonst

Fiir eine Energie Fp, mit £ > 1}, erwarten wir eine freie Bewegung und im Fall F5, mit
0 < E <V, eine in [—a, a] geddmpfte Bewegung.

—a a T

Abbildung 2.28: Rechteckige Potentialbarriere (-Stufe) endlicher Hohe.

Fall C1: Energie iiber dem Kastenniveau. Im Falle der Energie F; (s. Abbildung) ist der
Sachverhalt identisch zum Fall B2). Alle Resultate sind giiltig mit der Substitution V5 — —V;.
Wir erhalten also:

2m
k: —2E,
2m
q= ﬁ(E—Vo),

Fall C2: Energie unterhalb des Potentialmaximums. Kommen wir nun zum interes-
santeren Fall der Energie Fy (s. Abbildung). Es gibt in [—a,a] keine freie Bewegung, und ¥
fallt ab. Dies bezeichnet man als Tunneleffekt. Man kann dies ebenfalls auf B) zuriickfithren,
indem man die Ersetzung

q =i\

12m

durchfithrt. Die Schrodinger-Gleichung lautet dann:

/" 2 _
Ilg — )\EwIIE - 07

mit

und besitzt die Losung

Agx —ARgT
Yrr, = Age BT + DBoe P
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Mit derselben Rechnung wie in B) erhélt man:

1
T = - I (2.74)
1+Z( ‘l'X) sinh” 2\a

>

Trigt man dieses in Einheiten Z V auf so erhélt man die untenstehende Abbildung. Der Bereich
[0, 1] ist blau eingeférbt. Hier ist die Energie kleiner als das Potentialmaximum. Man erkennt
eine schwach ansteigende Transmissionswahrscheinlichkeit in diesem Teil. Der rot gefdrbte Teil
mit £ > V} ist uns bereits aus B) bekannt.

/ E \
Ta (\ r;, ,J

a=1

a = 100

1 E
Vo

Abbildung 2.29: Transmissions-Koeffizient an einer Potentialschwelle der Hohe V4, fiir drei

verschiedene Werte o = V;/Ty. Hier haben wir wieder als Einheit der kinetischen Energie
Ty = 27212
Der klassische Fall ist gestrichelt eingetragen. Der Parameter o = % x Vy - a® gibt Hohe

und Breite der Potentialbarriere an. Ist o grofier, so ist die Tunnelwahrscheinlichkeit geringer.
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Hierbei war Tj:

h2

2ma?’

0
A —_,/—[——E 1
A

was fiir V5 > E und V > T der Fall ist. Hier sind die Quanteneffekte dann schwach, und es
gilt

To

Betrachten wir nun den Grenzfall

1
sinh 2)\a ~ 562’\‘1,

d.h. der Transmissionkoeffizient ist exponentiell klein.

16K2\2 .
T Garat

Setzt man A und k ein, so erhilt man:

E(Vo—E) _4 /%
T(E) = 16%6 Wi (2.75)
0

Verallgemeinerung auf beliebige Barrieren: Das Rechteckpotential war bisher nur die
erste grobe Néherung eines realen Potentials. Wir konnen nun auch den Tunneleftekt durch
eine beliebig geformte Potentialstufe V(z) untersuchen. Dazu unterteilen wir die Stufe in
dquidistante Rechtecke mit der Breite

a=Ax;, 1=1,..,N,

wie in Abbildung 2.30 skizziert.

T T _, a TN L

Abbildung 2.30: Anndherung eines allgemeinen Potentials durch Rechteck-Potentiale.

Der Transmissionskoeffizient ist nun gegeben durch Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen durch
alle Rechtecke nacheinander transmittiert wird. Mathematisch erfordert das die Berechnung des
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Produktes der Transmissionswahrscheinlichkeiten durch die einzelnen Rechtecke:

2
—Z

it

2m[V (z;)—E)-Az;

7%fdx 2m[V (z)—E]
— const-e 0

Im zweiten Schritt haben wir Az; gegen 0 gehen lassen. Damit ldsst sich die Transmissions-
wahrscheinlichkeit durch ein beliebig geformtes Potential berechnenen, unter der Annahme,
dass die Teilchenenergie klein ist. Einen dhnlichen Ausdruck findet man auch in der klassischen
Mechanik bei der Bewegung eines Teilchens im Potential V' (z). In der Tat ist dieses Resultat der
Spezialfall einer systematischen quasiklassischen Theorie (Wentzels-Kramers-Brillouin-Theorie,
WKB), in der auch die Vorfaktoren korrekt bestimmt werden.

2.8.4 Fazit

Wir fassen noch einmal die wichtigsten Punkte dieses Themas zusammen:

e Das Kastenpotential in Form eines Topfes oder einer Schwelle enthélt alle typischen Ei-
genschaften eines Mikroteilchens in einem externen Potential.

e Y wird aus den Teillosungen konstruiert, und diese werden durch die Randbedingungen,
dass ¥ (z) und ¢’ (x) stetig sind, verkniipft (Ausnahme ist der Fall eines unendlich tiefen
Potentials).

e Esliegen diskrete und kontinuierliche Energie-Eigenwerte vor, wobei der erste Fall zu einer
gebundenen Bewegung korrespondiert und in einem Kasten auftritt, wenn die Energie
unterhalb des Potentialmaximums liegt.

e Transmission und Reflexion verlaufen drastisch verschieden zur klassischen Theorie.

In der unten stehenden Grafik sind noch einmal die Sachverhalte gemeinsam veranschaulicht.



78 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN DER QUANTENMECHANIK

~
Jo
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2

Abbildung 2.31: Vergleich der Wellenfunktionen fiir ein rechteckiges Potential endlicher
Hohe bzw. Tiefe (schematisch). Von oben nach unten: Potentialtopf-Félle B1), B2) und

Potentialschwelle-C1) und C2). Die allgemeine Form der Schréodingergleichung lautet in jedem
Teilbereich 9" + k*i = 0, mit k* = [E — V(2)]/To, und Ty = F?/(2ma?).



