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3.5 Der Quantenmechanische Messprozess

Ziel dieses Abschnittes ist es, die Messung physikalischer Gréfien an einem Quantensystem im
Zustand [i)) genauer zu untersuchen. Dabei spielt der stochastische Charakter der Messung
eine wichtige Rolle. Wie wir gerade gesehen haben, sind die méglichen Messwerte zunéchst ver-
kniipft mit dem Finden der vollstindigen Observablen, 4, und des zughérigen Operators, A.
Dann miissen wir das Spektrum von A bestimmen. Das heift, wir suchen alle Eigenwerte a; und
alle Eigenvektoren |a;). Anschliefend miissen wir die Messung von A vornehmen. Die Einzelmes-
sung liefert hierbei ein zufilliges Resultat, bei dem einer der Eigenwerte aq, as, . .. ay realisiert
wird, d.h., das System befindet sich nach der Messung im Zustand |ay) , |asg) , ..., |ax). Ein wie-
derholbares Messergebnis ist daher nur der Erwartungswert. Diesen kénnen wir durch N-fache
Wiederholung und anschlieBende Mittelung mit N — oo erhalten, genauso wie wir es bereits fiir
den Doppelspalt diskutiert hatten. Durch Verwendung der eben gefundenen Eigenschschaften
einer Basis, Glg. (3.17) und (3.18) erhalten wir dann gleichzeitig wichtige Informationen iiber
quantenmechanische Operatoren.

Die Berechnung des Erwartungswertes des Operators A einer vollstandigen Observable, die k
Eigenzusténde besitzt, in einem beliebigen Zustand [¢) ergibt sich dann zu
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Aus der letzten Gleichung kénnen wir zwei wichtige Eigenschaften eines quantenmechanischen
Operators ablesen: zum einen bestétigen wir die bereits verwendete Formel fiir den Erwartungs-
wert. Zum anderen finden wir eine neue Darstellung des Operators—seine Spektraldarstellung:

Der Erwartungswert im Zustand |¢) und die Spektraldarstellung des Operators A sind
gegeben durch:

(A), = (Y| Al) (3.19)
A= Za |a;) (a;] = Z a; P; (3.20)

Beispiel: Wir besprechen dies fiir das Beispiel des harmonischen Oszillators. Das Experiment
moge Elektronen einer bestimmten Ortsverteilung erzeugen, die durch folgenden Superpositions-
Zustand |¢)) gendhert werden kann, der in der Ortsdarstellung in die Wellenfunktion iibergeht:

) = (o) = (o) + Lua(o),
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mit den Energien E, = hw(n + 1/2). Gesucht sei der Mittelwert der Energie, d.h. der Erwar-
tungswert des Hamilton-Operators.

1. Dieser Zustand erfiillt die Normierung;:

1= [P = [ o] [ B

da hier wieder gilt (Orthonormalitét):

o0

[ detn(@)in () =

—0o0

2. Wir entwickeln nun den Zustand [¢)) nach den Basisvektoren ¢, ().

Y(@) =Y (Unlth) tn()

Die Koeffizienten ergeben sich also zu:
o= [ vila
Als Resultat erhalten wir ¢y = % c1=0,c= *2[ und ¢, = 0 fur alle m > 3.

3. Wir berechnen nun den Erwartungswert des Hamilton-Operators:

(H), = W)
= (01 ala ()

_Zaz Yla;) (ail)
= Zai w\ai
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Die verwendete Darstellung des Zustandes |¢)) mit Hilfe von ¢ (z) ist der Spezialfall der Ortsdar-
stellung. Die Superposition von ¥ (x) ist beliebig erweiterbar. Auflerdem ist die hier betrachtete
Basis aus Oszillator-Eigenfunktionen diskret.

Fall einer kontinuierlichen Basis. Wir erweitern unsere Betrachtungen jetzt von einer dis-
kreten auf eine kontinuierliche Basis. Ein Beispiel wéren die Eigenfunktionen fiir den Poten-
tialtopf endilicher Tiefe bei positiven Energien, F > Vi... Hier sind theoretisch alle Werte
fiir die Energie erlaubt. Galt V,;, < E < V. so waren die moglichen Energiewerte diskret.
Die Idee ist nun, den kontinuierlichen Fall auf den bereits bekannten diskreten zuriickzufiihren.
Nehmen wir also eine Observable B, deren mégliche Eigenwerte b aus einem Intervall [A, B]
kommen kénnen. Nehmen wir nun zunéchst wieder diskrete Eigenwerte b; aus diesem Intervall,
die jeweils einen Abstand Ab zueinander haben.



3.5. DER QUANTENMECHANISCHE MESSPROZESS 113

A bi B
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Abbildung 3.2: Anndherung eines kontinuierlichen Eigenwertintervalls durch eine diskrete Ein-
teilung

Bezeichnen wir also den i-ten Zustand bei der Breite Ab durch |b; Ab) so fordern wir, dass diese
Zusténde ein VONS bilden. Also:

[b:AB) = " [bAb) (b;Ab| = 1

(b Ab|b; AD) = 6,

Wollen wir nun einen beliebigen Zustand |1) als Superposition dieser Basiszusténde darstellen,
so erweitern wir die gewohnte Projektionsdarstellung mit Ab und bilden dann den Grenzwert
Ab — 0, wodurch gleichzeitig b; gegen die kontinuierliche Variable b geht:

. |b; Ab) (b; Ab|v))
) = Al%filo; Ab Aab

Nun definieren wir:

und ebenso:

. (biAbJY)
dm S = ) = 1)

Der Zustand |b) aus einem kontinuierlichen Spektrum von Zusténden nimmt nun den Platz
des diskreten Zustandes |b;) aus den diskreten Eigenzustéinden an. Diese intuitive Definition ist
mathematisch nicht ganz unproblematisch. Fiir diskrete Zusténde kénnen wir Operatoren durch
Matrizen ausdriicken. Das Produkt zweier Operatoren ist dann das Matrixprodukt. Gedanklich
tauschen wir nun die Summe der Matrixmultiplikation durch ein Integral und haben uns eine
kontinuierliche Matrix vorzustellen. Hierbei ist der Begriff “Matrix” im verallgemeinerten Sinne
zu verstehen. Ein weiteres Problem ist, dass |b) kein Vektor mehr aus dem Hilbertraum ist (seine
Norm ist unendlich). Rechnerisch machen diese Aspekte aber keine Probleme. Mathematisch
korrekt wird dies durch die Theorie der Distributionen beschrieben (s.u.). In der kontinuierlichen
Superposition'? driicken wir nun den Zustand |¢)) aus durch:

) = [ 1) (bl b

=/M@W%

Hierbei nimmt die Vollstéandigkeitsrelation auch die Form eines Integrals an:

i—/yb> (b| db

0Djes kann man sich vorstellen wie den Ubergang von einer Fourier-Reihe zum Fourier-Integral (Fourier-
Transformation).
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Ebenso miissen natiirlich zwei Zustdnde |b) und [0') eine Orthogonalitidtsbedingung erfiillen:

n o (B Ab|BLAD)
o) = m =y

. b ,
A Ay = o —1)

Im kontinuierlichen Fall wird also das Kronecker-Symbol durch eine Delta-Funktion ersetzt. Es
gilt auBerdem:

(Wlp) = / (61b) (bl) db
- / 4 (B (b)db

Hierbei ist ¢(b) = (bl¢)) die Darstellung des Zustanden |¢)) in der Basis {|b)}. Der Anfangs-
ausdruck war der fiir die Norm des Zustandes |¢), die wir tiblicherweise gleich 1 wihlen. Das
Endergebnis zeigt dann die uns bereits bekannte Normierungsbedingung der Wellenfunktion
Y (z) in der Ortsdarstellung, wenn b — x gewihlt wird. Allerdings ist der gefundene Ausdruck
viel allgemeiner, da hier b eine beliebige kontinuierliche Variable ist.

Eigenschaften der Delta-Distribution
Wir erwihnen nun im folgenden einige Eigenschaften der Diracschen Delta-Distribution®!.

1. Die Delta-Funktion verkniipft zwei Funktionswerte einer Funktion ¢ an den Stellen b und
b’ miteinander:

wlt) = ¥lw) = [ WIe) olordb = [ 50~ e
2. Ist nun ¥ die 1-Funktion, so erhalten wir:

/6(b —¥)db=1. (3.21)

3. Die Delta-Funktion §(b — V') ist der Integral-Einheitsoperator. Dies ldsst sich fir ein
vollstdndiges Funktionensystem umschreiben:

(a) Fiir ein diskretes VONS, mit

L= In)(nl

ergibt sich folgende Darstellung der Delta-Funktion:

[e.e]

S(b—b) = (V) = (bln) (n[t)) . (3.22)

n=1

(b) Fiir ein kontinuierliches VONS

i=/|y> (vl dy

ergibt sich anaolg:

5(b—b") = (b|t) =/<b|y> (y|v") dy = /y(b)y*<b')dy (3.23)

"Tm Folgenden verwenden wir die iibliche Bezeichnung “Delta-Funktion”.
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10.

Durch partielle Integration lasst sich leicht

d

xﬁé(x) = —i(z) (3.24)

zeigen.

Die Fourierdarstellung der Delta-Funktion ist:

[e.e]

21 (z) = /eimydy

—00

Mochte man einen Faktor a aus dem Argument der Delta-Distribution herausziehen, so
geschieht das geméaf:

Die dreidimensionale Delta-Funktion (kartesische Koordinaten) ist gegeben durch:

d(r—1r')=68(x—2)o(y—y)d(z — 7).

Die Delta-Funktion ist achsensymmetrisch:
Es gilt:

Sei ¢(x) eine stetig differenzierbare Funktion, die an den Stellen z; nur einfache Nullstellen
hat. Dann gilt:

r — T

lp(z)] = Z 5|(90/(37i)‘)'

Man beachte, dass die Deltafunktion dimensionsbehaftet ist, wie man leicht aus dem Integral
(3.21) ersieht:

[0()] = ol
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3.6 Quantemechanische Darstellungen und
Transformationstheorie

Bisher haben wir den Zustand |¢)) immer mit der Ortsdarstellung ¢ (x) interpretiert. Andere
Darstellungen wie die Impuls- oder Energiedarstellung sind jedoch dazu vollig dquivalent. In
diesem Abschnitt geht es um die Transformationen zwischen diesen (und beliebigen anderen)
Darstellungen. Hierbei gilt fiir eine beliebige Basis {|a;)} das Superpositionsprinzip:

Xi: |as) {al)
J1b) (bl¢) db

Nun beschéftigen wir uns mit den Transformationen zwischen zwei Darstellungen. Die Ent-
wicklungskoeffizienten erhalten wir, indem wir an der rot markierten Stelle von (a;|¢)) “eine 1
einfiigen”, d.h. einen vollstidndigen Funktionensatz. Dies funktioniert sowohl fiir Transforma-
tionen zu diskreten als auch zu kontinuierlichen Basen:

ajlv) = {aylks) (kil)

)

) =

- / (as1b) (bl db

Die (a;|k;) und die (a;|b) sind die Entwicklungskoeffizienten, um aus einer Basis a; in eine Basis
k; oder b zu transformieren. Die Transformation muss auflerdem

(ailag) = 6 = {a;kr) (ilas)
l
(ailas) = [{ailky)

erfiillen. So eine Transformation nennt man eine unitdre Transformation.
Im folgenden betrachten wir wichtige Spezialfille von Darstellungen und zeigen, wie sie sich
aus den eben abgeleiteten allgemeinen Formeln ergeben.

3.6.1 Ortsdarstellung

Als erstes Beispiel betrachten wir die uns bereits geldufige Ortsdarstellung. Hier ist die zentrale
Observable der Koordinatenvektor, r

T = T161 + T2y + T3€3,

mit |e;] = 1. Dazu korrespondiert in der Quantenmechanik der Operator 7. Als Basis fiir die
Beschreibung von Hilbertraum-Zusténden dienen in der Ortsdarstellung die Eigenzustéinde von

A

r.

1. Die Eigenwertgleichung lautet:

Ir) =r|r), (3.25)

=3

die drei skalare Eigenwertgleichungen fiir die kartesischen Komponenten zusammenfasst.
Hierbei ist der iibliche Ortsvektor der Eigenwert von 7 und die zugehorige Eigenfunktion
ist |r).
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2. Mit der kontinuierlichen Basis {|r)} ergibt sich der 1-Operator zu (Vollsténdigkeit):

1= 1) tlar

3. Der Zustand [¢) in der Ortsdarstellung ist gegeben durch:
) = [ 10} (el i

4. Fiir die Normierung ergibt sich daraus, unter Benutzung der Orthonormalitét, (r|r') =
d(r—r'):

L= i) = [ [ (0l () el drar,
zi/dzwwmwu»

Das ist nichts anderes als die von uns bereits verwendete Normierungsbedingung der
Wellenfunktion. Wir interpretieren | (r|e) |* = |¢(r)|* = p(r) als Ortswahrscheinlichkeits-
dichte.

5. Das unitdare Produkt zweier Zusténde ist, in der Ortsdarstellung:
Wloh = [l el e = [0 @)o(wde:

6. Nehmen wir nun einen beliebigen quantenmechanischen Operator, F , mit der Wirkung
F |¢p) = |®), so erhalten wir seine Ortsdarstellung durch Multiplikation mit einem Orts-
zustand von links:

(r'|@) = () = (| ) =/<£’!F|£> (]y) dr, (3.26)

wobei (r'|F|r) das Matrixelement des Operators ist und auf der rechten Seite eine 1
aus Ortszustéinden eingeschoben wurde. Die Wirkung von F' ist damit durch die Matrix
(r'|F|r) bestimmt, die alle moglichen Werte von r und ' durchliuft. Im Spezialfall I =
gilt, unter Verwendung der Eigenwertgleichung (3.25):

(r'|2]r) = r('|r)y = ro(r' — ).

Wir konnen dies zusammenfassen:

Der Operator 7 ist in der Ortsdarstellung ein reiner Multiplikator. Seine Matrix, (r'|7|r),
ist diagonal, und die Eintrédge sind die Eigenwerte. Dies gilt analog fiir jeden Operator in
seiner Eigenbasis.

Betrachten wir nun den Impulsoperator. Dazu finden wir zunéchst seine Matrix-Darstellung
durch die Eigenfunktionen von 7, d.h. (r’|p|r). Hierfiir benutzen wir den Kommutator:

[p, 7] = —ih,
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den wir als bekannt voraussetzen. Multiplikation der Gleichung mit zwei Ortseigenzustinden
von links und rechts ergibt fiir die linke Seite:

(r'|[p, Pllr) = (r'|pr — Pplr)y = (r'|prlr) — (r'|Fplr)
= r(r'|plr) — " ("'|plr) = (r —o") (F'|plr)
sowie fir die rechte Seite:

—ih (r'|r) = —ihd(r —r').

Also kénnen wir durch Vergleich beider Seiten ablesen (zur Vereinfachung betrachten wir den
eindimensionalen Fall?):

napn  tho(r —1')
{rlplr) = ——"—
= ihid(r — ") (3.27)
- dr ' '

In der letzten Gleichung haben wir Eigenschaft (3.24) der Delta-Funktion verwendet.

Wir finden nun die Wirkung des Impulsoperators auf einen beliebigen Zustand [¢). Dazu ver-
wenden wir den Ausdruck (3.26) fiir die Wirkung eines beiliebigen Operators in der Ortsdar-
stellung und ersetzen (r'|F|r) — (/|p|r). Durch partielle Integration, bei der die Grenzterme
wegfallen, folgt:

() — / i L%(S(r - r’)] o(r) dr
= —ih/&(r — T/)%w([) dr
dy

= —zh%(r ).

Da der Zustand (r) beliebig war, erhalten wir die Wirkung von p in der Ortsdarstellung durch
Weglassen von 1(r) — wie bereits aus der Ableitung der Schrédingergleichung gefunden — zu

Nun benétigen wir noch die Impulseigenfunktionen in der Ortsdarstellung. Also schauen wir
uns die Eigenwertgleichung fiir den Impulsoperator an und betrachten den eindimensionalen

Fall:

Um hieraus eine Differentialgleichung fiir die Eigenfunktionen zu gewinnen, multiplizieren wir
von links mit einem Ortseigenzustand und fiigen auf der linken Seite an der rot markierten
Stelle wieder den entsprechenden 1-Operator ein:

(i) = [ G@lpala’) (1) o
= Pz <x|pm>

Die Ortsdarstellung der Impuls-Eigenzustéinde zum (reellen) Eigenwert p, bezeichnen wir mit

(x|ps) = ¥p,(x), Eigenfunktionen des Impulsoperators (3.28)

2Djes ist ausreichend, da unterschiedliche Komponenenten von r und p kommutieren.
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und setzen unter dem Integral die Matrix des Impulsoperators in der Ortsdarstellung, Glg.
(3.27), ein:

d

t/m&ﬂﬂw—fﬂmngf=pﬂ@@>
d

—ih (@) = oty (@),

wobei das Ergebnis in der letzten Zeile durch partielle Integration erhalten wurde. Wir erhalten
also eine einfach zu l6sende gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung mit der Losung:

Ypo () = C - eiP=

Um den Koeffizienten C' zu bestimmen, betrachten wir die Normierung und nutzen Eigenschaft
(3.23) der Delta-Funktion:

&W—mzwmw:/WJW%mwz
wF/é“WWWM=KWmM—my%n

Es folgt also:

1
2 _ L
€] 2mh

Damit konnen wir das Resultat zusammenfassen:

Die normierten Impulseigenfunktionen in der Ortsdarstellung sind in 1D:

1 i
() = o et (3.20)

und analog in 3D:

1 i

(1) = (g ¢ (3.30)

wobei die “Normierung auf die Delta-Funktion” erfolgt.

Nun wollen wir weitere Operatoren in der Ortsdarstellung erhalten. Hierfiir machen wir uns das
zuvor schon erwiahnte Korrespondenzprinzip zu Nutze. Es ist ein Postulat der Quantenmechanik
und besagt:

Der funktionale Zusammenhang einer Observable mit den kanonischen Variablen, A =

A

A(r,p), ldsst sich direkt auf die Quantenmechanik mit einem Operator A = A(7,p)
iibertragen.

Hierbei ist zu beachten, dass Operatoren nicht zwangslaufig kommutieren. Es kommt hier also
auf die Anordnung an. Der folgende Abschnitt erldutert, was wir unter einer Funktion eines
Operators zu verstehen ist.
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Funktionen von Operatoren

Sei z € C und f eine im Sinne der Funktionentheorie differenzierbare Funktion. Diese lésst sich
dann immer in eine Potenzreihe

f(z) = Z an2"
n=0

entwickeln. Wir definieren nun den Operator f im Raum der Operatoren A als

mit

Die Koeffizienten ay, erhalten wir aus der Taylorreihe des Operators:

=~ dnf(0) A
dAnr n!

:N\>
=
I
(]

n=0

Als Beispiel betrachten wir den Translationsoperator T,.

Es ergibt sich:

Den obigen Ausdruck verifizieren wir durch:

Yr+a) =9+ V') —r+a)+.. =) @ V) ¥(r)

Die Anwendung des Operators TQ verschiebt also das Argument einer Wellenfunktion um den
Vektor a. Dieser Operator ist direkt mit dem Impulsoperator verkniipft, den man also als
Generator von Raumtranslationen verstehen kann.

Weitere Beispiele: Wir wenden das Korrespondenzprinzip nun weiter auf quantenmecha-
nische Observablen an. Die potentielle Energie Vo= V(f) ist in der Ortsdarstellung ein rei-
ner Multiplikator, da (r'|F|r) = rd(r — ') diagonal ist. Daher sind auch beliebige Poten-
zen von 7 diagonal. Damit folgt die Wirkung dieses Operators in der Ortsdarstellung zu
V(#)¢(r) = V(1) (r). Diese Eigenschaft der Ortsdarstellung hatten wir bereits bei der Losung
der Schrodingergleichung fiir ein Teilchen im Kastenpotential bzw. im Oszillatorpotential ver-
wendet.

Den Operator der kinetischen Energie konnen wir ausdriicken durch:

A2 h2

- p
T=——>3—A
2m 2m
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Auch dies hatten wir bereits bei der Losung der Schrodingergleichung im Ortsraum benutzt.
Wir nutzen nun das Korrespondenzprinzip um den Drehimpulsoperator, den wir bisher noch
nicht benutzt hatten, zu bestimmen. Klassisch gilt der Zusammenhang

L=rxp

Also erwarten wir in der Quantenmechanik einen analoge Operatorform:

Dies werden wir im Kapitel 5 direkt bestétigen.
Die Kenntnis von 7 und p reicht also aus, um alle weiteren Operatoren zu bestimmen.

3.6.2 Impulsdarstellung

Analog zur Ortsdarstellung betrachten wir nun die Impulsdarstellung, die also auf den Eigen-
funktionen des Impulsoperators basiert. Fiir —oo < p, < oo gilt die folgende Eigenwertglei-
chung:

P |Pe) = Do |De)

Die Impulsdarstellung eines beliebigen Zustands bezeichnen wir mit (zur Unterscheidung der
Impulsabhingigkeit verwenden wir die Tilde)!'3:

(pa|¥)) = ¥ (pa)

Wir wissen bereits, dass der Operator p, in der Impulsbasis diagonal ist. Wir fragen uns nun,
wie der Ortsoperator in dieser Basis aussieht. Hierfiir benutzen wir wieder den Kommutator
[z, p;] = ih. Die Rechnung ergibt, analog zur Darstellung des Impulsoperators in der Ortsbasis,

0
ops

T =1h

Die Matrix dieses Operators in Impulseigenzusténden ist ebenfalls diagonal.

Wir finden nun die Ortseigenfunktionen in der Impulsbasis. Eine Rechnung wie im Falle der
Ortsdarstellung kénnen wir vermeiden, indem wir die Eigenschaft des unitdren Produktes ver-
wenden:

bt (1) = 1 e—%pm-x —
(pe|7) = (2|ps)” = Uy, () NorT V2 (pa)

Damit lassen sich also die Figenfunktionen des Ortsoperators in der Impulsdarstellung direkt auf
die Figenfunktionen des Impulsoperators in der Ortsdarstellung, s. Glg. (3.28), zuriickfiithren:
der Zusammenhang ist durch komplexe Konjugation gegeben.

Fassen wir noch einmal die beiden untersuchten Darstellungen eines beliebigen Zustandes [1))
zusaminen:

(x|y) =(x),  Ortsdarstellung

V) = N
(pe|v) = ¥(py), Impulsdarstellung

13Diese Funktionen unterscheiden sich von den oben eingefiihrten Impulseigenfunktionen, die vom Ort abhin-
gen, vgl. Glg. (3.29).
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Wir fragen nun nach dem Zusammenhang der beiden Wellenfuktionen, die beide den selben
Zustand |¢) darstellen. Hierfiir gehen wir von der Ortsdarstellung aus und fiigen wir wieder
einen 1-Operator aus Impuls-Basiszustdnden ein,

b(x) = ()
- / (elps) (sl ) dps

—00

m/eh“ “(pe) dp,

Der gesuchte Zusammenhang zwischen t(z) und @(px) ist also die Fouriertransformation.

3.6.3 Energiedarstellung

In der Energiedarstellung verwenden wir also die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators als
Basis, die wir kurz bezeichnen durch ihren Index:

|En) = [n) -
Die Eigenfunktionen und Eigenwerte ergeben sich aus der Eigenwertgleichung von H:
H|E,) = E,|E,). (3.31)

Der Hamilton-Operator ist in der Energiedarstellung diagonal, wobei auf der Diagonale wie-
derum die Eigenwerte stehen:

(Ey|H|E,) = Ey 0.

Dieser Ausdruck gilt fiir den Fall einer diskreten Basis (z.B. Eigenzustédnde im Fall des unendlich
tiefen Potentialtopfes oder des harmonischen Oszillators), und die Verallgemeinerung auf den
kontinuierlichen Fall stellt kein Problem dar.

Der Ausdruck (3.31) ist natiirlich von der Form der stationéren Schrodingergleichung. Man
beachte aber, dass die Eigenzusténde |E,) hier noch vollig allgemeine Hilbertraumvektoren
sind, die erst in der Ortsdarstellung wiederum zum Wellenfuktionen ¢, (z) werden. Diesen
Spezialfall betrachten wir jetzt zur Illustration und finden die Matrix des Ortsoperators in der
Energiedarstellung, (n’||n). Um diesen Ausdruck auf den bekannten (diagonalen) Ausdruck in
der Koordinatendarstellung zuriickzufiihren, fiigen wir wie gewohnt zwei 1-Operatoren ein und
bezeichnen die Ortsdarstellung der Eigenzustinde von H mit (z|n) = ¢, (z),

n||n) = // o) ') (o) dod

ey (x) wo(z— 96’) @n(w’)
= /dx Or () T pp(T) = Ty (3.32)

Der Ausdruck (3.32) bezeichnet das Matrixelement des Ortsoperators und lésst sich analog auf
beliebige Operatoren iibertragen.

Die Verwendung von Matrizen der Form (n|z|n') = x,, in der Energiebasis entspricht der
von Heisenberg eingefithrten “Matrizen-Mechanik”, die zur Schrédingerbeschreibung mit Wel-
lenfunktionen &quivalent ist. Wie wir gesehen haben, stellen beide aber nur zwei Spezialfille
der allgemeineren Formulierung der Quantemechanik durch Hilbertraum-Zustéinde dar — die
Energie- bzw. Ortsdarstellung.



3.7. VERTAUSCHBARKEIT VON OPERATOREN. MESSBARKEIT. UNSCHARFE 123

Beispiel 1: Wir kennen bereits die Losung der Schrodingergleichung fiir den harmonischen
Oszillator. Der Hamilton-Operator ist hier durch folgende diagonale Matrix gegeben, deren
Eintrdge die Energie-Eigenwerte sind:

1
H,p = hw (n + —) O
2
Der Ortsoperator hat eine nicht-diagonale Gestalt:

0 10

|=
o
NN

Beispiel 2: Wir besprechen nun noch ein Beispiel, welches den Vorteil einer giinstigen Dar-
stellungswahl zeigen soll.'* Wir betrachten den Hamilton-Operator fiir ein Teilchen, welches
unter dem Einfluss einer konstanten Kraft (lineares Potential) steht,

Zu l6sen ist dann die Eigenwertgleichung:

F[ WJE) =F |77Z)E>

Wir kénnen diese EW-Gleichung nun z.B. in der Orts- oder der Impulsdarstellung auswerten.
Schauen wir uns zunéchst die Ortsdarstellung an und setzen die entsprechenden Operatoren in
dieser Darstellung ein:

Dies ist eine Differentialgleichung 2ter Ordnung. Die Losung ist kompliziert und durch die
Airy-Funktionen gegeben. Schauen wir uns nun die Impulsdarstellung an:

2 hd)\ - -
(- P2l o st

Hier haben wir also eine einfach zu l6sende Differentialgleichung erster Ordnung vorliegen. Man
kann also zunédchst das Problem in der einfacheren Impulsdarstellung 16sen und die Ortseigen-
funktionen dann durch eine Fouriertransformation der Impulseigenfunktionen bestimmen.

3.7 Vertauschbarkeit von Operatoren. Messbarkeit.
Unschéarfe

3.7.1 Messbarkeit

In der Quantenmechanik sind im Allgemeinen zwei Observable, A und B, nicht gleichzeitig
messbar. Das heifit, dass sie keine gemeinsamen Eigenfunktionen haben. Wann gleichzeitige
Messbarkeit vorliegt, bestimmt folgender Satz:

4 Natiirlich sind — wie schon erwahnt — alle Darstellungen dquivalent.
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Satz: Zwei Operatoren A und B haben genau dann gemeinsame Eigenfunktionen |ab), wenn

[A, B] = 0 ist.

Beweis: 1. Betrachten wir zunéchst die einfachere Richtung und nehmen an, dass Aund B
gemeinsame Eigenzustinde |ab) haben. Die beiden Eigenwertprobleme haben also die Form

Alab) = aab)
B |ab) = b|ab),

wobei wir die Eigenwerte von A mit a und die von B mit b bezeichnet haben.
Dann gilt

BA |ab) = ba |ab)
und auch
AB|ab) = ab|ab)

Ziehen wir die beiden Gleichungen voneinander ab, so folgt aus ba — ab = 0 sofort die Kommu-
tativitdt der Operatoren A und B. )
2. Es gelte nun riickwérts, [A, B] = 0. Dann folgen die Eigenzustinde von A aus

Ala) = ala),
und ebenso
BA|a) = aB|a) = AB|a),

wobei der letzte Ausdruck eine Konsequenz des Kommutators ist. Die rechte Relation bedeutet
aber nichts anderes als, dass der Zustand B |a) ebenfalls ein Eigenzustand von A ist, und zwar
zum selben Eigenwert a. Unter der Annahme, dass die Eigenwerte a von A nichtentartet sind,
folgt, dass beide Eigenzustinde B |a) und |a) iibereinstimmen oder sich hichstens durch einen
konstanten Faktor b unterscheiden:

Bla) =bla).

Dies ist aber nichts anderes als das Eigenwertproblem von B , also ist dieser Faktor nichts anderes
als der Eigenwert zum Eigenvektor |b) = |a), der also ein gemeinsamer Eigenvektor |b) = |a) =
|ab) beider Operatoren ist. Die Verallgemeinerung auf den Fall entarteter Eigenzusténde erreicht
man wieder durch Anwendung eines Orthogonalisierungsverfahrens.

Fazit: Aus [A, E] = 0 folgt also, dass A und B gleichzeitig messbar sind. Thre Messung
fithrt also auf die gemeinsamen Eigenzusténde |ab). Ein Beispiel hierfiir sind die Operatoren
H,L und L,, die beim Wasserstoffatom (isotropes Coulombpotential) alle kommutieren und
folglich gemeinsame Eigenzusténde |nim) besitzen, wobei die Zahlen n, m, [ zu den Eigenwerten
von H, L, bzw. L korrespondieren. Ein weiteres Beispiel ist der zweidimensionale harmonische
Oszillator mit H = H, + fly. Dort gilt [I:IQC,I:Iy] = 0, und die gmeinsamen Eigenfunktionen
sind einfach das Produkt der Eigenfunktionen der eindimensionalen Probleme, ¥, , (z,y) =
O (%), (1),

Umgekehrt wissen wir aber auch, dass zum Beispiel der Kommutator [, p| # 0 nicht verschwin-
det. Beide Operatoren besitzen also keine gemeinsamen Eigenfunktionen und sind folglich nicht
gleichzeitig messbar. Die Abweichung von der gleichzeitigen Messbarkeit lésst sich quantifizie-
ren. Dazu dient der Begriff der Unschdrfe bzw. des Unschéarfeproduktes zweier Operatoren, den
wir bereits kennengelernt haben und im Folgenden noch etwas genauer untersuchen.
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3.7.2 Unschirfe und allgemeine Unschérferelation

Wir diskutieren nun noch einmal die Unschérfe etwas genauer. Wir verstehen sie als Abweichung
vom statistischen Mittelwert eines Zufallsprozesses (Schwankung, Standardabweichung). Der
Mittelwert eines Operators im Zustand |¢)) war gegeben durch:

(A)y = Wl Alp)
Der Operator der Abweichung ist also die Fluktuation:

SA=A-(4),.
Hier treten im allgemeinen natiirlich positive und negative Abweichungen auf, so dass die
mittlere Schwankung verschwindet

A A

(A—MMM:QM = 0.

o=
Um dennoch ein Maf fiir die Gréfle der Schwankung zu erhalten, fithren wir wie iiblich die
Varianz ein, die aus den quadratischen Abweichungen folgt,

~ o ~ o ~ 2 o

((04)%), = (A= (A)y)"), = (4%, — (A), = AA? (3.33)
Die Unschérfe definieren wir nun als Wurzel der Varianz, identifizieren sie also mit der Stan-
dardabweichung der Grofie A (wir unterdriicken den Index v):

AA=VAA2, (3.34)

Nach diesen Definitionen betrachten wir nun zwei nicht kommutierende hermitesche Opera-
toren, A und B, und berechnen das Produkt ihrer Unschérfen. Dieses wollen wir in Relation
setzen zur Grofe ihres Kommutators im Zustand [¢).

A ~

[A,B] = iC

Wir schauen uns nun die Abweichungen vom Mittelwert an:

SA = A— (A)

6B =B — (B)
Wie man leicht sieht, gilt auch:

[0A,6B] = iC

Nun schauen wir uns das Produkt der Varianzen AA? und AB? im Zustand [¢)) an und ver-
wenden (3.33):

(AA%)y = ([0 ASALY) = (f11),
(AB%), = (WI8BOBIw) = {glg)

wobei wir die Abkiirzungen |f) und |g) fiir die Zustéinde §A[¢)) bzw. §B|¢) eingefiihrt haben.
Jetzt formulieren wir das Unschérfeprodukt und benutzen die Schwartz’sche Ungleichung fiir
das Skalarprodukt fiir eine Abschétzung von unten:

(FI) (glg) = | (flg) |?
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Damit erhalten wir, nach Einsetzen der Definitionen von f und g:
(AA%),(AB?)y = | (V|6 ASBy) |

Den Ausdruck auf der rechten Seite wollen wir nun durch den Kommutator abschédtzen. Dazu
nutzen wir folgende Identitét:

SAGB = J(5ASB + 5BSA) + S(5A0B — 5B5A)
1, .~ - A A ) A
— S(0A0B + 8BIA) + %O

Hieraus folgt:

1 . .21 L2 1 2
(AA)(ABY), = 1 [(BI6A6B +3B6AW) | + 7 |wICIw)| = 7 |wICl) (3.35)
Dies ist bereits das gesuchte Ergebnis, das wir wie folgt formulieren kénnen:
Die allgemeine Form der Heisenberg’schen Unschérferelation (Heisenberg 1927) ist:
1 . 2
(AA)(ABY), = 1 [(WI[A, Bllw)| (3.30)

Das heifit, das Unschéarfeprodukt zweier nicht-kommutierender Operatoren in einem Zustand
|¢b) kann nicht kleiner sein als der Erwartungswert des Kommutators dieser Operatoren in
diesem Zustand.

Betrachten wir als Beispiel die Observable Impuls und Ort. Aus dem bekannten Kommutator

[por @] = —ih
folgt fiir einen beliebigen auf 1 normierten Zustand der Erwartungswert des Kommutators
1 , 5 1 , 9
4_1| (Y| —in|y) |° = UL (Yl |
h2
T4

Es gilt also fiir das Produkt aus Orts- und Impulsunschérfe allgemein (fiir einen beliebigen
Zustand):

2
Api ' AZL'2 Z hZ’

bzw. fiir die anschaulicheren Standardabweichungen (sie haben die selbe Dimension wie die
GroBen selbst)

Daraus folgt sofort fiir den dreidimensionalen Fall, wegen
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dass die Unschérfeprodukte der einzelnen kartesischen Komponenten additiv sind:

2
A]_92 CAr? > 3%.

Dies ist die beriihmte Heisenberg-Unschéarfebeziehung fiir Ort und Impuls, die die prinzipiel-
len Grenzen der Messgenauigkeit—die nicht durch apparative oder andere Begrenzungen be-
stimmt sind—in der Quantenmechanik angibt. Man beachte, dass dieses Unschérfeprodukt ex-
trem klein ist (man erinnere sich an den Zahlenwert von A!) und nur fiir Objekte des Mikro-
kosmos iiberhaupt relevant ist.

Diese Unschérfebeziehung ist kein reiner Quanteneffekt. Die Unmoglichkeit, gleichzeitig Ort
und Impuls (oder Wellenzahl) exakt zu messen, findet man analog bei Wellen, da beide Groéfien
zu einander komplementér sind, d.h. sie sind verkniipft iiber eine Fouriertransformation, wie
wir bei der Diskussion der Impulsdarstellung gesehen hatten.

Eine analoge Komplementaritét existiert natiirlich auch fir Energie (oder Frequenz) und Zeit,
etwa in einer elektromagnetischen Welle. Und auch hier existiert ein endliches Unschérfeprodukt:
Frequenz (Energie) und Dauer eines Schwingungsvorganges lassen sich prinzipiell nicht gleich-
zeitig exakt messen,

2

AE? - At > hz,

was auch hier aus der Fouriertransformation von Zeit zu Frequenz folgt. Allerdings ist die Zeit
keine Observable (nicht durch einen Operator gegeben), sondern ein Parameter im Messprozess.

Minimale Unschérfe: Wir betrachten nun noch einmal den Zustand der minimalen Orts-
Impuls-Unschérfe. Dieser Fall ist der Klassik am néchsten. Wir benotigen nun Bedingungen, um
in Formel (3.36) Gleichheit herzustellen. Hierfiir miissen wir uns die Schwarz’sche Ungleichung
genauer ansehen, da diese der eigentliche Grund fiir die Heisenberg-Unschérfe ist. Nehmen
wir also zunéchst zwei Vektoren oder Zustinde |f),|g) | € H und beweisen die Schwarz’sche
Ungleichung;:

| (fla) | < VAfLF) (glg)

Beweis: Aus der Analogie mit Vektoren im Zwei- oder Dreidimensionalen kann man sich
iiberlegen, dass es sinnvoll ist, den Vektor | f) in eine parallele und eine senkrechte Komponente
zu |g) zu zerlegen. Uberlegen wir uns zunichst die parallele Komponente. Hierzu projizieren
wir |f) auf |g) und teilen durch die Lénge von |g).

_ g glf)

Den senkrechten Anteil erhalten wir dann einfach zu:

f1) = (|f> - M)

(glg)

Man erkennt, dass (fy[f1) = 0 gilt, was die Orthogonalitét zeigt. Man macht sich die obigen
Uberlegungen am besten an Hand von zweidimensionalen Vektoren aus R, klar. Wir konnen
also den Zustand |f) darstellen als:

1F) = 1fip +1f1) -
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Betrachten wir nun:

(FIf)y = (fyy =+ folfy + fo)
= (fulfi) + Flfo) + lfo) + el i)

=0

(gl9) | (gl ) I?

~ (glg) (glg) )
el PP | {glf) ?

gl f) | < VL) (glg)

Damit ist diese Ungleichung bewiesen. Nun Uberlegen wir uns, wann Gleichheit gilt. Schauen
wir uns hierfiir den vorletzten Schritt des Beweises an. Fiir Gleichheit muss (f,|f.) = 0 sein.
Da dies fiir alle Zustédnde |f) der Fall sein soll, wissen wir, dass im Falle der Gleichheit |f)
parallel zu |g) sein muss.

| (flg) > = (fIf) {glg) < |f) = X g)

Zustinde minimaler Orts-Impuls-Unschirfe.

Schauen wir uns nun noch einmal Gleichung (3.35) an. Hier haben wir die Schwarz’sche Un-
gleichung schon benutzt und machen nun noch eine gréobere Abschitzung beim Schritt zur
Unschérferelation indem wir den Term 1] (1h|6ASB + 6 BIA|Y) |* weglassen. Schauen wir uns
nun das Beispiel des Orts und des Impulses an und versuchen, hier den Zustand der minimalen
Unschérfe zu finden. Fiir diese Forderung hatten wir zwei Bedingungen gewonnen:

1. Der Mischterm aus Gleichung (3.35) muss verschwinden:

(W ®6pe62 + 620p. v ™) = 0. (3.37)

2. AuBlerdem ist fiir die Gleichheit in der Schwarz’schen Ungleichung
P [9) = Aoz [ V) | (3.38)
erforderlich.

Der Index k bezeihnet dabei die Zustdnde der minimalen Unschérfe. Dies wollen wir nun zeigen.
Hierfiir nehmen wir uns Bedingung (3.38) und schreiben die Fluktuationen aus:

(b = D) [W™) =A@ —7) [¢)
Hieraus folgt in der Ortsdarstellung der Losungsansatz:
(2l ®) = ¥ (z) = C(x)ei™
Nimmt man sich nun Bedingung (3.37) und eliminiert dp, folgt
0= (M|(62)*X" + A(62)?[p ™) .
Daraus folgt, dass A* = —A\ sein muss. Setzen wir den obigen Losungsansatz in die erste
Bedingung ein, so folgt:
C(z) = Aenlo?
Setzen wir nun die Losung zusammen, so erhalten wir unser zuvor schon berechnetes Gaufi’sches

Wellenpaket:

w—iz i =
zb(k)(x) = ;6—(4&5; “n*P

V21 Az?
Analog findet man die Zustéinde minimaler Unschérfe fiir andere Paare nicht-kommutierender
Operatoren und in anderen Darstellungen.
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Aufgabe: Man untersuche kritisch die Anforderungen, die an einen Zustand |¢) zu stellen
sind, damit die obige Herleitung der Heisenberg-Unschérfe-Relation korrekt ist.

Aufgabe: Man untersuche die Heisenberg-Unschérferelataion (3.36) fiir den Fall, dass [¢) ein
Eigenzustand von A, nicht aber von B ist. Hinweis: man wiederhole und priife jeden Schritt
der Herleitung.

3.7.3 Diskussion zur Messung in der Quantenmechanik. Kollaps der
Wellenfunktion und nichtinvasive Messung

Abschliefend noch eine Bemerkung zum Messprozess in der Quantenmechanik. Messbarkeit,
Unschérfe und Zufalligkeit der Einzelmessung hatten bei unseren bisherigen Betrachtungen ei-
ne zentrale Rolle gespielt. Die Idee, dass bei jeder Messung immer nur ein einziger Figenwert
einer vollstindigen Observable realisiert wird (“Kollaps der Wellenfunktion”) haben wir da-
bei implizit angenommen. Dies bedeutet allerdings nicht — wie hiufig behauptet — dass die
Messprozedur das Messobjekt zwingend stark beeinflusst. Es sind auch andere Messprotokolle
moglich, bei denen die Messung nichtinvasiv ist. Wir werden uns dieser Thematik noch einmal
gesondert in Kapitel 9.1 widmen.
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Kapitel 4

Quantenmechanische Dynamik

4.1 Dynamik der Zustinde. Zeit-Entwicklungsoperator

Nachdem wir zuvor die Eigenschaften stationdrer Losungen formal untersucht haben, beschéfti-
gen wir uns nun mit zeitabhéngigen Losungen. Grundsétzlich gibt es zwei Arten der Zu-
standsénderung. Zum einen haben wir gesehen, dass in Folge einer Messung ein Figenwert
fixiert werden kann (invasive Messung). Hier liegt eine “sprunghafte” und stochastische Zu-
standsédnderung vor, s. Abschnitt 9.1. Zum anderen kann es — wie auch in der klassischen
Mechanik — zu einer, von einer externen Kraftwirkung hervorgerufenen, internen Dynamik kom-
men. Hier liegt eine kontinuierliche Zeitentwicklung vor, die vergleichbar mit der klassischen
Trajektorie ist.

Wir konnen das Problem dieser quantenmechanischen Dynamik folgendermafien beschreiben.
Wir kennen zum Zeitpunkt ¢t = to den Zustand (x|yto) = ¥(x,ty) = 1. Wie kommen wir jetzt
zu einem Zustand zur Zeit t > o, den wir mit (x[iyt) = ¥(z,t) bezeichnen. Die Dynamik des
Zustandes wird also durch den Ubergang

[¥to) — |t)

beschrieben. Die zu l6sende Grundgleichung ist wieder die zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung,
jetzt allerdings abstrakt fiir Hilbertraum-Zusténde formuliert:

o .
h— =H 4.1
iho lt) = T 1t) (11)
mit der Anfangsbedingung
|Phto) = [tho) - (4.2)

Wir machen einen Losungsansatz durch einen Operator U (ttg), der das Quantensystem vom
Anfangszustand in den Zustand zur Zeit ¢ transformieren soll, das heif3t

A~

[yt) = U(tto) |ibto) (4.3)
mit
Ultoty) = 1. (4.4)

Diese Bedingung gilt fiir den Fall beliebiger identischer Argumente. Setzen wir dies in (4.1) ein:

ih%ff (tto) [vto) = HU (tto) [¢to)

131
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Wir erhalten hieraus also eine Gleichung fiir den Operator U, der Zeitentwicklungsoperator
genannt wird, und der im allgemeinen von zwei Zeitargumenten abhéngt (wir verzichten in
dem meisten Féllen auf ein Komma, so lange die Notation klar ist).

ih%ﬁ(z&to) = HU (tty) (4.5)
mit

Ultot) = 1

Verstehen wir die funktionalen Zusammenhénge der Operatoren—wie zuvor besprochen—durch
die Wirkung ihrer Taylorentwicklung, so kénnen wir die Differentialgleichung fiir die Operator-
funktion U 16sen und erhalten:

U(tty) = e wflli=to)

Hierbei sind wir jedoch davon ausgegangen, dass der Hamilton-Operator zeitlich konstant bleibt.
Wir verallgemeinern dies nun auf H = H(t). Hierzu formen wir (4.5) wie folgt um:

in2U ) _ gy
Ultto)

ik / aAU_ttO dt = / H(t)dt
U (tt

to

immﬁm@—mﬁ%m}:/ﬁmﬁ
N——

Als Ergebnis erhalten wir!

Ultty) =e o . (4.6)

Aus unserer Herleitung kann man noch eine andere niitzliche Formulierung ersehen:

U(tty) = / H(t)U (t'to)d (4.7)

Schauen wir uns nun den Spezialfall einer kurzen Zeitdifferenz € an. Es sei nun fiir ein kleines €
mit ¢ = tg + € der Hamilton-Operator ndherungsweise konstant. Dann kénnen wir ihn aus dem
Integral herausziehen und erhalten:

Ulty+¢) = 1 — ~H(to)e (4.8)

Der Operator H ist also der erzeugende Operator der infinitesimalen zeitlichen Verschiebung.

1Streng genommen, muss vor der Exponente noch ein Zeitordungsoperator T platziert werden, da es auch
Félle gibt, bei denen der Hamiltonoperator zu einer Zeit nicht mit dem Hamiltonoperator zu einer anderen Zeit
kommutiert. In dem Fall muss in der Reihenentwicklung der Exponente die Anordnung der Hamiltonoperatoren
klar definiert werden, was durch den Operator T sichergestellt wird.
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Eigenschaften von U:

1. Der Operator U ist linear. Sei [¢t) mit 1)) = |¢1) + [t). Dann gilt:

Wty = U(tto) [¢ito) + U (tto) [tato) (4.9)

2. Eine weitere sehr wichtige Eigenschaft ist die Gruppeneigenschaft. Betrachten wir drei
Zeiten ty < t; < ty. Dann folgt sofort:

[ta) = Ultato) [1hto)
= Ultsth) |¢t1>
= U(tatr)U (t2to) |9to)
Hieraus folgt:
U(tato) = U(tat1)U(t1to) (4.10)

3. Der Zeitentwickungsoperator ist unitéir. Es gilt also:
Ut =1.

Wir beweisen dies mit unsere Naherung fiir kleine Zeiten. Es gilt zunéchst:

U+(t0 +€,t0) = 1 + ﬁf{E
Die zweite Formulierung gilt mit H' = H. Betrachten wir nun also das Produkt:

(1 ptre) (1+ pfre)
1+

()

uut

Fir e — 0 wird dies exakt. Wegen der Gruppeneigenschaft kénnen wir auflerdem je-
den Vorgang in eine endliche Zahl kleiner Zeitintervalle unterteilen (dabei kann e end-
lich gewéhlt werden, so lange es klein genug ist, dass die quadratischen Beitrdge ver-
nachléssigbar sind). Damit ist die Aussage bewiesen.

4.2 Dynamik der Operatoren. Schrodinger- und
Heisenberg-Bild

Schrodinger-Bild: In der Interpretation nach Schrodinger, die wir bisher benutzt haben,
sind die Zustdnde zeitabhingig.

[ty = Ultto) [1bto)

die Operatoren, A, sind dagegen zeitunabhingig?.

2abgesehen von einer moglichen expliziten Zeitabhingigkeit, etwa bei einem zeit-verénderlichen elektromag-
netischen Feld.
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Heisenberg-Bild: Im Heisenberg-Bild sind die Zusténde zeitlich konstant und die Operato-
ren dndern sich. Betrachten wir hierzu die Zeitabhéngigkeit des Erwartungswertes eines belie-
bigen Operators:

(A) (t) = (t|Alyt)
= (Yto| ?T(tto)Aﬁ(ttoz [Utg)

AH(t)

Durch eine exakte Umformung haben wir den Erwartungswert so umgeschrieben, dass er mit
den zeitunabhéngigen Anfangszustdnden berechnet wird. Die Zeitabhéngigkeit enthélt dafiir
die Heisenberg-Operatorform des Operators A:

AT () = Ut (tto) A(to) U (tto) - (4.11)

In beiden Bildern sind die Messgrofien invariant, also darstellungsunabhéngig. Daher sind bei-
de Darstellungen dquivalent. In Zukunft werden wir den Index H wieder weglassen, da die
Zeitabhéngigkeit klar macht, um was es sich handelt. Erinnern wir uns an die Spektraldar-
stellung des Operators A:

A=>"a-|a)(a|

Wir betrachten nun den zeitabhéngigen Operator im Heisenbergbild, bei dem die Zeitabhangigkeit
auf zeitabhangige Eigenzustéinde fithren muss:

A(t) =) a-Ultto) |ato) (toa UT(tte) =Y ~a-  |at) (tal

Basis fixiert Basis zeitabhingig

Folgendes Bild macht die zwei verschiedenen aber dquivalenten Sichtweisen deutlich. Im Schro-
dingerbild haben wir zum Beispiel eine fixierte Basis |a;), |az). Im Zeitverlauf &ndert sich der
Zustand (im untenstehenden Bild durch eine Drehung angedeutet). Im Heisenbergbild “drehen”
sich hingegen die Basisvektoren.

lag > |asty >
| Wt >

Wty > >

|(11 > ‘(I.lt[) =

i
1 \alt >

Abbildung 4.1: Veranschaulichung der Aquivalenz des Heisenberg- und des Schrédinger-Bildes.
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4.3 Dynamik der Operatoren. Heisenberg-Gleichung

Nun versuchen wir die Bewegungsgleichung der zeitabhéngigen Operatoren zu finden. Wir be-
nutzen hierbei wieder:

ihU (tty) = HU (o)
RO () = Ut (tt0) H .

Der zeitabhéngige Operator war:

~

A(t) = Ut (tto) A(to) U(tto)
——
Ao
Dies differenzieren wir nun nach ¢:
d dA

i A(l) = ihU Ao + ihUt Ayl +ih1 20

=B

Betrachten wir nun B:

B = —(A]Tfiffioﬁ-i-UTAoI:ff]

= -UHUUTA,U + UTA,UUTHU
= —H(t)-AQt)+ A(t)H(t)

~

= [A(t), H(1)]

Wir erhalten die Heisenberg-Gleichung zu:

ih—A(t) = [A(t), H(t)] + ih=A (4.12)

Die Heisenberg-Gleichung ist dquivalent zur Schrodinger-Gleichung. Wir wollen noch bemerken,
dass die Form des Kommutators unabhéngig von der gewéhlten Darstellung ist. Dies liegt an
der Unitaritédt von U:

B =U'[Ao, HIU = [A(t), H(t)]

4.4 Erhaltungsgréfien

Definition: Eine Observable A ist eine Erhaltungsgrofie, wenn im Heisenberg-Bild

d -
S A=
dt 0

. n . .. . 3 sl 0A
gilt. Aus 4.12 folgt, dass A genau dann eine Erhaltungsgrofe ist, wenn [A, H] = 0 und %7 =0

gilt. Eine Observable A bleibt also erhalten, wenn sie und der Hamilton-Operator gemeinsame
Eigenzusténde haben:

H|Ea) = E |Ea)
A|Ed) = a|Ea) .
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Daraus ist auch klar, dass die Gesamtenergie eine Erhaltungsgrofie ist (wie in der klassischen
Mechanik), wie wir bereits vorher festgestellt hatten.

Abschlieflend soll noch darauf hingewiesen werden, dass neben dem Schrodinger- und Heisen-
berg-Bild noch andere Darstellungen der quantenmechanischen Dynamik existieren. Als Bei-
spiel sei das Wechselwirkungs-(Dirac)-Bild genannt. Dabei wird ein Teil der Dynamik von den
Zustdnden getragen und ein anderer von den Operatoren. Durch eine geschickte Aufteilung
lésst sich die Beschreibung oft deutlich vereinfachen. Das Wechselwirkungsbild spielt eine wich-
tige Rolle im Bereich der Streutheorie und der zeitabhéngigen Stérungstheorie und wird im
Abschnitt 7.4.6 besprochen.



