Kapitel 3

Der mathematische Apparat der
Quantenmechanik

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit der allgemeinen (abstrakten) Theorie quantenme-
chanischer Prozesse, insbesondere mit den Begriffen Zustandsraum und Observable sowie deren
Eigenschaften. Anschlieffend diskutieren wir die Konsequenzen fiir den physikalischen Messpro-
zess, sowie Genauigkeit und Grenzen der Messung.

Quantenmechanische Prozesse koénnnen in sehr unterschiedlicher Weise mathematisch beschrie-
ben werden. Der erste Weg ist — wie wir bereits gesehen hatten — durch die Wellengleichung
fiir ¥(r,t) beschrieben. Dies geht auf Erwin Schrodinger (1926) zuriick. Werner Heisenberg
fand eine andere Beschreibung: die sogenannte Matrizen-Mechanik. Dirac zeigte dann, dass die
beiden Beschreibungen &dquivalent sind. Eine Umformulierung der Schrodingergleichung durch
gekoppelte Gleichungen fiir die (reelle) Amplitude und Phase der Wellenfunktion! geht auf
Erwin Madelung, David Bohm und andere zuriick. Alternativ beschrieb Richard Feynman die
Quantenmechanik durch Pfadintegrale?. Heute wissen wir, dass dies nur Beispiele verschiede-
ner Darstellungen sind, die alle dquivalent sind. Die abstrakte mathematische Formulierung der
Quantenmechanik erfolgte vor allem durch John von Neumann.

3.1 Zustandsvektoren im Hilbertraum

Wir erinnern uns an die bisherige Beschreibung der Quantenmechanik und benutzen hierzu
erneut das Doppelspaltexperiment.

!Diese Formulierung wird auch als Quanten-Hydrodynamik bezeichnet, s. z.B. [Bonitz et al., 2019)
2Wegen Zeitmangels sind diese nicht Gegenstand unserer Vorlesung. Diese Methode verwenden wir z.B. in
der Quantenstatistik, insbesondere bei Quanten-Monte Carlo-Simulationen.
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Abbildung 3.1: Skizze des Doppelspaltversuchs

Bisher hatten wir eine Wahrscheinlichkeitsamplitude v(x) benutzt, um quantenmechanische
Prozesse zu beschreiben. Hieraus konnten wir die Wahrscheinlichkeitsdichte, p(z) = [w(z)]?,
berechnen. Die Wahrscheinlichkeitsamplitude geniigte dem Superpositionsprinzip:

P12(2) = U (x) + a(z) .

Uberlegen wir uns nun, welche Information eigentlich in v (x) steckt: wir wissen, dass das
Teilchen vom Ort 1 zum Ort z gelangt ist.

1. Wir konnen nun Zustande in einer einfachen Notation beschreiben. Hierbei verwnden wir
“bra”- und “ket”- Zusténde®, die den Anfangs- und Endzustéinden entsprechen.

(a) Der Anfangszustand ist, dass das Teilchen am Ort 1 ist. Wir bezeichnen dies mit:
)
Oder, wenn das Teilchen am Anfang im Zustand 2 war:
2)

Wenn wir angeben wollen, dass das Teilchen entweder am Ort 1 oder am Ort 2 war,
schreiben wir:

12)

(b) Analog kénnen wir Endzustdnde beschreiben. Wollen wir etwa sagen, dass sich das
Teilchen im Endzustand bei z befindet so schreiben wir:

(]

2. Die Ubergangswahrscheinlichkeit von einem Zustand zu einem anderen ist nun durch das
Aneinanderfiigen von Symbolen fiir den Anfangs- und Enzustand, aber gleichzeitig auch
durch die Wellenfunktion gegeben. So gilt in unserem Beispiel fiir ¢+ = 1, 2:

Yi(x) = (i)

3Sie wurden von Dirac eingefiihrt.
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Tauscht man Anfangs- und Endzustand, so muss man die Wellenfunktion komplex kon-
jugieren (das wissen wir bereits aus dem Verhalten der Schrodingergleichung bei Zeitum-
kehr):

i (z) = (i)
Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist dann gegeben durch:
pi(x) = [ {xli) I
Nun ist jedoch noch nicht klar, wie das Produkt (z|i) zu verstehen ist. Es handelt sich
hierbei um ein unitédres Produkt von 2 Symbolen aus beiden Klassen. Dies besprechen
wir in Kiirze.

3. Aus dem Superpositionsprinzip
[12) = [1) +2)
folgt fiir alle x:
(2[12) = (z[1) + (z[2)

Die obigen drei Eigenschaften sind die algebraischen Eigenschaften eines unitéren Vektor-
raums*, namlich des Hilbertraums H. Hierbei sind die

o), |Y), ... € H,
und die Endzustinde sind Elemente des “dualen” Raums H:
(o], (@] ,... e H.

Dirac postulierte nun, dass dies Allgemeingiiltigkeit besitzt, d.h. dass die Quantenmechanik
eine Zustandsbeschreibung im Hilbertraum ist.

Erinnerung: Bevor wir zu den Eigenschaften der Zustandsvektoren kommen, wollen wir uns
einmal die Eigenschaften der Elemente des zweidimensionalen euklidischen Vektrorraums R, in
Erinnerung rufen. Seien also a, be Ry und Aq, A2 € R. Sei weiter {é1,é;} eine Basis in Ry mit
||é;|] =1 und é;é; = d;; (Orthonormalitét). Dann gilt:

1. Linearitat:

M@ 4 Ao € Ry,

2. Es existiert ein Skalarprodukt mit:

3. Es gibt eine Koordinatenform:

2
= a161 + CL2b2 = Z CLin’
i=1

4Im allgemeinen hat dieser Raum in der Quantenmechanik die Dimension oo.
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Eigenschaften der Zustandsvektoren

Fiir die Zustandsvektoren stellen wir ganz dhnliche Eigenschaften wie im zuvor besprochenen
Beispiel fest. Das unitdre Produkt nimmt nun den Platz des Skalarproduktes ein.

1. Mit ¢ € C und |[¢) € H und (| € H gilt:

(ol) = (W) =c
2. Mit diesem Skalarprodukt kennen wir auch die Norm eines Zustandsvektors:

9117 = (¥ly) >0,
fiir alle ¢ # 0. Es gilt

Y1 =0 = [¢) =0

3. Wir haben nun zwei Linearitdtsbeziehungen.

(a) Mit |¢1), |12) € H und A2 € C gilt Linearitit beztiglich des rechten Zustandsvek-
tors:

(PlA11 + Aatha) = A1 (p[thr) + Az (p[tha)

(b) Mit [11),[t) € H und A;5 € C gilt eine modifizierte Linearititsrelation beziiglich
des linken Zustandsvektors:

(At + Aatha) = (@l Athr + Aato)”
= AL ()" 4 A5 (oltha)”
= Al <¢1|90> + A <¢2|90>

Da hierbei die Koeffizienten komplex konjugiert werden, spricht man von “Anti-Linearitét”.

4. Sei nun {|p1),|p2),...} eine Basis in H mit |||¢;) || = 1 und (p;|@;) = 0. Fiir jedes
|) € H konnen wir dann

oo ¢1
W) = Z@bi i) = | ¥
n=1

schreiben. Ebenso fiir jedes (1| € H:

W =07 (il
n=1

Mit dieser Koordinatendarstellung der Zustandsvektoren aus dem Hilbertraum und dem
dualen Raum kénnen wir das unitidre Produkt in folgender Weise darstellen:

©1
Wle) = (¥ ... ¥y)
©N
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Ebenso konnen wir das unitédre Produkt des Riickprozesses ausdriicken durch:
U
(pl) = (¢1 - oi) |
YN
Vergleichen wir diese beiden Gleichungen so kénnen wir den Ubergang zwischen H und

# ablesen. Und zwar geht der rechte in den linken Zustandsvektor durch kompleze Kon-
gugation aller Eintrdge und Transposition iiber. Wir schreiben dies

(W] = (lv)) (3.1)

und nennen (| hermitesch adjungiert zu |1). In unserem Beispiel haben wir abzéahlbare
N-dimensionale Zustandsvektoren besprochen (N kann dabei Unendlich sein). Dies wéren
zum Beispiel die Energien der gebundenen Zusténde im Potentialtopf. Wir wissen bereits,
dass auch kontinuierliche Zustéinde moglich sind. Zum einen gilt dann N — oo. Zum
anderen sind die Zustéinde dann nicht mehr abzédhlbar.

5. Bisher haben wir noch nicht erwihnt, dass die Basis {|¢1),[p2),...} vollstéindig sein
muss, d.h. die Basis muss die Dimension von ‘H bzw. H haben. Dabei kann entweder eine
kontinuierliche oder abzihlbare diskrete Basis vorliegen®.

Die Normierungsbedingung der Wahrscheinlichkeitsdichte lédsst sich nun, aufgrund der Ortho-
gonalitdt und Normierung der Basis, im diskreten Fall fiir die “Koordinaten” des Zustandes
|1} schreiben als:

N N
=1 =1

733}
1

wéhrend im kontinuierlichen (wir ersetzen den Index durch ein kontinuierliches Argument

“x” und die Summe durch das Integral) Fall gilt:

1= [ @l

Wir reproduzieren damit unsere bisherigen Normierungsbedingungen. Dabei wird deutlich, dass
es sich um einen Spezialfall der Koordinatendarstellung der Zustandsvektoren handelt.

3.2 Observable und Operatoren im Hilbertraum

In der klassischen Mechanik erfordert die Zustandsbeschreibung eines Teilchens die genaue
Kenntnis des Ortes r und des Impulses p. Kennt man diese Grofen, so lésst sich eine beliebige
physikalische Grofle A als Funktion des Ortes und des Impulses ausdriicken,

A— Ar,p).

Ein Beispiel ist die Hamiltonfunktion H(r,p) = p*>/2m + V(r). Wir wenden nun wieder das
Korrespondenzprinzip an, welches besagt, dass sich die zentralen funktionalen Zusammenhénge
zwischen GroBen der klassischen Physik in der Quantenphysik nicht #ndern®. Das bedeutet, dass

°Im allgemeinen kann eine Basis auch eine Mischung aus diskreten und kontinuierlichen Zustinden enthalten,
wie z.B. Bindungs- bzw. Streuzustédnde beim Wasserstoffatom.

6Dies ist natiirlich eine Hypothese. Ein Argument dafiir ist, dass die klassische Physik als Grenzfall der
Quantenphysik folgt.
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die Funktion A(r, p) unverdndert bleibt und nur operatorwertig wird und auch die Argumente
durch die entsprechenden Operatoren zu ersetzen sind:

A(r,p) — A(#, ). (3.2)

Dariiber hinaus ist zu fordern, dass dieser Operator A auf beliebig Zustéinde [¢)) € H wirkt.
Wir fordern dariiber hinaus, dass die Wirkung des Operators nicht aus dem Hilbertraum heraus
fiihrt,

Alpy =) e, Vj)eH. (3.3)

Diese Forderungen schréanken die Auswahl der fiir uns interessanten Operatoren ein. Es folgen
die nun aufgelisteten Eigenschaften, der fiir die Quantenmechanik relevanten Operatoren:

1. Zunéachst gilt die Linearitat. Es gilt also:
A(Jen) + [2)) = Alvn) + A ltha)
—_—— —— =

lo1+p2) le1) lp2)

2. Die Zustandsvektoren im Hilbertraum und die Zustandsvektoren des dyalen Raums sind
gleichberechtigt. Wegen der Linearitéit in H, folgt fiir die Wirkung in H:

(1] + (a)) A = (] A+ (o] A
(01 +w2)[ = (P + (2]
Hierbei sind natiirlich alle (¢;| Elemente des dualen Raums.

3. Wir untersuchen nun den Zusammenhang der Wirkung der Operatoren in A und in .
Nehmen wir also ein |¢) € H. Dann gilt:

Alp) =lp) e H
Wir kennen auch den Zusammenhang mit dem dualen Vektor:

Wl =lv)] eH,

woraus wir nun die Wirkung auf (¢| finden:

(ol = llo)]" = [A )]
= [[9)]T A" = (p| AT = AT (y)] e H. (3.4)

Hierbei ist At der zu A hermitesch adjungierte Operator. Ein wichtiger noch zu bespre-
chender Fall ist der eines hermiteschen Operators mit A = Af.

4. Eine weitere wichtige Forderung ist, dass die Resultate von Messungen in der Regel reelle
GroBen sind (mit Ausnahmen, die vom Experiment abhéngen). Anders formuliert, erwar-
ten wir, dass Operatoren physikalischer Observabler einen reellen Erwartungswert (das
Resultat einer Messreihe in einem Zustand |1)) besitzen:

wobei der Zustand |1)) beliebig ist. Wenn wir diesen Erwartungswert nun definieren” als

(A), = (WIAl) (3.5)

"Eine Ableitung dieses Ausdrucks geben wir etwas spéter.
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so fordern wir also:

WIA[p) = (Wlp) = (WIAR) = (ply)
= (Y|AT|y) .

Hieraus konnen wir folgende Bedingung fiir reelle Erwartungswerte ablesen:
At=A. (3.6)

Zusétzlich hierzu miissen die Operatoren A und AT den selben Definitionsbereich haben.
Man sagt dann, A ist selbstadjungiert. Auch nicht selbstadjungierte Operatoren treten in
der Quantenmechanik auf-wie zum Beispiel die Leiteroperatoren @ und af. Diese haben
jedoch keinen Zusammenhang mit direkt messbaren Gréfien. Zusammenfassend kommen
wir zur der Aussage:

Die Quantenmechanik ist die Theorie der selbstadjungierten
linearen Operatoren im Hilbertraum.

5. Kommen wir nun zur Koordinatendarstellung der Operatoren und besprechen die so-
genannten Matrixelemente der Operatoren. Analog zur Koordinatendarstellung der Zu-
standsvektoren, bei der der abstrakte Zustand durch eine Gesamtheit von C-Zahlen dar-
gestellt wird, existiert eine Koordinatendarstellung der Operatoren durch C-Zahlen. Es
ist leicht einzusehen, dass diese die Form einer Matrix haben muss. Sei also {|¢;)} eine
vollstédndige orthonormierte Basis in H. Die Komponenten von A in dieser Basis (ihre
Gesamtheit) bestimmen den Operator A dann eindeutig. Ein Matrixelement definieren

wir als:

Ay = (il AJgy) e C. (3.7)
Damit gilt:

A A

Ay Ap .| = A (3.8)

Die Elemente mit ¢ = j sind also die Erwartungswerte im Zustand [¢;). Die Elemente
A;; mit i # j stellen dagegen die Ubergangswahrscheinlichkeit von [¢;) zu |¢;) unter
der Wirkung von A dar. Die Matrix umfasst also alle Ubergangsprozesse zwischen den
Zustianden der Basis und damit alle moglichen Anfangs- und Endzusténde.

6. Die Koordinatendarstellung des hermitesch adjungierten Operators ergibt sich — analog
zu den Zustandsvektoren — durch hermitesche Adjungation der Matrix (3.8) — also durch
komplexe Konjugation und Transposition

Ar AL L )
Ay A% .| = AT (3.9)
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Beispiel Ortsdarstellung: Als ein Beispiel besprechen wir die Ortsdarstellung und wéhlen
daher als Basis die Eigenzustédnde des Operators Z. Diese Eigenzustande {|z)} sind im Allge-
meinen kontinuierlich®. Wir bilden nun das unitéire Produkt mit einem Orts-Eigenzustand,

) = (al) = ¥(x) € C
W] = Wlz) = ¢ (x).

Die Koordinatendarstellung des Zustandes |1) ist also gerade die uns schon vertraute Wel-
lenfunktion. Nun finden wir die Matrixdarstellung bzw. die Matrixelemente eines beliebigen
Operators A sowie von Af.

Es seien |t;) und [¢)5) zwei beliebige Basiszustéinde sowie A |1b;) = |¢;). In der Ortsdarstellung
werden aus den Zustéinden Funktionen, d.h. die Wirkung des Operators wird zu Aw;(z) = ¢;(x).
Dann gilt fiir die Wirkung im dualen Raum (i;] AT = (p;| und — in der Ortsdarstellung:
@ (x) = [Ah(2)]*, und wir kénnen die Matrixdarstellung der beiden Operatoren in die Koor-
dinatendarstellung iiberfiithren (eine allgemeine Herleitung folgt spéter):

ilAls) = [ 01 Aus(o)ds (3.10)

ilAtTs) = [ (@) vala)da @.1)

Fiir einen hermiteschen Operator miissen damit diese Ausdriicke iibereinstimmen. Somit folgt:

Das Kriterium fiir selbstadjungierte Operatoren ist in Matrixdarstellung;:

(3.10) = (3.11) V [4hy) , [io) <= A = AT (3.12)

Priifen wir nun-als Beispiel-, ob der Orts- und der Impulsoperator in der Ortsdarstellung
selbstadjungiert sind.

e Fiir den Ortsoperator sehen wir leicht:

/@bf Ty dr = /(xwl)*wz dx .
Der Ortsoperator ist also selbstadjungiert.

e Priifen wir dies nun fiir den Impulsoperator. Hierfiir werden wir einmal partiell integrieren.
Der Mischterm der partiellen Integration féllt dann wegen der Normierung im Unendlichen
weg:

h o
(WbrlPliba) — / LA
ho .
—/<_;%¢1> Yy dx
ho \* )
:/(Za_xwl) %dx:/(ﬁz%) ~podx

Da dies fiir beliebige Funktionen v, und 1 gilt (beliebige Zustandsvektoren), folgt daraus
pl = p,. Analog funktioniert dies fiir den Vektoroperator p-

T

8Tm Detail betrachten wir diesen Fall etwas spéter.
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Wir werden hier einige wichtige Definitionen, Sétze und Eigenschaften besprechen. Im wesent-
lichen ist dies eine Fortsetzung der Einfithrung vom vorigen Abschnitt. Zunéchst definieren wir

einige wichtige Operatoren.

1. Inverser Operator A~!:

AA =1
2. Adjungierter Operator At:
Aly) =¢) e H
(W AT = (¢ € H
3. Selbstadjungierter Operator A:
At = A
4. Unitédrer Operator A:
Adi=i
At = A1

5. Projektionsoperator auf einen Zustand |a), P,:

Dieser Operator ist wie folgt zu verstehen:

P |t) = |a) {alt))

(3.13)

Wir verlangen noch (a|a) = 1. Der Projektionsoperator hat folgende Eigenschaften:

(a) Fir alle |[¢) € H gilt
P,[Y) e L, CH

(b) AuBerdem gilt noch eine Eigenschaft, die man Idempotenz nennt:

~ A

P2=P,

a

Dies konnen wir leicht zeigen:

P2 = (Ja) {al)(

=1

a) {al) = P,

(c¢) AuBerdem ist der Projektionsoperator selbstadjungiert:

5 p,
Die ldsst sich ebenfalls leicht zeigen:

4= (la) (a) = {al" - Ja)]

A

|a) (al
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Wichtige Eigenschaften von Operatoren im Hilbertraum

Satz 1: Fiir alle |¢)) € H und fiir alle Operatoren A gilt
(WlA) = (|AT|y)

Beweis: Sei zunéchst Alp) = |¢) und (| AT = (¢|. Dann gilt (p|AlY)) = (P|e) und (p|yp) =
(1| AT]p). Benutzt man nun noch (p|y) = (1|p)", so hat man alles gezeigt.

Satz 2: Ein unitédrer Operator liasst das unitdre Produkt invariant.

Beweis: Sei |[®) = A|t) und (| = (¢| AT, Dann gilt fiir das unitéire Produkt:

(@]@) = (Y| ATA|0)

=1

Die folgenden Sétze gelten fiir hermitesche Operatoren.

Satz 3: Hermitesche Operatoren besitzen einen reellen Erwartungswert. Es gilt also fiir alle

V) € H:
(A, = ((Ay,)
Beweis: Hier kénnen wir Satz 1 wie folgt benutzen:

*

(A), = (W|Alp) = W|AT|p)" = (W] AJy)”

Satz 4: Ein hermitescher Operator A mit A = A" besitzt nur reelle Eigenwerte.

Beweis: Fiir alle Eigenvektoren |a) mit A |a) = a |a), folgt (a|A|a) = a (ala), und aus (a| At =
(a| a*, folgt (a|At|a) = a* (a|a). Hier ist zu bemerken, dass Messresultate i.d.R. reell sein sollten.
Hermitesche Operatoren bilden also eine addquate Repréisentation physikalischer Observabler.
Hierbei liefert die Messung den Eigenwert.

Satz 5: Sei A ein Operator mit A = A'. Dann sind die Eigenvektoren |a) und |a’) zu ver-
schiedenen Eigenwerten a und a' orthogonal, d.h.

(ala’) = dqu
Beweis: Zunéchst gilt:

(d/|Aa) = a (d|a)
(d/|AV]a) = d’ (d/|a)

Betrachte nun die Differenz. Aufgrund der vorigen Ergebnisse gilt dann:
('|Ala) = (d| AT |a) = 0 = (a — a) (a'|a) .

Hieraus folgt aber fiir a # o’ sofort (a'|a) = 0.
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Bemerkungen: Zu Satz 5 sind noch einige Bemerkungen zu machen. Es gibt auch den Fall
“entarteter” Zusténde, bei dem die s Eigenvektoren

(an) oy lag)
zum selben Eigenwert a,, korrespondieren. Es gilt dann
Ala)) = ay |a})
fiir j = 1, ..., s. Man spricht von s-facher Entartung. Die {|a? )} bilden dann einen s-dimensionalen
Unterraum H,, C H. Das Problem ist nun, dass zwar die Eigenvektoren zu verschiedenen Ei-
genwerten orthogonal sind, aber die {|a/)} im allgemeinen nicht untereinander orthogonal sind.
Die Losung ergibt sich durch die Konstruktion eines neuen orthogonalen Satzes von Eigenvek-

toren {|b2)}. Die neuen Eigenvektoren ergeben sich iiber eine unitére Transformation U aus
den alten Eigenvektoren. Fiir alle j gilt:

7)) = U |al) Zc” lal)

Die gewiinschte Eigenschaft (b%|b7) = 6;; legt die Transformation U fest. Ein Beispiel ist das
Orthogonalisierungsverfahren von Gram-Schmidt. Anwendung findet dies z.B. bei den ent-
arteten Energie-Niveaus im Wasserstoff-Atom, s. Abschnitt 5.4, oder auch im Rahmen der
Storungstheorie fiir entartete Niveaus, s. Abschnitt 7.3.

3.4 Quantenmechanische Zustandsmessung und
vollstindige Observable

Wir stellen uns nun die Frage, welche Groflen (Observable) zu messen sind, um einen quanten-
mechanischen Zustand eindeutig zu bestimmen. In der klassischen Mechanik wird der Zustand
von N Teilchen bestimmt durch die Gesamtheit der Koordinaten und Impulse, {q P g P N}.
Alle weiteren Grofien wie etwa Energie oder Drehimpuls sind nun Funktionen von ¢ und p. Thre
Messung liefert keine neuen Informationen. In der Quantenmechanik wird eine Observable A be-
schrieben durch einen Operator /1, und der Zustand ist bestimmt durch seine Zustandsvektoren
) € H. Die Messung von A im stationdren Fall ist dann bestimmt durch das Eigenwertproblem
von A,

Ala;) = a;las)
wobei ¢ = 1,..., N diskret oder kontinuierlich sein kann. Die Eigenwerte a; sind die moglichen

Messwerte von A, und die Eigenvektoren |a;) die zugehorigen Zustédnde des Systems nach der
Messung.

Definition: Eine Observable A ist vollstandig oder maximal, wenn der quantenmechanische
Zustand des Systems eindeutig durch die Messung von A bestimmt ist.

Das heifit also, es existiert keine weitere Observable B deren gleichzeitige Messung mit A
zusétzliche Informationen liefert. Die mathematische Bedeutung ist hier, dass die Eigenvektoren
von A, {|a;)}, die den Operator vollstéindig bestimmen?, eine Basis in # bilden. Jeder Zustand
|¢)) € H ist dann darstellbar als Linearkombination der |a;). Fiir hermitesche Operatoren einer
vollsténdigen Observable ldsst sich ein vollstdndiges Orthonormalsystem (VONS) konstruieren,

(ailaj) = di -

Eine Normierung auf 1 ist immer moglich durch eine entsprechende Skalierung der Zusténde.

9 Aufgabe: man begriinde diese Aussage.
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Beispiel: Wir betrachten ein quantenmechanisches 1-Teilchen System. Die Ortsmessung durch
den Operator ¢ = {q., Gy, -} ist vollstéindig, was wir war nach den Ergebnissen fiir ein Kasten-
potential oder den Oszillator erwarten. Die Messung liefert die Vektoren q,

Die Impuls-Messung liefert dann keine zusétzlichen Informationen.

Praktisches Vorgehen: Sei nun [¢) ein beliebiger Zustand des Systems und A eine vollstéin-
dige Observable. Die Messung von A im Zustand |¢) liefert einen moglichen Messwert, also a4
oder as oder einen anderen. Dann bilden die zugehorigen Eigenzusténde, {|a;)}, eine Basis in
H, die wir als Orthonormalbasis wéhlen. Die Entwicklung von [¢) nach diesen Basisvektoren

ist dann:
) = Zci |as) -

Nun ist die Frage, wie man die Koeffizienten ¢; bestimmt. Dazu bilden wir das unitéire Produkt
mit einem bestimmten Eigenzustand (a;| € H:

(ajlv) = ;Ci (ajla;) = c;,
055

wodurch wir die Linearkombination von |¢)) umschreiben kénnen als
W) =D lag) (ail) = > Pifes) - (3.14)

wobei wir die Definition (3.13) des Projektionsoperators auf den Zustand |a;) verwendet haben.
Die erste Gleichung (3.14) fithrt uns auf eine auferordentlich niitzliche Darstellung des 1-
Operators:

1= ") (ail (3.15)
Dies ist also gleichzeitig eine kompakte Bedingung fiir die Vollstdndigkeit einer Basis.

Zusammenfassung: Der Zustand eine quantenmechanischen Systems ist bestimmt durch
eine vollstéandige Observable A. Die moglichen Messwerte a; sind die Eigenwerte von A (man
spricht auch vom Spektrum von A). Die méglichen Zustéinde |a;) sind die Eigenvektoren von
A. Die Bedingung fiir ein VONS ist:

<ai\aj> = 52']‘ (316)

> lai) {ai = 1 (3.17)
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Einen beliebigen Zustand erhalten wir durch Superposition der Basis-Zusténde. Hierbei sind die
Entwicklungskoeffizienten ¢; = (a;|¢)) komplexe Zahlen. Sie bestimmen die Wahrscheinlichkeit,
im Zustand [¢) den Eigenwert a; zu messen:

Piyysiay = lail* = [{aily) [ (3.18)

Wir fragen nun, wie diese Wahrscheinlichkeit experimentell bestimmt werden kann.



