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Kapitel 1

Einleitung

1.1

Quantenmechanik in der modernen Physik

Gegenstand der Quantenmechanik sind in erster Linie Objekte und Prozesse des Mikrokosmos,
insbesondere Atome, chemische Verbindungen, Elementarteilchen usf.

Quantenmechanische Systeme sind qualitativ verschieden von den makroskopischen Sy-
stem des Alltags wie zum Beispiel Korper, die in der klassischen Mechanik beschrieben
werden. Allerdings ist diese Grenze flieSend.

Das theoretische Modell und die Methoden der klassischen Mechanik und der klassischen
Elektrodynamik versagen bei der Beschreibung des Mikrokosmos. Dies zeigt sich insbe-
sondere bei der Beschreibung der Atome, aber auch beim Phidnomen der Beugung von
Elektronen oder der Wechselwirkung von Licht mit Materie.

In der Gesellschaft gibt es massive Verstdndnisprobleme und eine Mystifizierung der
Quantenphdnomene. Dies betrifft vor allem den Dualismus von Welle und Teilchen, die
Heisenberg-Unschérfe, die spekulative Ausdehnung der Quantenmechanik auf die Makro-
welt oder auf spirituelle Phénomene (Teleportation etc.).

In der modernen Physik bildet die Quantenmechanik eine entscheidende Grundlage. Sie stellt
heute eine fundamental hervorragend begriindete, strenge Theorie dar, analog zur klassischen
Mechanik oder der Elektrodynamik. Die Quantenmechanik enthélt dariiber hinaus die klassische
Mechanik als Grenzfall. Es gibt also einen klar definierten Ubergang zwischen beiden Gebieten,
und alle Objekte der Natur besitzen Quanteneigenschaften, die ggf. nur schwach ausgepragt

sind.

Hier stellt sich nun die Frage, was wir als Quanteneigenschaften bezeichnen. Die folgende
Auflistung gibt ein paar qualitative Beispiele (strenge Definitionen folgen spéter):

Es existieren keine Punktteilchen, alles hat eine endliche rdumliche Ausdehnung,
Teilchen haben Wellencharakter.

Tunnelprozesse (Durchdringung/Umgehung von Hindernissen),

Energie-Quantisierung,

Spin (es existiert kein klassisches Analogon) und weitere dhnliche Eigenschaften in der

Elementarteilchenphysik (Isospin etc.)

Quantenmechanischer Austausch [Kapitel IX]. Man betrachte als Beispiel den Streupro-
zess zweier Teilchen, die iiber das Potential V' (r) miteinander wechselwirken, s. Abb. 1.1.
Die Teilchen (Ladung e; und ey) seien zu Beginn in den Zustdnden mit dem Impuls p,

9



10 KAPITEL 1. EINLEITUNG

bzw. py und nach der Streuung in den Zustdnden mit dem Impuls p} bzw. p). Dabei ist
es nicht moglich zu bestimmen, welcher Endzustand zu welchem Teilchen gehort (beide
Prozesse treten auf). Die Teilchen sind ununterscheidbar, d.h. sie verlieren ihre ,Iden-
titat«!.

e Existenz von Antiteilchen (Antimaterie) [Kapitel VIII],

e statistische (Wahrscheinlichkeits-) Interpretation des Aufenthaltsortes eines Teilchens.

Abbildung 1.1: Wechselwirkung zweier Teilchen mit den Ladungen e; und e, iiber ein Potential
V(7). Selbst bei fixierten Ausgangsimpulsen p; bzw. py und Streuwinkel 6 zwischen p} und p;
kann sich im Endzustand p) sowohl Teilchen 1 als auch Teilchen 2 (Austauschprozess) befinden.

Nun stellt sich die Frage, unter welchen Bedingungen Quanteneigenschaften relevant sind. Dafiir
gibt es drei wesentliche Félle. Ein einzelnes freies Teilchen vor einem Hindernis, ein Teilchen
im Feld eines zweiten, sowie der Fall mehrerer identischer Teilchen.

1. Betrachtet man ein einzelnes Teilchen, welches sich einem Doppelspalt mit der Spaltbrei-
te d nahert, so sind Quanteneigenschaften zur Beschreibung genau dann wichtig, wenn
die “Wellenlidnge” A, (oder allgemeiner: die rdumliche Ausdehnung) des Teilchens in der
Groflenordnung der Spaltbreite ist (dies ist analog zu elektromagnetischer Strahlung).

A > d

yd

Abbildung 1.2: Langenskalen fiir ein Teilchen am Doppelspalt

2. Betrachten wir nun 2 Teilchen, die iiber ein attraktives Potential mit einander wechselwir-
ken (Beispiel Proton, p, und Elektrons, €) und einen kleinen Abstand |r, .| = r besitzen
(das Proton befinde sich im Ursprung). Das Wechselwirkungspotential der beiden Teilchen
ist gegeben durch das Coulomb-Potential:

1 e?
Vp,e(r) = -2

4meg T

LAuch in klassischen Vielteilchensystemen kénnen wir identische Teilchen betrachten. Dennoch wére ihre
Identitéit in Endzustand festgelegt durch den Streuwinkel (Winkel 6 zwischen p] und p;). Im Quantenfall gibt
es auch bei fixiertem 6 zwei Streuresultate.
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Abbildung 1.3: klassisches Coulomb-Potential eines Protons (im Ursprung)

Dieses Potential ist divergent fiir |r| — 0, d.h., wenn das Elektron sich dem Proton néihert,
wiirde seine potentielle Energie gegen —oo gehen. Da ein physikalisches System, das sich
selbst iiberlassen wird, immer dem Zustand minimaler Energie zustrebt, wére dies nicht
aufzuhalten. Dies entspricht einem Kollaps des Systems, der aber in der Natur nicht
beobachtet wird. Wie wir in Kiirze sehen werden, behebt die Quantenmechanik diesen
Defekt dadurch, dass das Elektron eine endliche rdaumliche Ausdehnung erhélt, wodurch
keine Divergenz mehr auftritt. Hierdurch erhélt das Potential bei r = 0 einen festen Wert
Vo. Der Abstand, ab dem dies relevant wird, ist etwa der Bohr’sche Radius ap.

ap 2 |r|

Die Quantemechanik liefert mit der Wellenfunktion ¢(r) eine ortsabhéngige (abstands-
abhéngige) Ladungsdichte py fiir das Elektron.

po(r) = eq - [ (r)|*

Abbildung 1.4: Raumliche Verteilung des Elektrons (schematisch) und seiner Ladung (Wahr-
scheinlichkeitsdichte) in der Umgebung des Atomkerns. Die Wechselwirkungsenergie der zu-
gehorigen Ladungsdichte mit dem Kern ist endlich, was den Kollaps verhindert. Man beachte,
dass die radiale Wahrscheinlichkeitsdichte in 3 Dimensionen noch mit 7? zu multiplizieren ist
(sie besitzt daher ein Maximum bei r = ap), s. Kapitel 5.

3. Betrachten wir nun N Teilchen. Solange der mittlere Abstand d zwischen den Teilchen
grofl genug gegen die endliche Ausdehnung A\ der Teilchen ist, ist das System klassisch
beschreibbar. Die endliche Ausdehnung kommt dann {iberhaupt nicht zur Geltung.
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AN

d

Abbildung 1.5: Raumliche Verteilung p(r) zweier Quantenteilchen bei groem Abstand (sche-
matisch).

Ist die Ausdehnung der Teilchen jedoch in der Grolenordnung des Abstandes, werden Quan-
teneffekte wichig und man muss quantenmechanisch rechnen.

A< d

G

Abbildung 1.6: Raumliche Verteilung p(r) zweier Quantenteilchen bei einem Abstand d, der
kleiner ist als ihre Ausdehnung A (schematisch).

Wir finden nun die Grenze zwischen beiden Féllen. Betrachten wir dazu die Anzahldichte n,
wobei wir das Volumen, das ein Teilchen im Mittel einnimmt, wiirfelférmig (Kantenlédnge d)
abschétzen (wir bezeichnen das Volumen pro Teilchen mit 4),

N 1 1
VR

Stellt man obige Gleichung um, so erhélt man den sogenannten quantenmechanischen Entar-

tungsparameter:
A 3

In einem Gas geringer Dichte ist d grof3 und y klein. Betrachtet man z.B. die Elektronen in einem
Metall, so ist der mittlere Abstand d typischerweise von der Ordnung der Gitterkonstanten,
die Ausdehnung der Elektronen aber deutlich gréfler, also x > 1. Betrachten wir schliellich
Elektronen im Zentrum von Zwergsternen, so ist dort die Dichte von der Groflenordnung

n o< (10%...10%)em =,

also mehr als sieben Groflenordnungen hoher als im Metall. Hier ist somit x > 1. Bei diesen
Dichten liegt die Materie in der Regel vollstédndig ionisiert vor, also in Form von Elektronen und
Kernen (typischer Weise Kohlenstoff und Sauerstoff). Obwohl bei diesen Dichten der Abstand
zwischen Elektronen und Kernen extrem klein ist und entsprechend die potentielle Energie sehr
stark negativ (s. oben), tritt kein Kollaps auf. Die Ursache ist, dass die kinetische Energie
der Elektronen bei der Kompression noch schneller wichst als der Betrag der potentiellen
Energie, |V| ~ n'/?. Da Elektronen Fermi-Teilchen sind, die dem Pauliprinzip unterliegen, ist
ihre kinetische Energie gegeben durch die Fermi-Energie (bei T' = 0)?,

2
Er xns.

2Details dazu werden in der Vorlesung Theorie IV Thermodynamik und Statistische Physik diskutiert.



