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6.3.5 Naherungen fiir die Fermi-Integrale

Fiir die Berechnung thermodynamischer Groflen sind die Fermi-Integrale von zentraler Be-
deutung. Auch wenn sie numerisch sehr einfach berechenbar sind, erweisen sich analytische
Néherungen mitunter als niitzlich. Davon gibt es eine Vielzahl. Hier geben wir eine Variante
an, die auf R. Zimmermann zuriick geht und in Ref. [Kremp et al., 2005] reproduziert wurde.
Mit dem modifizierten Entartungsparameter y = x/(2s + 1) findet man fiir das chemische
Potential folgende Naherung

Iny + 0.3536x — 0.00495x2 + 0.000125x° , X

<
Bu(n,T) =
1.209%%/% — 0.6803¢ % — 0.85y2, X >

6.3.6 Relativistische Fermionen. Fermienergie

Hier wollen wir die wichtigsten Trends kennenlernen, die sich aus relativistischen Geschwin-
digkeiten ergeben. Dabei werden wir annehmen, dass die Fermionen stark entartet sind, also
O < 1, so dass eine Grundzustandsberschreibung ausreicht. Mit der relativistischen Energie-
Dispersion

e = p*c? + mact, (6.33)
folgt fiir die Gesamtteilchenzahl im System, analog zum Vorgehen in Abschn. 6.3.3,
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und damit
E% = pfmc2 + mgc4 =
, 3h3c3]
= An?® + mlc*, A= [47?96 } : (6.34)

Wir betrachten noch zwei Grenzfille, die sich durch den Werte des Parameters
An2/3
= met
unterscheiden.

I. Schwach relativistischer Fall, 6 < 1. Es folgt aus Glg. (6.34)
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wobei der erste Term auf der rechten Seite genau der nichtrelativistische Grenzfall ist und
der zweite die erste relativistische Korrektur.

II. stark-relativistischer Fall, § > 1. Hier folgt analog

1/2
Ep :A1/2n1/3{1+%z} A1/2n1/3{1+ % —1—} =
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Der erste Term ist der ultrarelativistische Grenzfall und der zweite die erste Korektur.
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Relativstische Zustandsdichte. Neben der Fermi-Energie ist auch die Zustandsdichte eine
wichtige Grofe, da sie direkt experimentell zugiinglich ist!®. Das ist insbesondere bei wechsel-
wirkenden Systemen wichtig, wo die Dispersion von der idealen abweicht und kein einfacher
Zusammenhang zwischen Energie und Impuls existiert. Als Referenz ist dennoch die Zustands-
dichte auch fiir das ideale relativische Fermigas von Interesse. Aus der Dispersion (6.33) folgt

ede = pdp,
1
p=—[@-mi]"”,

und damit lédsst sich die Impulsintegration in eine Energie-Integration iiberfithren

Er
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Dies ist die relativistische Zustandsdichte. Die Zahl der fiir die Fermionen verfiigbaren Zusténde
wichst also im Interval [e, e + de] mit der dritten Potenz der Energie an — ein drastischer
Unterschied zum nichtrelativistischen Fall, wo wir (in 3D) eine Skalierung mit /e gefunden
hatten, vgl. Glg. (6.19).

6.3.7 Wechselwirkende Fermionen*

Wir betrachten jetzt den Einfluss der Wechselwirkung zwischen den Teilchen auf die Thermody-
namischen Eigenschaften von Fermionen!®. Als Beispiel betrachten wir das Elektronengas, wo
die Wechselwirkung ihren Ursprung in der Ladung der Teilchen hat (Coulomb-Wechselwirkung).
Die Beitrége der Coulolmb-Wechselwirkung zur inneren Energie hatten wir bereits in Glg. (6.25)
diskutiert: sie skalieren bei T = 0 mit der Dichte wie 1/r,. Fiir kleine r; ist eine Storungsentwick-
lung beziiglich r¢ moglich. Das Resultat fiir die Innere Energie pro Teilchen, in Einheiten von
Ryd (13.6eV) lautet [Mahan, 2008]

Uo _ Unin | Eoxc
NRyd ~ NRyd ' NRyd’
Unw 221 Eoxe 0916
ok 22 - 0.06221n 7, — 0.096 + O(r,) 6.35
NRyd 2’  NRyd  n nr +0(r) (6.35)

Der erste Term entspricht der kinetischen Energie?’, withrend der zweite der fithrende Beitrag
der Wechselwirkung ist — die Hartree-Fock-Energie. Die néchsten Terme werden bei grofleren
rs relevant. Eine vollstédndige Parametrisierung der inneren Energie, die auch fiir r, > 1 giiltig
ist (Bereich der Elektronenfliissigkeit) gelang 1980 durch Quanten-Monte-Carlo-Simulation, die
von D.M. Ceperley et al. entwickelt wurden [Ceperley and Alder, 1980]*!

187 B. in Photoemissions-Messungen

9zusitzliches Kapitel

20 Aufgabe: berechnen Sie den Koeffizienten durch Vergleich mit der Grundzustandsenergie des idealen Fer-
migases.

21Diese Ergebnisse waren u.a. die Grundlage fiir den Erfolg der Dichtefunktionaltheorie, da sie zuverlissige
Niherungen fiir die Austausch-Korrelationsenergie in lokaler Dichtenéherung (LDA) ermdéglichten. Die Idee der
LDA hatten wir bereits in Abschnitt 4.5.2 kennengelernt.
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Abbildung 6.3: Homogenes Elektronengas bei endlichen Temperaturen. Links: Austausch-
Korrelationsenergie pro Teilchen, multipliziert mit rs, in Finheiten von Ryd fiir zwei Tem-
peraturen. Im Limes ry, — 0 geht der Ausdruck gegen eine Konstante, wie im Grundzustand,
s. Glg. (6.35). Aus Ref. [Groth et al., 2016]. Rechts: Impulsverteilung mit Wechselwirkung,
fiir kgT = 2Fr und zwei Dichten, bestimmt mit exakten CPIMC-Simulationen und verglichen
mit dem idealen Fermigas bei T = 0 (schwarz gestrichelt) und bei ©® = 2 (volle Line). Die
Simulationen zeigen einen algebraischen Abfall bei grofien k: n(k) ~ k=%, im Gegensatz zum
exponentiellen Abfall der Fermifunktion. Aus Ref. [Hunger et al., 2021]. Weitere Details sind
im Text erklart.

Die Ausdehnung dieser Resultate auf endliche Temperaturen gelang mit Pfadintegral-Monte-
Carlo (PIMC)-Simulationen in unserer Gruppe [Schoof et al., 2015, Groth et al., 2017], ein
Uberblick ist in Ref. [Dornheim et al., 2018] zu finden. Einige ausgewihlte Resultate sind in
Abb. 6.3 dargestellt. Das linke Bild zeigt die Austausch-Korrelationsenergie Fxc fiir zwei Tem-
peraturen, © = 0.5 und © = 2. Genau wie im Grundzustand, s. Glg. (6.35) ist sie negativ, und
ihr Betrag wéchst mit r,, da die quantenmechanische Ausdehnung der Elektronen abnimmt. Der
Betrag von Fxc nimmt mit steigender Temperatur ab, wegen der thermischen Vergroflerung der
Wellenfunktionen, und ist damit deutlich geringer als im Grundzustand. Die Simulationsdaten
wurden durch Kombination von zwei unabhingigen PIMC-Methoden erzielt: CPIMC (PIMC
im Besetzungszahlbild) [Schoof et al., 2011] ist akurat fiir kleine rg, wihrend PB-PIMC (per-
mutation blocking PIMC) fiir grofle r; funktioniert. Die blauen Symbole in Fig. 6.3 stammen
von RPIMC (restricted PIMC)-Simulationen [Schoof et al., 2015] und sind deutlich ungenauer.

Das rechte Bild zeigt CPIMC-Simulationen fiir die Impulsverteilung, n(k; ©,r), wechselwir-
kender Elektronen, verglichen mit dem Grundzustand (gestrichelte Linien). Im Gegensatz zum
klassischen Gas mit Wechselwirkung, vgl. Abschnitt 5.2, wo die Impulsverteilung unabhéngig
von der Wechselwirkung ist (die ortsabhéngigen Beitrage des Hamiltonians konnten einfach aus-
integriert werden), liegt hier eine klare Abhingigkeit von der Coulomb-Wechselwirkung vor??:
Bereits bei T' = 0 fiihrt die Wechselwirkung zu einer deutlichen Abweichung vom idealen Gas
(Stufenfunktion): die Besetzungen unter der Fermikante, k& < kp sind reduziert und dariiber
deutlich erhdht, und dieser Trend verstédrkt sich mit der Kopplungsstérke r,. Fiir endliche Tem-
peraturen ist das Verhalten dhnlich, wie an den verrauschten Simulationskurven zu erkennen
ist. Wahrend die ideale Fermiverteilung fiir © = 2 rapide exponentiell abfillt (schwarze Linie),
erstrecken sich die Kurven mit Wechselwirkung bis zu grofien Impulsen. Hier ist der Abfall nicht

22Das liegt daran, dass orts- und impulsbhéngige Beitriige zum Hamiltonian nicht kommutieren.
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exponentiell sondern gemif n(k) ~ k=8, in Ubereinstimmung mit analytischen Vorhersagen
Die Existenz hochenergetischer Elektronen im wechselwirkenden Fermigas ist von grofler prak-
tischer Bedeutung, da diese durch St68e zu Anregungsprozessen in Materie (Anregung oder
Tonisation von Atomen und Molekiilen) beitragen konnen.

6.4 Bosestatistik. Bose-Einstein-Kondensation.
Suprafluiditit

Wir kehren jetzt zuriick zu den allgemeinen Formeln fiir Quantengase in Besetzungszahl-
Darstellung, s. Abschnitt 6.2.3. Im Folgenden betrachten wir den Fall symmetrischer Wellen-
funktionen und deren Konsequenzen fiir die moglichen Werte der Besetzungszahlen und fiir die
daraus resultierenden thermodynamischen Eigenschaften.

6.4.1 Grofl)kanonisches Potential fiir Bosonen. Boseverteilung

Wir betrachten in diesem Kapitel den Fall symmetrischer Zusténde. Wenn wir — so wie vorher
bei Fermionen in Abschnitt 6.3 — in Gleichung (6.4) wieder den Spezialfall j; = j; betrachten, ist
der Zustand |W%) nicht nur physikalisch identisch zu [¥}), sondern auch mathematisch - es tritt
kein Vorzeichenwechsel auf. Das bedeutet, dass fiir Bosonen jedes Orbital mehrfach besetzt
sein kann. Die bosonischen Besetzungszahlen unterliegen also keinerlei Einschrankungen (es
gibt kein Pauliprinzip):

n, ={0,1,...N}, Vp, System aus N Bosonen

Daraus ergibt sich sofort fiir die groflkanonische Zustandssumme (6.9)

ZG(Tv V: :u) = H gp(Tv Va p,) )

1
T_Blu—ep) €0 > [,
(T, V. 1) Z ePh=epny — § T 1 O M (6.36)
np=0 o, €0 S M,
wobei fiir die Energie-Eigenwerte angenommen wurde 0 < ¢y < €; < 5 < ... Mit dem Ergebnis

(6.36) folgt fiir das GroBkanonische Potential, aus Glg. (6.10)

T, V,p) =kpT Y In[1— )] (6.37)

p

Mit dem allgemeinen Ausdruck (6.12), sowie Formeln (6.36) und (6.37) finden wir sofort die
mittleren Besetzungszahlen fiir ein Bosesystem:

a lnC eﬁ(u_'fp)
np(Ts ) = kT o . T —ksTH(=1) 1— Plie)
1 . . .
= oW1’ Bose-Einstein-Verteilung .

235. Referenzen in [Hunger et al., 2021]. Die Potenz ist abhingig von der Paarwechselwirkung. So ergibt sich
z.B. fiir fermionische Atome mit Kontakt wechselwirkung ein Abfall mit k=%.
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Das ist die Bose-Einstein-Verteilung, die beide bereits 1924 gefunden hatten®®. Sie beschreibt

die mittlere Besetzung des Orbitals |¢,) und unterscheidet sich vom Resultat fiir Fermionen

lediglich durch das Vorzeichen im Nenner?.

6.4.2 Vergleich von Fermi-, Bose- und Boltzmannstatistik (klassi-
scher Limes). Entropie und Teilchenzahl-Fluktuationen

Klassische Grenze und Quantenkorrekturen. Wir stellen nun die Frage, wie sich der
bekannte Grenzfall des klassischen Gases (die Maxwell-Boltzmann-Statistik),

np(T, ) = =),

aus der Bose- oder Fermiverteilung gewinnen lédsst und was die Bedingungen dafiir sind. Dazu
ziehen wir den klassischen Faktor aus der Bose- bzw. Fermiverteilung heraus [das obere (untere)
Vorzeichen entspricht Bosonen (Fermionen)] und entwickeln anschlieBend den Nenner fiir den
Fall | — €| > 1 und ¢y > p,

1 j—
1F eB(u—ep) o

_ 6,3(“_617) {1 + eﬁ(u—ep) + %GQﬁ(U_Ep) + ... } ,

np(T', 1) = efh=er)

wobel der erste Term in der Klammer den klassischen Grenzfall darstellt und die anderen die
Quantenkorrekturen.

Allgemeine Formel fiir die Besetzungszahlen. Die Félle Boltzmann-, Fermi- und Bose-
statistik lassen sich in einer Formel zusammenfassen:

. 1, Fermi-Dirac,

ny (T, 1) = Fe g O 0, Maxwell-Boltzmann, (6.38)
—1, Bose-Einstein,

was fiir eine Reihe von analytischen Rechnungen vorteilhaft ist. Das zeigen wir im Folgenden
fiir die Teilchenzahl-Fluktuationen und fiir die Entropie.

24Das erste Mal tauchte diese Verteilung bereits 1900 in Plancks Formel fiir die spektrale Energieverteilung
des schwarzen Korpers auf, s. Abschn. 6.5.

25 Allerdings unterscheiden sich die groflkanonischen Potentiale und chemischen Potentiale beider Systeme
gravierend.



