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(ii) Stabilität bezüglich Wärmezufuhr. Da δQ ∼ dS, variieren wir jetzt die Entropie, bei
festen T, p,N . Wir berechnen wieder die Gleichgewichtsbedingung, die in den Variablen
T, p,N auf die Freie Enthalpie H führt:
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Die Stabilitätsbedingung ergibt sich durch nochmalige Variation:
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Das System ist also stabil bezüglich Wärmezufuhr (bei konstantem Druck aber variablem
Volumen), wenn CpN > 0. Analog findet man die Bedingung CV N > 0, falls V anstelle
von p festgehalten wird16.

(iii) Stabilität in homogenen externen Feldern. Hier nutzen wir die relevanten Bei-
träge zur inneren Energie, Ada. Die Rechnungen können genauso wie bei i) durchgeführt
werden, wobei (p, V) durch A, a zu ersetzen sind. Die Stabilitätskriterien lauten dann
∂A
∂a

∣
∣
T,N

< 0 und CaN > 0.

4.5.2 Räumlich inhomogene Systeme. Einfluss externe Felder

Wir dehnen unsere Stabilitätsbetrachtungen jetzt aus auf den Fall eines ortsabhängigen ex-
ternen Potentials17, Vx(r). Beispiele sind Gasmoleküle im Schwerefeld oder Atome in einem
Oszillatorpotential. In diesen Fällen erwarten wir, dass die Teilchendichte räumlich inhomogen
sein wird, da die Teilchen in Richtung des Energieminimums beschleunigt werden.
Es stellt sich nun die Frage: Wie verteilen Sich die Teilchen im Raum genau? Welche Dich-
teverteilung bleibt stabil gegen Störungen? Dazu betrachten wir die lokale (ortsabhängige)
Teilchendichte

n(r) = lim
∆V→0

∆N(r)

∆V
. (4.7)

Die Idee ist nun, das Verhalten des inhomogenen Systems auf das bekannte Verhalten eines
homogenen Systems zurückzuführen. Dazu unterteilen wir das Systeme in kleine Raumbereiche,
innerhalb derer das Feld näherungsweise konstant und damit die Dichte homogen ist, so dass
dort die bisherigen Resultate anwendbar sind18.
Wir definieren nun das lokale Volumen pro Teilchen19 v(r) :

v(r) =
1

n(r)
.

16Aufgabe: man für die gleiche Rechnung für fixierte T, V,N durch. Dies führt auf eine Bedingung für die
Freie Energie

17Die Gesamtenergie pro Teilchen wird damit U

N
→

U

N
+ Vx.

18Der Limes (4.7) ist natürlich nicht trivial: Einerseits müssen die Volumenelemente ∆V klein genug sein,
damit die Dichte als konstant genähert werden kann, andererseits müssen die Volumenelemente groß genug sein,
damit die praktische Modellierung (großer) homogener Systeme genau wird.

19Man erinnere sich an die intensiven Größen, die aus extensiven gewonnen werden, v = V/N .
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nur am absoluten Nullpunkt. Damit folgern wir δT
!
= 0 ⇒ T (r) = T = const. Wir müssen also

nur noch die Terme ∼ δv behandeln. Dort finden wir

p[T, v(r)] v(r) + f0[T, v(r)]
︸ ︷︷ ︸

=
G0

N
=µ0(r)

+Vx(r) = µ∗ = const.

Damit haben wir eine Gleichgewichtsbedingung für v(r) als Reaktion auf das externe Potential
Vx(r) gefunden. Stabilität, ausgedrückt durch δF = 0, ist erreicht für n(r) ≡ v−1(r) mit

µ0[T, v(r)] + Vx(r) = µ∗ , für alle r ∈ V .

T (r) = const . (4.9)

Bemerkung:

• Gleichung (4.9) verallgemeinert die Stabilitätsbedingung homogener Systeme, vgl. Ab-
schnitt 3.6.1, auf den inhomogenen Fall. Im homogenen Fall (Vx ≡ 0) erhalten wir
µ0 ≡ const = µ∗ zurück.

• Gleichung (4.9) ist für beliebige physikalische Systeme gültig. Die Materialeigenschaften
bestimmen die funktionale Form von µ0.

• Gleichung (4.9) ist gültig sowohl für nichtwechselwirkende als auch für wechselwirkende
Systeme. In letzterem Fall hat das chemische Potential eine Wechselwirkungskorrektur,
µ0 = µid

0 + µint
0 , die wir in Kapitel 5 diskutieren werden.

Beispiel: Teilchenverteilung im Schwerefeld, Vx(z) = mgz. Für das ideale Gas, mit pv = kBT

(v = V
N

ist das “intensive Volumen”, d.h. das Volumen pro Teilchen) finden wir21

n(z) = n0e
−mgz/kBT .

Dieses Ergebnis lässt sich auch auf allgemeine Potentiale verallgemeinern, siehe auch Abbildung
4.5, und findet in dieser Form Anwendung in vielen Gebieten, z.B. Debye-Abschirmung in
Plasmen.

4.6 Mehrphasensysteme und Phasenübergänge

Wir hatten in Abschnitt 4.5.1 gesehen, unter welchen Bedingungen ein thermodynamisches Sy-
stem stabil gegen Störungen ist. Wenn diese Voraussetzungen verletzt sind, tritt ein Instabilität
auf: das System verlässt den stabilen Zustand und geht in einen neuen über. Wir widmen uns
jetzt der Frage, wie dieser neue Zustand beschaffen ist. Ein mögliches Szenario besteht dar-
in, dass der (instabile) homogene Zustand durch einen anderen Zustand ersetzt wird, der an
verschiedenen Stellen im Raum verschiedene Eigenschaften aufweist. Dies ist z.B. bei einem
Phasenübergang der Fall.

4.6.1 Definitionen. Gleichgewichtsbedingungen

Als Phase bezeichnen wir eine Zustandsform eines makroskopischen thermodynamischen Sy-
stem (dazu zählen die bekannten Aggregatzustände wie gasförmig, flüssig und fest. Ein anderes
Beispiel sind verschiedene Festkörperstrukturen, wie etwa Silizium: Bei Normaldruck liegt eine

21Dies ist Gegenstand einer Übungsaufgabe, s. Abschnitt 4.8.
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kann ein kritischer Punkt auftauchen, bei welchem die Unterschiede zwischen den Phasen ver-
schwinden. (Bei Wasser liegt dieser bei 374.2◦C)
Ein Phasenübergang ist eine Zustandsänderung (

”
a → e“), die pc(T ) kreuzt. Bei einer ”

ech-
ten“ Kreuzung, d.h. a und e liegen beide nicht auf pc(T ), wird eine Phase komplett aufgehoben
und eine andere erzeugt.

Verallgemeinerung auf n Stoffe (Mischung, Lösung):
Angenommen, für jeden Stoff seien m Phasen möglich, aber die Gesamtteilchenzahl N = N1 +
N2+ ...+Nn = const sei konstant. Wir drücken die Ni auch durch die Konzentrationen Ci =

Ni

N

aus. Wir haben nun n chemischen Potentiale der Teilchenarten

µ1(T, p, C1, ..., Cn−1)

...

µm(T, p, C1, ..., Cn−1)

Die n Teilchensorten besitzen nun m Phasen, also indizieren wir µ
(k)
i , wobei k nun die Phase

indiziert. Dann erhalten wir die Gleichgewichtsbedingungen

µ
(1)
1 = µ

(2)
1 = ... = µ

(m)
1

...
...

...
...

...
...

...

µ
(1)
1 = µ

(2)
1 = ... = µ

(m)
1

für die Unbekannten T, p, C1(1), C
(2)
1 , ..., C

(m)
n−1, dies sind 2 + (n− 1)m an der Zahl. Das System

ist unterbestimmt, die Zahl der Freiheitsgrade f ist gegeben durch

f = 2 + (n− 1)m− n(m− 1) = 2 + n−m Gibbs’sche Phasenregel .

Beispiele:

• n = 1,m = 2 −→ f = 1 −→ p(T ). Das Koexistenzgebiet ist eindimensional: es gibt eine
Koexistenzkurve.

• n = 1,m = 3 −→ f = 0. Das Koexistenzgebiet ist Null-dimensional: es gibt einen
Tripelpunkt.

• n = 2,m = 2 −→ f = 2. Koexistenzgebiet ist zwei-dimensional: es gibt eine Koexistenze-
bene.

Analog verfährt man bei anderen Beispielen.

4.6.2 Phasenübergänge 1. Art (diskontinuierliche Phasenübergänge)

Wir suchen nun die Kurve pc(T ), entlang derer gilt

−s1dT + v1dp = dµ1 = dµ2 = −s2dT + v2dp ,

wobei s und v im Allgemeinen verschieden in den verschiedenen Phasen sind. Es gibt also i.a.
endliche Differenzen23 ∆s = s2 − s1 und ∆v = v2 − v1, die beim Phasenübergang auftreten.
Umstellen der Gleichung liefert

∆s

∆v
=

dpc

dT
.

23Die Differenz ∆v ist verknüpft mit dem Unterschied (Diskontinuität) der Teilchendichten in beiden Phasen
– z.B. zwischen flüssiger (Tropfen) und gasförmiger Phase.
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Dies liefert uns einen Zusammenhang zwischen drei noch unbekannten Größen, pc, vG und vF .

Wir nutzen, dass f ein thermodynamisches Potential (wegunabhängig) ist. Stabilität der zwei
Phasen ist gegeben bei

pc(T ) [vG − vF ] = fF (T, vF )− fG(T, vG)

= −f(T, v)
∣
∣
∣

vG

vF
=

= −

∫ vG

vF

dv
∂f

∂v

∣
∣
∣
T
(T, v) =

=

∫ vG

vF

dv p(T, v) .

Der Ausdruck auf der linken Seite beschreibt die Fläche eines Rechteckes mit Höhe pc(T ) und
Breite vG − vF , vgl. Abbildung 4.7. Der Ausdruck auf der rechten Seite hingegen ist die Fläche
unter der Zustandskurve zwischen vF und vG. Anders ausgedrückt (durch Subtraktion einer
Seite): Die Fläche zwischen der horizontalen Geraden bei pc und der Kurve p(v) muss gerade
0 sein. Dadurch werden pc, vF und vG festgelegt. Dieses Verfahren trägt den Namen Maxwell-

Konstruktion.


