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Kapitel 1

Einfiihrung: Thermodynamik und

Statistische Physik in der modernen
Physik

Thermodynamik und Statistische Physik schlieBen den iiblichen Grundkurs zur Theoretischen
Physik ab. Dabei unterscheidet sich die Herangehensweise erheblich von den bisherigen Kursen
— Mechanik, Elektrodynamik und Quantenmechanik. In diesen Stand in der Regel das Verhal-
ten eines einzelnen Teilchens im Vordergrund bzw. das elektromagnetische Feld, das ein oder
mehrere Teilchen erzeugen. Im aktuellen Kurs geht es dagegen in der Regel um Systeme vieler
Teilchen und um deren kollektives Verhalten und verschiedenen Umgebungsbedingungen. Dabei
stellen Thermodynamik bzw. Statistische Physik unterschiedlich Betrachtungsweisen und Me-
thoden in den Mittelpunkt, die zueinander komplementér sind. Dies werden wir in Folgenden
genauer untersuchen.

1.1 Mechanische versus statistische Beschreibung physi-
kalischer Prozesse

In den Kursen der Theoretischen Physik I bis III wurden mechanische und quantenmechanische
Probleme, insbesondere in Verbindung mit elektromagnetischen Feldern, (nicht-)relativistisch
behandelt. Im Fokus standen stets Eigenschaften und die Dynamik von einzelnen Teilchen.
Die statistische Beschreibung weicht in zwei Formen davon ab: Einerseits stehen Systeme mit
makroskopischen Teilchenzahlen im Vordergrund, andererseits werden stochastische Kréfte ein-
gefiihrt, die i.d.R. nicht genau bekannt sind.

Man betrachte ein einzelnes klassisches Teilchen. Die Newton’schen Bewegungsgleichungen be-
schreiben dann ein Anfangswertproblem:

mi(t) =F
r(0) = ry, v(0) =

Vo .

Die Lésungen dieses Anfangswertproblems liefert die Trajektorie {r(Z),v(¢)} und ist exakt be-
kannt. Der Ubergang von einem Teilchen auf N Teilchen wird spater diskutiert.

Vollig analg zur klassischen Mechanik ist auch die Wellendynamik in der Quantenmechanik
deterministisch. Dort ist die Dynamik beschrieben durch

. 0 ~
i (1) = H] )
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mit H = —%A + V(r) und Anfangsbedingungen |¢(t)) = |¢o). Die Losung |¢(t)) ergibt
sich durch Lésen der Schrodingergleichung und ist deterministisch. Die stochastische Natur der
Quantenmechanik ergibt sich beim Messprozess sowie bei der physikalischen Interpretation der
Wellenfunktion.

Beide Ansétze beschreiben also deterministische Probleme. Voraussetzungen fiir deren Reali-
sierung sind

e Alle Kriifte (bzw. die Potentiale) miissen bekannt sein (mit hinreichend hoher Genauig-
keit)

e Die Anfangsbedingungen miissen bekannt sein (mit hoher Genauigkeit)

Im Folgenden betrachten wir zwei Beispiele, an denen wir die Grenzen eines solchen determi-
nistischen Zugangs diskutieren wollen.

Beispiel 1: Stromfluss durch einen Draht, s. Abb. 1.1. Aus der Elektrodynamik wissen wir,

O 2O |onengitter » StéRe mit e~

E )00

| ©

Abbildung 1.1: Schema fiir die Messung der Stromstdrke durch einen Draht bei angelegter
Spannung U. Abhéngig vom Material ist die Leitfdhigkeit, die unter anderem durch Stofe von
Elektronen mit dem Ionengitter bestimmt wird.

dass der Strom bei N Elektronen gegeben ist durch I ~ Ne-v. Dabei ist v die Driftgeschwindig-
keit, die eine mittlere Eigenschaft aller Elektronen aufzufassen ist. Die Driftgeschwindigkeit ist
durch verschiedene Faktoren bestimmt, insbesondere durch Sté8e mit dem Metallgitter (bzw.
Phononen). Dabei ist klar, dass diese Stofle zufillig erfolgen und jedes einzelne Elektron da-
durch vermutlich einen andere Driftgeschwindigkeit aufweisen und damit einen anderen Beitrag
zum Strom liefern wird.

Wir fragen daher zunéchst, wie sich v bzw. I experimentell bestimmen lassen. Um einen re-
prasentativen Messwert der Stromstérke zu erhalten, gibt es verschiedene Ansétze, vgl. Abb.
1.2:

1. Da der Strom als Funktion der Zeit variiert, lasst sich eine Zeitmittelung durchfiihren:
=1L [T I(t)dt, Fig. 1.2.a

2. Alternativ besteht die Moglichkeit einer Ensemblemittelung: Wiederholung einer (kurzen)

Messung M mal: I = (I) = & SM I, s. Fig. 1.2.b,

Beide Methoden liefern ein statistisches Resultat: einen Mittelwert sowie die Schwankungsbrei-
te um diesen herum. Interessant ist die Frage, unter welchen Bedingungen die Ergebnisse aus



1.1. MECHANISCHE VS. STATISTISCHE BESCHREIBUNG 11

a) b)

r X 14D

Stromstérke 1
Stromstirke

Zeit t Messung n

Abbildung 1.2: Schwankungen in den Messwerten lassen sich durch verschiedene Methoden ver-
ringern. Am Beispiel der Stromstérke kann man den Messzeitraum verldngern und den mittleren
Strom berechnen (Zeitmittel, a)), oder kurze Messungen wiederholen (Ensemblemittel, b)).

a) und b) iibereinstimmen. Wir vermuten, dass dies erfordert, dass die Spannung hinreichend
konstant ist und auch der Zustand des Gitters sich nicht &ndert. Dann sollte das System in
einem stationdren Zustand sein. Dariiber hinaus muss bei der Messreihe sichergestellt sein, dass
alle moglichen Realisierungen der Trajektorie des Elektrons (z.B. alle moglichen Anfangsbedin-
gungen) adéiquat reprasentiert sind. Wenn dies der Fall ist, spricht man von einem ergodischen
System, und Zeit- und Ensembel-Mittel sollten {ibereinstimmen.

Wie wiirde man das Problem in einem Computer-Experiment angehen? Man kénnte — wie
oben erlautert — die Dynamik jedes einzelnen Elektrons durch Losung der Newtonschen Glei-
chungen berechnen, wobei man ein geeignetes Modell fiir die Beriicksichtigung des Einflusses
von StoBen auf das Elektron finden miisste. Die Unsicherheit der Anfangsbedingungen (Position
und Geschwindigkeit vor Eindringen in den Draht) ldsst sich dann durch hiufige Wiederho-
lung der Simulation und anschlieBender Mittelung beriicksichtigen — dies entspricht genau dem
Ensembel-Mittel.

Exakte Losung? Wir fragen uns nun, ob sich die Unsicherheit der Wechselwirkung des Elek-
trons mit den Drahtatomen nicht vermeiden lasst, indem man das Problem exakt 16st. Das
wiirde bedeuten, die Dynamik des Elektrons selbstkonsistent mit der Dynamik der Atome mit
Hilfe der Newtonschen Gleichung fiir das Gesamtsystem zu l6sen. Diese Idee ruft natiirlich
sofort praktische Einwdnde hervor, wir lassen dies aber zun#chst unkommentiert. Wir werden
uns damit genauer im Abschnitt 1.4 auseinander setzen.

Alternativer Ansatz (Statistische Physik). Charakteristisch fiir das Vorgehen in der Sta-
tistischen Physik ist die Vermeidung der wiederholten mechanischen Rechnungen. Stattdessen
betrachtet man zu Beginn das Mittel iiber die moglichen Anfangszustédnde des Elektrons (z.B.
mittlere Position, mittlere Anfangsgeschwindigkeit), s. Abb. 1.3, und fiihrt eine einzige Simula-
tion, ausgehend von diesem mittleren Anfangszustand aus. Fiir die Berechnung der “mittleren
Trajektorie” bendtigt man im weiteren eine geeignete gemittelte Kraft, F' — (F'), von Seiten
der Gitteratome (z.B. durch Mittelung iiber deren Positionen, Auslenkungen usw.). Die zentrale
Frage der Statistischen Physik lautet dann: wie sieht diese (einzige) Bewegungsgleichung fiir die
mittlere Trajektorie aus? Wie kann man sie aus den urspriinglichen exakten Newtonschen Glei-
chungen ableiten? Des weiteren stellt sich auch die Frage, welche Grofien geeignet sind, dieses
mittlere Verhalten addquat zu reproduzieren. Diese Betrachtung fiihrt auf kollektive Groflen,
die das Verhalten des Systems als Ganzem (Vielteilcheneigenschaften) charakterisieren. Ausge-
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a)

‘Wahrscheinlichkeit W,(x)

b)

Wahrscheinlichkeit W, (px)

X0

Koordinate x

DPx,0

Impuls p,

Abbildung 1.3: Durch Mittelung iiber Anfangszustinde erhalten wir Wahrscheinlichkeitsaus-
sagen dariiber, welche Orte und welche Impulse mit welcher Wahrscheinlichkeit besetzt sein
werden. Die Gesamtinformation iiber beide Groflen ist in der Verteilungsfunktion/Phasenraum-

dichte, f(x,ps,t), enthalten.

N Teilchen

Abbildung 1.4: Skizze zu Beispiel 2: Zu Beginn des Experiments befinden sich N Gasteilchen
in der linken Kammer (N, = N, Ng = 0), deren Verbindung zur rechten zur Zeit ¢t = 0 gedfinet

wird.

hend von Abbildung 1.3, in der der Anfangszustand durch eine Wahrscheinlichkeits-Verteilung
f(x, p) charakterisiert ist, konnte man z.B. fragen, wie entwickelt sich diese Verteilungsfunktion
mit der Zeit? Welcher Gleichung gentigt als f(x, p,t)? Die Frage geeigneter kollektiver Observa-
bler untersuchen wir im Folgenden noch genauer. Vorher betrachten wir aber noch ein zweites

Beispiel.

Beispiel 2: Wir betrachten N Gasmolekiile in einem Volumen V. Dieses Volumen sei die linke
Kammer einer Box mit zwei identischen Kammern, die bis zur Zeit ¢ = 0 nicht verbunden seien.

Die rechte Kammer sei hingegen leer. In Formeln hiefe dies:
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Fiir ¢ > 0 sei die Verbindung gedffnet: Gasmolekiile stromen in die rechte Kammer.

N
t— 00 NL(t)—>5

N
Ng(t) — > Endzustand

Das qualitative Zeitverhalten der linken und rechten Teilchenzahl ist in Abb. 1.4.a) skizziert.
Diese Teilchenzahlen stellen Mittelwerte iiber die gesamte linke bzw. rechte Kammer dar.
Mochte man aber mehr Informationen iiber diesen Prozess, z.B. dariiber, wie sich die Teil-
chen in den einzelnen Kammern verteilen und wie sich diese Verteilung entwickelt, benotigt
man eine ortsabhéngige Dichte der Teilchenzahl (Teilchendichte), n(z,t), die wir unten definie-
ren, s. Glg. (1.1). Die Entwicklung dieser GroBe ist in Abb. 1.4.b) gezeigt. Diese Entwicklung in
zu einer raumliche homogenen Verteilung der Teilchen ist typisch fiir einen Diffusionsprozess,
der haufig durch die Diffusionsgleichung

0 t
% = DAn(r, 1), (1.1)
modelliert wird, wobei D den Diffusionskoeffizienten bezeichnet, der eine charakteristische Ma-

terialeigenschaft des Gases ist.

Exakte Losung? Reversibilitdt oder Irreversibilitit? Wie beim ersten Beispiel fragen wir
uns jetzt, ob wir diesen Vorgang “exakt” simulieren kénnten, also durch Losung der Newton-
schen Gleichungen fiir alle Gasmolekiile, inklusive ihrer Wechselwirkung mit der Wand. Wenn
das System hinreichend klein ist, scheint es keine prinzipiellen Einwénde zu geben. Allerdings
stellen sich sofort einige Fragen: ist dieses kleine System représentativ fiir ein reales makro-
skopisches? Zum anderen: der Diffusionsprozess ist irreversibel, d.h. das durchmischte System
wird sich kaum wieder spontan entmischen. Gleiches gilt fiir die Losung der Diffusionsgleichung
(1.1), die gegen eine homogene Dichte konvergiert und in dieser verbleibt.

Im Gegensatz dazu wire die Losung der Newtonschen Gleichungen natiirlich zeit-reversibel
(wie auch die Losung der Schrodinger-Gleichung). Und dennoch sollte eine solche mechanische
Losung zu einer Gleichverteilung der Teilchen in beiden Kammern fithren. Der Widerspruch
16st sich dadurch auf, dass es tatséchlich im Prinzip moglich ist, dass sich als Ergebnis der
mechanischen Bewegungsgleichungen zu einem Zeitpunkt ¢ > 0 wieder alle Teilchen in der lin-
ken Kammer befinden. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen gegebenen Zeitpunkt sinkt jedoch mit
steigender Teilchenzahl (vgl. Poincaré-Zeit) exponentiell gegen 0. Um sich zu iiberzeugen, dass
die Wahrscheinlichkeit bei gegebenem N nicht exakt 0 ist, verdeutliche man sich einfach den
Fall kleiner N (beginnend mit N =1 und N = 2). Fiir diesen Fall ist die klassische Simulation
(Molekulardynamik) leicht zu realisieren und bestétigt diese Erwartung. Auch diese Aspekte
greifen wir in Abschnitt 1.4 noch einmal genauer auf.

Beispiele kollektiver Grofien

Wir hatten bereits einige Groflen kennengelernt, die die Eigenschaften des Gesamtsystems cha-
rakterisieren und damit an die Stelle der Einzelteilchen-Trajektorien treten. Hier geben wir
weitere Beispiele an.

e In Beispiel 1 ldsst sich der Strom aus der angelegten Spannung U berechnen geméafl dem
Ohmschen Gesetz,

I:_:U‘U, (12)
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NFE\ a) — /=0 b) 4 n(r)

Ni

t—00

Ng

Zeit t Ort x

Abbildung 1.5: Skizze der Relaxation in Beispiel 2: Die Teilchen stromen aus der linken in die
rechte Kammer. a: Zeitentwicklung der Teilchenzahlen in der linken und rechten Kammer. b)
Zeitentwicklung des Dichteprofils, n(x,t).

wobei o und R die elektrische Leitfahigkeit bzw. der elektrische Widerstand sind. Dies sind
Materialgrofien, die bereits eine Mittelung iiber viele Atome enthalten. Widerstand und
Leitfahigkeit lassen sich im Prinzip fiir jedes Material exakt aus einer Quantentheorie des
Festkorpers berechnen. Es bleibt aber auflerdem zu kléaren, wie sich das Ohmsche Gesetz
(1.2) aus den mikroskopischen Bewegungsgleichungen ableiten ldsst und unter welchen
Bedingungen und Annahmen es giiltig ist. Ahnliches gilt fiir andere Transporteigenschaf-
ten, zu denen auch der Diffusionskoeffizient aus Beispiel 2 gehort. Auch dort stellt sich
die Frage nach der Giiltigkeit der Diffusionsgleichung (1.1).

e In Beispiel 2 haben wir Diffusion betrachtet. Kollektive Gréflen wéren zum Beispiel die
Teilchenzahlen Np(t) und Ng(t) in den jeweiligen Kammern. Besser aufgelost wire das
Experiment durch die zeitabhingige Teilchendichte

AN(r)

n = Ay

e Beispiel 3: Verteilungsfunktion f(r,p,t). Diese steht in Relation zur ortsabhidngigen
Teilchendichte durch n(r,t) = [dp f(r,p,t), und es gilt die Normierungsbedingung

[&rd’p f(r,p,t) =N
o Weitere kollektive Grofien sind gemittelte Grofien wie

— mittlere Geschwindigkeit
— mittlere kinetische Energie

— Druck, chemisches Potential

Zeitskalen und relevante Prozesse in der Thermodynamik und der statistischen
Physik

Nach langen Zeiten t > t, relaxieren grofie Systeme gegen einen ,End“-Zustand, i.e. den
wahrscheinlichsten Zustand (Gleichgewichtszustand). ¢, ist die Relaxationszeit. Nach dieser
Zeit sind relevante Relaxationsprozesse praktisch abgeschlossen.

Fiir t < t, ist das System noch stark zeitlich verénderlich. Es stellt sich die Frage danach,
welche Prozesse zur Relaxation beitragen.
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Offenes System . .
Zu-/Abfluss von Energie, Teilchen

—

I
v

Abbildung 1.6: Skizze des FlieBgleichgewichts: Teilchen stromen ins System hinein und wieder
heraus. Das einzelne Teilchen ist zeitabhéngig, kollektive Grolen &ndern sich jedoch stationér.
Solche Situationen sind relevant u.a. in chemischen Reaktionen und biologischen Prozessen.

In Beispiel 2 wiirde man zum Beispiel Diffusion sowie Teilchenstofle als relevante Mechanismen
erwarten. Die Relaxationszeit ¢, ist eine intrinsische Eigenschaft des Systems und dariiber
hinaus abhéngig von dufleren Bedingungen wie Temperatur und Druck.

In Beispiel 1 ist der elektrische Widerstand abhéngig von Gitterschwingungen (Phononen),
Elektron-Elektron-Wechselwirkung sowie von der Temperatur.
Im Allgemeinen ist ¢, noch weiter unterteilt je nach Prozessen.

Ziel der statistischen Physik: Prozesse, ihre Wahrscheinlichkeit und Zeitskalen qualitativ
beschreiben.

Bemerkung: Die Thermodynamik beschéftigt sich vor allem mit Gleichgewichtseigenschaften
der Materie. Auch stationére Nichtgleichgewichtszustéinde konnen thermodynamisch beschrie-
ben werden (sog. FlieBgleichgewicht, Abb. 1.6).

Zusammenfassung: Theoretische Beschreibung von Vielteilchensystemen

Sofern die mechanische Beschreibung praktisch moglich wére, kénnte man damit die beiden
anderen Gebiete ersetzen. So lassen sich kollektive Groflen im Prinzip problemlos aus der mi-
kroskopischen Information durch entsprechende Summationen iiber alle Teilchen gewinnen.
Praktisch ist dies in der Regel allerdings nicht der Fall [Bonitz, 1998]: Quantenmechanische Sy-
steme skalieren exponentiell im CPU- und RAM-Bedarf mit der Teilchenzahl, klassische aber
immerhin quadratisch (abgesehen von modernen hierarchischen Verfahren). Makroskopische
Systeme haben Gréfenordnung 10%® Teilchen, wo die ungiinstigen Skalierungen ordentlich zu
Buche schlagen. Die grofiten Computer werden in naher Zukunft in der Lage sein, solche klassi-
schen Systeme zu berechnen. Dennoch wird dies im Allgemeinen nicht sinnvoll sein, da die rele-
vanten kollektiven Prozesse (Beispiel 2) viel langsamer sind und zum anderen auf viel groieren
Léngenskalen als die Zeit- und Léngenskalen eines einzelnen Teilchens passieren (10° m/s vs.
cm/s). Das ,Herausfiltern® der Informationen ist extrem aufwendig und ineffizient. Der me-
chanische Zugang verhindert den Fokus auf kollektive Prozesse. Der mechanische Zugang ist
dann sinnvoll, wenn keine Alternative statistischen Modelle existieren, oder zur Entwicklung
von solchen Modellen.

Beispiele:

e Phaseniiberginge. Molekulardynamik-Simulation eines Gas-Fliissig-Fest-Phaseniiberganges
liefert die kritischen Parameter (7p,, kollektive Grofie) in Abhéngigkeit vom Wechselwir-
kungspotential (mikroskopische GroSe).

e Chemie, Materialwissenschaften, Festkorperphysik: Klassische Molekulardynamik fiir Ato-
me und Molekiile werden auch heute oft durchgefiihrt. Aus diesen Rechnungen erhélt man
zum Beispiel Beweglichkeiten, Reaktionsraten, wenn Wechselwirkungskréfte ,, Kraftfelder
(force fields aus Dichtefunktionaltheorie), Neuronale Netze
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— Statistische Physik und Thermodynamik nach wie vor unverzichtbar. Die Basis ist eine
wahrscheinlichkeitstheoretische Beschreibung mit geeigneter Mittelung tiber Mikrozustande (=
Mechanik)

1.2 Gegenstand der Thermodynamik und Statistischen
Physik

Die statistische Physik ist relevant in Fachgebieten der Physik, Chemie, Biologie, ..., Soziologie?
Die wohl prominentesten Systeme, fiir die sich eine statistische Beschreibung eignet, sind wohl
die Gase:

e ideales Gas (Modell)
e . Reale“ Gase (Wechselwirkung zu Teilchen)
e Quantengase (Fermi-/Bosegase)
e Photonen-,,Gas*
Fliissigkeiten:
e ideale und reale Fliissigkeiten (Viskositit, Turbulenz)
e Quantenfliissigkeit (Fermi-/Bosefliissigkeit), Suprafluiditét
e [osungen, chemische Reaktionen
Festkorper:
e kristalline, amorphe Festkorper

e kollektive Phdnomene: Schwingungen (Phononen), magnetische Eigenschaften, Transport-
eigenschaften wie Leitfahigkeit, Warmeleitfahigkeit, optische Eigenschaften (von allgemei-
nem Interesse, auch fiir Gase und Fliissigkeiten)

Plasmen:

e geladene Teilchen: starke Wechselwirkung, kollektive Phénomene (Plasmaschwingungen,
-wellen, Abschirmung etc.)

Die Ubergénge zwischen diesen Systemen sind im Allgemeinen flieBend (,, Phaseniibergéinge*).

Allgemeine Fragen:

e Gibt es allgemeine GesetzméBigkeiten, d.h. materialunabhéngig?

e Gibt es allgemeine Groflen und allgemeine Bewegungsgleichungen fiir diese?
Teilchenzahlen von Interesse umfassen:

e makroskopische Systeme N ~ 1023

e mesoskopische Systeme N ~ 100, 10, 1
Entfernte Gebiete:

e Chemie
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e Biologie: Populationsdynamik

e Soziale Systeme: Infektionsdynamik, Wahlprognosen, Wéhler-Wanderungen, Aktienkurse
u.v.a.m.

In Beispiel 1: , Exakte“ mechanische Dynamik der Elektronen und aller Teilchen (Gitteratome)
geben viele Probleme:

e N sehr grof
e Quanteneffekte nicht (vollsténdig) berticksichtigt

e Verhalten der Ergebnisse Wiederholung

1.3 Historische Bemerkungen

1.4 Macht die Computerrevolution die Statistische Phy-
sik tiberfliissig?

Dieser offensichtlichen Frage haben sich viele Autoren gewidmet. Die rasante Entwicklung der
Computertechnik suggeriert in der Tat, dass die “exakte” mechanische Beschreibung auf immer
grofere Systeme ausgedehnt werden kann und Modelle der Statistischen Physik zunehmend
iiberfliissig werden.

Mit dieser Frage habe ich mich in meinem Habilvortrag im Jahr 1998 in etwas scherzhafter
und iiberspitzter Form auseinandergesetzt. Dabei verwende ich ein Gedankenexperiment: was
wire, wenn die Leistungsfihigkeit der verfiigharen Computeer ausreichen wiirde, um fiir ein
makroskopisches System mit grofienordnungsmiifiig 102 Teilchen die Newtonschen Gleichungen
exakt zu l6sen? Ich habe des weiteren angenommen, dass dieser Moment bereits im Jahr 1686
gewesen sei, als Newton sich mit der Mechanik beschéftigte, so dass ihm ein solcher Computer
zur Verfiigung gestanden hétte. Wie wére die Entwicklung der Physik dann verlaufen?



Bringt die Computer-Revolution
das Ende

der Statistischen Physik ?

Michael Bonitz
F'B Physik, Universitat Rostock

. Die Antwort ist offensichtlich ?

. Einleitung: e Statistische Physik oder exakte Wissenschaft?

e Entwicklung der Computertechnik und ihre Konsequenzen

. Mechanische (“exakte”) Beschreibung von Vielteilchen-Systemen
e Gedankenexperiment

e Moglichkeiten und Grenzen
. Zweckmassigkeit der statistischen Beschreibung

. Fazit. Die Antwort ist offensichtlich (7)

Rostock, 7.7. 1998

[/




1. Die offensichtliche Antwort

Statistische Physik

= benutzt Wahrscheinlichkeits-Methoden
= ist eine ungenaue Wissenschaft

(z.B. Erdbebenvorhersage, Bauernregeln)

Computer

= gestatten genaue Rechnungen

= machen statistische Methoden iiberfliissig




2. Einleitung

Statistische Physik. Statistische Methoden

Gegenstand: = Makro-Systeme aus vielen Teilchen (i.a. N ~ Ny ~ 10%)

= alle Erscheinungsformen der Materie:

gasformige, fliissige und feste Stoffe;
interstellarer Staub;
Plasma;

im weistesten Sinne auch: chemische und biologische Objekte

Phanomene: = Makroskopische (kollektive) Eigenschaften:

Thermodynamische:

Druck, Temperatur, chem. Zusammensetzung ...

Transport:
Diffusion, Leitfahigkeit, Strahlungsabsorption ...

Ziele: = Analytische bzw. numerisch auswertbare Resultate
= Ableitung makroskopischer Ausdriicke aus

mikroskopischer Theorie (elementarer Struktur)

Bl




Beispiele Statistischer Theorien

Theorie Grossen Gleichungen

Thermodynamik p,V,T,N .. Hauptsatze der TD, Zustands-
F(N,V,T) .. gleichung, Massenwirk.gesetz ..

Ratenkinetik/ nq(t), T(t) Reaktions- /Bilanzgleichungen®,
Populationskinetik Réauber—-Beute-Gleichungen ...
Hydrodynamik/ n(7,t), v(7, 1), Navier—Stokes-Gleichung,
Gasdynamik ... (7, t), (T, t) . Reaktions—Diffusions—Glgn. ...
Kinetische Theorie f(,7,t), Boltzmann—Gleichung,

g(’l?l, 771, 172, ’FQ, t)

\_

*z.B.:

A+ B<+—C

%nc(t) — W(+) . nA(t)nB(t) — W(_) . nC(t)

Weitere Beispiele:

Aktienkurs—Modelle,

Quantenstatistik, Quantenelektrodynamik u.a.

4
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Mikroskopische Beschreibung von Vielteilchen—Systemen

Klassisches N-Teilchen—-System

FEzakte Bewegungsgleichungen (Newton)

! £, o
-~ f-——%—(l; mi%—iri = E t=1 N
" '/ 7(0) = 79
. ._,ﬁv' 44 ) =7
v/ - d -0
N i 5(0) = —7i(0) =
Randbedingungen
z.B. Atome/Molekiile, oder
Elektronen und Kerne (Ionen) Losung: 7(t), Ti(t) fiir beliebige Zeiten

= Vollstandige Information tiber Zeitverhalten des N-Teilchen—-Systems

= Mikrozustand exakt bekannt, damit auch

= Alle makroskopischen Eigenschaften direkt berechenbar:

.
Teilchenzahl in AV : Nay(F,t) = z dr' ni(r',t), ni(7,t) = 0[F — 7i(t)]

h'?"\

M=

z.B. Kin. Energie: Way(7,t) = m? / dr' n;(r', 1)

1 AV

]

o -

= Giiltig fiir beliebige (klassische) Systeme und beliebige N (auch N ~ 10%)

N 5




Die Gegen—Argumente der Statistischen Physiker

(a) “Das geht nicht immer”

— insbesondere Quanteneffekte nicht beschreibbar

(b) “Wir wiirden ja gern, aber es geht praktisch nicht”

Standard—Lehrbiicher: “Losung der Bewegungsgleichungen ist ...”

“... fur ein Vielteilchen—System leider nicht moglich”, Isihara 1971;

“... fir thermodynamische Systeme praktisch unmoglich”,

Kluge/Neugebauer 1994;

“... fir molekulare Systeme ... ein lacherlich hypothetischer Zugang”,

Mayer /Goeppert-Mayer 1977

(c) “Wir wollen das nicht”

— Ausdehnung der mechanischen Beschreibungsweise

bringt keine neuen Einsichten, u.a. Feynman (Lectures)

6]
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(Rechen)Technische Grenzen der mechanischen Beschreibung

Haupt—Speicherbedarf: Zustand eines N-Teilchensystems:

2N Vektoren — 6N skalare relle Zahlen, je 16 Byte = 100 - [V Byte

Rechen—Leistung: Anzahl Operationen (FLOP) pro Zeitschritt At:

z(t + At) = z(t) + At - v(?) 6- N FLOP
v(t + At) = v(t) + At - F(t)/m 6-N-Np FLOP
E:ﬂeww%%_ﬂj Np ~1+4+ N/2, bzw.
j#i

Np ~ 1+ logN (hierarch. Algorithmen)

= Gesamtzahl bei 101 Schritten: ~ 6+ N - (2 + logN) - 10'° FLOP

Beispiel: N =10%: 10%° Byte, 10% FLOP

FLOP/Tag Perspektiven Byte RAM
1035 s i, o N e e T ot | 1025
10% 1 11
- 1015
105 } ]
Y 12"
10554~ - = | 1103 -

1950 1970 1990 2010 2030 2050

\ ),




Der Alptraum der Statistischen Physiker

In X Jahren wird die dynamische Simulation von Makro—Systemen

(N ~ 10%) moglich sein

= Angesichts allgemein leerer Kassen

einigen sich Kultus- und Finanzminister auf:

Einstellung der Statistischen Physik (in X + 10 Jahren)

Einstellung der Materialforschung (in X + 15 Jahren)

Einstellung der Chemie (in X + 20 Jahren)

Einstellung der Biologie (in X + 25 Jahren)

A =




“Worst case scenario”: X — +0

Es geht noch schlimmer!

Y

Gedankenexperiment

] J
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Der Beginn der Neuen Physik

1687 1. Newton: e Dynamisches Grundgesetz

mu(t + At) —mu(t) = At F
r(t+ At) —r(t) = At - v

[Differenz-Form!]

1
!
1

At

e Apparat zur Losung der Newtonschen Gleichungen (SSS)

Technische Daten: nicht tiberliefert, integr. Tastatur/Monitor (s.u.)

Rechenzeit pro Job (wall clock): 24 Stunden

Superconducting Supernatural Supercalculator

INPUT

JSIY

E Hax

At

AT

av

L X Y 2 Ve \s
F;‘[E;_J"r“
; o5 3
CUTPuUT
£ & X Y Wk Yy
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Fortschritte der Neuen Physik (17./18. Jh.)

1. Mechanik einzelner Korper (Newton und Schiiler):

2. Himmels-Mechanik (Newton u.a.):

- Uberpriifung des Fallgesetzes (Obst und andere Kérper)

- Anwendung des Newtonschen Grundgesetzes auf andere Krafte

m-M
- Entdeckung des Gravitations—Gesetzes: G ~ — 3
mM

- akurate Berechnung der Mondbewegung, Gezeiten

- Bahn-Berechnung Planeten, Kometen etc., Vorhersage neuer Planeten

3. Numerische Methoden (Newton): Verfahren der Interaktiven Iteration:

|Start—Ansatz fiir Kraft|

|

|Korrektur der Kraft|— ﬁiecrhnung' auf SSS

s e
Vergleich mit Beobachtung|—Resultat fiir Kraft|

= Beispielloser Aufschwung der Mechanik o

= Sehr gute Ubereinstimmung mit Experiment




Erste Probleme

I. Rotation starrer Korper:

¢ Rotation nicht beschreibbar (Punkt)

\

E M+ M, =W

2% m 2

L. Euler: Idee der Unterteilung des Korpers

— “2-Punkt(3-Punkt)-Kérper” (willkiirlich)

I1. “Formverénderliche” Korper (Fliissigkeiten, Gase):

e Geschwindigkeitsdnderung im Gefass

D. Bernoulli: Jterative Segmentierung + Interaktive Iteration
Konvergenz fiir jedes Gefass, Al ~ dpin/3

e Aber: unterschiedliche Resultate fiir verschiedene Gefasse




Der Triumph der Newtonschen Mechanik

\

18./19.Jh.:

= Fortschreitende Segmentierung

- R. Brown 1827: Entdeckung der

Molekularbewegung

Revolutionierung der Wissenschaft:

102
10~*
1078
1078

= Exakte universelle mikroskopische Theorie

Philosophie: = Sieg der Demokrit’schen Atomistik

Grosse Reform von Forschung und Lehre:

= Starke Einschrankung der nichtexakten Forschungsrichtungen

Al in Nf, [INf = 0.422m)]

1700 1750 1800 1850

in der Physik (Thermodynamik, Hydrodynamik usw.)

Letzter Durchbruch:

1
A. Coulomb 1785: Entdeckung einer universellen Mikro-Kraft F(r) ~
A. Angstroem 1850: Absolute Konvergenz bei Al~1...100 A

r2

= SSS-Kalkulationen auf molekularer Ebene

= “Molekular-Dynamik”




~
Kihne Anwendungen uber die Physik hinaus

Chemie

Modellierung chem. Reaktionen:

=—_/AB

— Einfiihrung “chemischer Kraft”

(Bestimmung durch Interaktive Iteration)

Biologie
Modellierung belebter Objekte:
— Iterative Segmentierung und
Iterative Bestimmung der
“lebendigen Kraft” R =
° (-4
e

= Futuristische Projekte in Biologie, Medizin und Gesellschaft

(“Gebt mir einen Sack mit Atomen, und ich baue euch daraus einen Menschen...”)

Grosse Vereinigung der Wissenschaften

e Auseinanderstzung mit Separatisten (Darwin, Mendelejev u.a.)

= Reduktion der nicht-mikroskopischen Forschung in allen Bereichen

(org. und anorg. Chemie, Biologie, Artenlehre usw.) -

= Einheitliche Naturkunde auf mechanischer Grundlage

i




Technische Details. Praktische Schwierigkeiten

1. Rechenzeit: 24 Std. (N =1...10%, bis zu 1000 Simulationen gleichzeitig)

2. Genauigkeit: - typisch: 1 — 5%, nur vereinzelte Pannen

- Leibnitz: analytische Untersuchungen fiir At — 0,

exakte Erhaltungsitze, Reversibilitat usf.

3. Datenauswertung: e Herausfiltern makroskopischer Bewegungen

_ . . e7e . 1 lV,mac
Identifikation bete.zlzgter Tezlch.en Nese (E) = — 3 5(8)
— Paar-Korrelationen und Mittelung Nmac i=1

- Detektion schwacher Signale ar LA
— Mittelung iiber Trajektorie (Zeit) Tle) = T t/ dvi(?)

Vg, M8

Nl
i

- Fourier: Spektralanalyse

—1000

L]
——]
—
——]

- Maxwell: Universeller Hintergrund

4. Anfangswerte: — limitierender Faktor — Standardkonfigurationen

e starker Einfluss auf Trajektorien, Instabilitdten (Sinai)

M.

M
e nicht exakt bekannt — mehrfache (M) Rechnungen, | (7)(¢) = 37 kEI 75 (4)

e Gibbs: Vorschrift zur Wahl zuldssiger Konfigurationen (Ensemble-Theorie)

- 5] /




‘THE STUDY OF UNCERTAINTIES
IN PHYSICAL MEASUREMENTS

SECOND EDITION
ohn R.Taylor

S ) ¥




Irl, [m]

Irl, [m]

Molecular Dynamics Simulation of Argon

T(0)= 83.26; n=34.97 Mol/cm3; Lennard-Jones potential; N=50; dt=0.1fs;

9.e-10
particle 1
6.75e-10
4.5e-10
particle 2 e ——
2%5¢10f © |7 averege over 300 steps
0 8750 17500 26250 35000
steps
450
)
~
g 0
e >
> 450
‘900 4
0 8750 17500 26250 35000
steps
9.5e-10
particle 1
7.125e-10
40310t - - F momen, . aeeEe, e
— drx§:;(0)= 0% |
2375010 [ P2 el i ol
0 8750 17500 26250 35000
steps

V. Golubnychiy
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Molekulardynamik auf dem Hohepunkt. Das Jahr 1872

Ende 19. Jh.: = Vollendung der Naturwissenschaften

Endgiiltiges Universal-Schema

Mikro—Anfangswerte
XO0) X@(0)...x3)(0)

l l l Statistische Makroskopische
Newtonsche Gleichungen =~ =  Bearbeitung = Criasen

b ! ’

1 1 1 . ,
XO@) XA@)... XxM(t) = H,;ﬁﬁzéT_w / dt =  (0)(7,t)

X = {(Flvi’l) s (T-"NUN)}

—

Die Querelen des L. Boltzmann

e Irrelevanz von Einzeltrajektorien, Ununterscheidbarkeit der Teilchen
= wesentlich nur Haufigkeits—Verteilung
0L 4571 = (“BL) AV 0

e Irrelevanz therm. Hintergrund N
Makro—Anfangswert ol
(7, 9,0) lmtj-’l : P
P iz asczasss
Kinetische-Gleichung A
l T
F(7,7,t) = [dwifFay = (@)F

e Proteste gegen “Abweichler” — “unphysikalisch” (molekul. Chaos)

Widerspriiche: Existenz einer Endverteilung, Irreversibilitat ...

7




Das Ende der Newtonschen Mechanik

Die Zerstorung des SSS

e 1925, W. Heisenberg: Prazisions—Modellierung eines Wasserstoff-Atoms
i Irreparabler Absturz des SSS, [7(0) auf 10~®m, 5(0) auf 10~ '3kgm/s]
e 1927, Erklarung durch “Unschérferelation”: ArAp > /2,
L. De Broglie: Wellennatur der Mikro—Teilchen, A = h/p
= Teilchen-Zustand hat nur statistischen Sinn: (7, 5) — |[¢5(7)|?

e 1927, E. Schrodinger: Newtonsche Gleichungen fiir (7, p) ersetzt

durch Wellengleichung fiir ¢5(7): ih%q’b(t) = Hy(t); (0) =

Quantenstatistik Von \—Teﬂchen——Systemen

N Teilchen: = ¢ = ¢1.n, H—=Hin= Z %L’i"U + = Vi
¢ <t
e J. Bose/E. Fermi: Spinstatistik, (Antl-)Symmetrle der Wellenfunktion
e Multiple Mikrozustande f¢(1)> e oe N )>, stat. Gewichte P, P, Z P =1

J. von Neumann: Dichteoperator: p = kil P®) |p )Y (3 )I

Enthélt Wahrscheinlichkeiten fiir alle Mikro—

thoep = [H,p] =0

Zustande sowie Ubergénge zwischen ihnen

e N. Bogolyubov 1946 u.a.: Ableitung der Boltzmann-Gleichung
e Verallgemeinerte quanten—kinetische Gleichungen (reversibel)

= Klarung Korrespondenz Kinetik — klassische/Quanten—-Mechanik

]




Zusammenfassung und Fazit

Das Schicksal der Newtonschen Mechanik

= Verlust der materiellen Grundlage (SSS) fiir “Makro”-Simulationen
= vollig unzweckmassig, ignoriert /verdeckt vorhandene Skalen—Hierarchie
e Sehr wertvoll fiir Gleichgewichtseigenschaften, z.B. in Gasen, Flussigkeiten

= Prinzipielle Beschrankung auf klassische Systeme

Das Ende der Statistischen Physik'

e Statistische Physik hat hervorragende Resultate erbracht:
- Gase, Fliissigkeiten, Festkorper, Kernmaterie, Chemie etc.
= Adéquater Zugang zu makroskopischen Eigenschaften

= Eliminierung irrelevanter (Einzelteilchen—)Freiheitsgrade

Konsequenzen der Qgrfr}p}ltef;Revolurtioh

[Leistungsfahigkeit noch weit entfernt von SSS]

e Enorme Moglichkeiten fiir gesamte Vielteilchen-Theorie, bei

= sinnvoller Erganzung, Vergleich und Kombination von statistischen,

mechanischen und analytischen (exakt 16sbare Modelle) Methoden

T_ist nicht in Sicht

[i8] /




Die Gegen—Argumente der Statistischen Physiker

(a) “Das geht nicht immer”

— insbesondere Quanteneffekte nicht beschreibbar

) “Wir wiirden ja gMgeht praktisch nicht”

/ e

(c) “Wir wollen das nicht”

— unmittelbare Ausdehnung der mechanischen Beschreibungsweise

erschwert Erkennen von Naturgesetzen

— Der Mensch ist mehr

als die Gesamtheit der in ihm steckenden Atome und Molekile ...

7
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1.5. AUFGABEN

1.5 Aufgaben

hier folgen die Aufgabenstellungen zu diesem Kapitel
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Kapitel 2

Grundprinzipien der Statistischen
Physik

2.1 Einfiihrung

Der Ausgangspunkt sei ein mechanischer Mikrozustand Q = (rq, p1,...,rn, Pn) € [gy aus dem
6 N-dimensionalen Phasenraum. Gesucht ist die mikroskopische Dynamik (), die aus dem
Anfangszustand ) folgt. Externe Einfliisse (Beispiel 1) werden zum Teil als zufillig modelliert
(Konfiguration der Atome). Durch Mittelung iiber Konfigurationen erhalten wir eine mittlere
Anfangsbedingung.

Mechanik (reversibel, mikroskopisch)
klassisch oder quantenmechanisch

Mittelung (Zeit, Ensemble)

Axiomatik?
Thermod namik) ( Statlstlsche Physik (... Mechanik)
{ P,UT g N . . f(r,p,t) im Klassischen,
e J Gleichgewicht L Dichteoperator in der Quantenmechanik

Mittelung

Abbildung 2.1: Zusammenfassung der Zusammenhénge zwischen der bereits bekannten Mecha-
nik und den zwei Gebieten dieses Kurses: Thermodynamik und Statistische Physik.

2.2 Mathematischer Einschub:
Wahrscheinlichkeitstheorie

2.2.1 Mathematische Definition des Wahrscheinlichkeitsraumes

In der Mathematik fufit die Wahrscheinlichkeitstheorie auf dem Begriff des Maffiraums und ist
in diesem Sinne eine verallgemeinerte Volumenmessung. Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein
Mafiraum und somit ein Tripel (2,.4, P) aus einer Grundmenge ) (= , Elementarereignisse“),
einer o-Algebra A (= , Ereignisse®) und einem Wahrscheinlichkeitsmafl P. Die Ereignisse sind
Teilmengen von €, also A C Pot(2), wobei Pot die Potenzmenge notiert. o-Algebren enthalten
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Q und @ und sind abgeschlossen unter abzihlbar unendlicher Vereinigung,

A Ay, e A = | JAie A,

i=1

sowie unter Komplementbildung: A € A — A € A.! Die Abgeschlossenheit unter abzdhlbar
unendlichen (oder endlichen) Schnitten folgt aus diesen zwei Axiomen. Das Wahrscheinlich-
keitsmaf ist nun eine Abbildung P : A — [0, 1], die jedem Ereignis eine Wahrscheinlichkeit
zuordnet. Dabei gilt P(2) = 1 und fiir A, A,, ... disjunkt:

Die Wahrscheinlichkeit sich gegeneinander ausschlieBender Ereignisse ist also additiv.

2.2.2 Konkretisierung, weitere Definitionen

Als Beispiel betrachten wir einen Wiirfel. Die Elementarereignisse sind hier die Wiirfe der Au-
genzahlen 1 bis 6. Bei einem fairen Wiirfel betrdgt die Wahrscheinlichkeit fiir jede Zahl genau
P({i}) = 1/6. Dies sind also zugleich auch Ereignisse. Zudem sind aber auch alle denkbaren
Vereinigungen dieser Elementarereignisse selbst wieder Ereignisse, z.B. A = {1,3,5}, das Er-
eignis, eine ungerade Zahl zu wiirfeln.

Zwei besondere Ereignisse, die es in jedem Wahrscheinlichkeitsraum gibt, erhalten Namen: Ein-
mal S = 2, das sichere Ereignis mit P(S) = 1, und das unmogliche Ereignis U = () = S mit
P(U) = 0. (Beim Wiirfel unméglich: Irgendetwas muss stets eintreffen.)

Indem wir in der Definition des Mafiles A; = ( fiir ¢ > 3 wihlen, erhalten wir eine niitzliche
schwéchere Version,
P(AUB) = P(A)+ P(B), fir A, B disjunkt (einander ausschlieBend) . (2.1)
Damit erhalten wir fiir komplementire Ereignisse A, A wegen S = AU A sowie AN A = {:
P(A)+ P(A)=P(AUA)=P(S)=1.

Fiir nicht-disjunkte Ereignisse erhalten wir in Glg. (2.1) einen Korrekturterm?, um Doppelzihlung
zu verhindern (vgl. mit Volumina, die man sonst doppelt zéhlen wiirde)

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB).
Wir definieren die bedingte Wahrscheinlichkeit , B gegeben A“ durch
P(BNA)
P(A) -

welche die Wahrscheinlichkeit beschreibt, dass B eintritt, sofern bekannt ist, dass A bereits
eingetreten ist. Damit ldsst sich auch schreiben

P(B|A) =

P(AN B) = P(B|A)P(A)
— P(A|B)P(B).

Tn der Literatur wird oft auch A® statt A geschrieben.
?Dies ist ein Spezialfall der allgemeineren Siebformel von Sylvester.
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F(x)
[o)\ L%} N~ N NN

[o)| 1S}

Abbildung 2.2: Verteilungsfunktion fiir einen fairen Wiirfel.

Wir nennen zwei Ereignisse A, B € A stochastisch unabhéngig, wenn P(AN B) = P(A) -
P(B) gilt. Diese Annahme ist in der Physik zum Beispiel in Systemen mit Molekiilen ohne
Wechselwirkung (Modell!) gerechtfertigt: Die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen am Ort ry zu
finden ist dann unabhingig davon, ein anderes Teilchen am Ort ry zu finden. Man spricht in
diesem Zusammenhang auch gern von idealen Systemen“ (ideales Gas, ideale Fliissigkeit etc.).

2.2.3 Wahrscheinlichkeitsverteilung und Wahrscheinlichkeitsdichte

Oft ist man iiberhaupt nicht an der gesamten Information interessiert, die {2 enthélt. In einem
physikalischen Vielteilchensystem kénnte dies zum Beispiel der R®Y sein, der alle denkbaren
Phasenraumkoordinaten enthélt. Was jedes einzelne Teilchen genau tut, ist fiir makroskopische
Fragen unerheblich. Aus diesem Grund betrachtet man oft Zufallsvariablen. Zufallsvariablen
sind Abbildungen X : Q@ — R aus dem MafBraum in die rellen Zahlen® so, dass X 1(A) € A
ist fiir jede offene oder abgeschlossene (oder halboffene) Teilmenge von R ist. X konnte zum
Beispiel die mittlere kinetische Energie sein, oder das Ergebnis eines Wiirfelwurfs.

Wir definieren nun die Verteilungsfunktion einer reellen Zufallsvariable durch F(z) = P(X <
z) == P{w € Q| X(w) < z}). Am Beispiel des Wiirfelwurfs, Abb. 2.2, erhalten wir eine
Erhohung von F bei x = 1,2,3,4,5,6. Es ist leicht ersichtlich, dass lim F(x) = 0 sowie

T—>—00
lim F(z) =1
T—00
Wir sagen, dass X eine Wahrscheinlichkeitsdichte besitzt, falls F(z) = [*_ f(z)dz fiir eine
reelle Funktion f. Ist F' differenzierbar, haben wir f(z) = %g(f). Formal betrachten wir auch

bei diskreten Verteilungen Dichten, die dann J-Funktionen erhalten. Am Beispiel des Wiirfels:

f(z) :25(91:—2').

Beispiel 2: Betrachte Gasmolekiile mit Geschwindigkeiten —oco < v, < co. Es gilt

o

lim F(v,) =1= / dv, f(vs)

Vg —>00
—00

30der einen anderen Messraum, wie R¢ s. Literatur.
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Die Interpretation lautet: f(vg) - dv = dP(vg) = dF'(vp). Dabei ist dP das Wahrscheinlichkeits-
element?. F' kann als kumulative Wahrscheinlichkeit interpretiert werden. Sind wir zum Beispiel
an der Wahrscheinlichkeit P(v, < v < wv) interessiert, konnen wir dies im Fall, dass F' stetig
ist, schreiben als P(v, < v < v) = F(vy) — F(v,).? Die Dichte f bzw. die Verteilungsfunktion
F enthalten viele wichtige Vielteilcheneigenschaften, z.B: ¥, Ei, und viele weitere.

2.2.4 Erwartungswert (Mittelwert)

Der Erwartungswert ist definiert als

(X) = / v dPy(z).

Insbesondere kénnen wir hier dPx(z) = fx(x)dx aus dem vorigen Abschnitt einsetzen. Dies
kann auch als Grenzfall M — oo des arithmetischen Mittelwerts aus M unabhéngigen
Wiederholungen, erzeugt werden:

=1

Jj=1 Jj=1

Dabei wurde im zweiten Schritt N; eingefiihrt, welches zéhlt, wie oft der Messwert x; gemessen
wurde. N ist die Anzahl der betrachteten moglichen Messwerte.
Der Erwartungswert ldsst sich auch auf abgeleitete Observable g(v) verallgemeinern,

o0

ov) — 7= / v g(v) f(v).

o0

Wichtig sind zum Beispiel die Potenzen g(v) = v™. Ein prominentes Beispiel ist die kinetische

Energie, %

2.2.5 Mittlere Schwankung, Fluktuation, Varianz, Standardabwei-
chung

Oft ist die Information, die im Erwartungswert enthalten ist, nicht ausreichend, schliellich

treffen im Allgemeinen alle anderen moglichen Messwerte ebenfalls auf. Die erste Zusatzinfor-

mation ist gegeben durch die Varianz, bzw. deren Quadratwurzel, die Standardabweichung.
Diese ist gegeben durch

Vy = (X — (X))?) = (X*) = (X)*,

wo das Quadrat zundchst ausmultipliziert und anschliefend die Linearitiat des Erwartungswertes
genutzt wurde. Im diskreten Fall bedeutet dies

k k 2
Vx =) Paj- (Zm) :
=1 =1

sowie im kontinuierlichen Fall

VX:/dxf(x)-:BQ—(/d:vf(x)-x)Q.

4In der Stochastik ist dies formal ein BildmaB, oder das Wahrscheinlichkeitsmafl zur Zufallsgrée ,, Geschwin-
digkeit “

SFiir nichtstetiges F', d.h. F hat Spriinge und ist insbesondere nicht differenzierbar, miissen wir genauer den
unteren Limes betrachten, F'(vp) — limy_y,,— F(v)




2.3. FLUKTUATIONEN IN MAKROSKOPISCHEN SYSTEMEN 47

Am Beispiel des Wiirfels finden wir den Mittelwert X = 3.5 und die Varianz Vy = % Die
Standardabweichung ox = +/Vx charakterisiert die Breite der Verteilung und ist beim Wiirfel
gegeben durch 1.71.

Oft ist auch die relative Schwankungsbreite von Interesse, ux = % Beim Wiirfel erhalten wir

u, ~ 0.49. Dieser vergleichsweise groie Wert ist bedingt durch die breite Verteilung von f(v)
(bzw. P;).

2.3 Fluktuationen in makroskopischen Systemen

In diesem Abschnitt betrachten wir ,,grofle“ Systeme. Ob ein System grofl ist, muss stets in
Relation zu einer anderen Grofie betrachtet werden. Hier betrachten wir ein System, welches
unterteilt ist in N identische Teilsysteme und betrachten die zuvor eingefithrten Kennzahlen
Z,0.,u, einer Zufallsgrofie x. Wir unterscheiden bei Vielteilchen-Zufallsgrofien zwischen exten-
siven und intensiven Groflen. FExtensiv heifit eine Grofle dabei, falls sie additiv ist, d.h. mit
der Vergroflerung des Systems linear skaliert. Dies ist zum Beispiel der Fall bei der Energie,
Teilchenzahl, oder beim Volumen. Zu den intensiven Groflen zéhlen Temperatur oder Druck.
Angenommen, wir haben bereits die Mittelwerte z; der Teilsysteme einer extensiven Grofle z
ermittelt. Dann ergibt sich fiir den Erwartungswert des Gesamtsystems

Z:Z’NN

wobei ~ N eine Eigenschaft der extensiven Grofe ist. Fiir die Schwankung ergibt sich

02 = (x — ) <<Zml>2> = <§;ml-émk> = <l§; (Az)) > <ZAIZ Axk> .

Dabei haben wir die verschobene Zufallsvariable Az; = x; — Z; genutzt. Wenn die Ereignisse in
allen Teilsystemen statistisch unabhingig sind, dann geht der letzte Teil gegen 0. Dann folgt

N

2= N

O, = Ogl ™~ .
=1

Damit folgt fiir die relative Fluktuation im Gesamtsystem

ihre relative Wichtigkeit nimmt ab.

Diskussion: Fiir makroskopische Systeme (N ~ 10%3) ist diese Situation sehr gut gerechtfertigt.
Allerdings gibt es auch wichtige Ausnahmen:

1. Ein Beispiel fiir abhéngige Ereignisse in Teilsystemen findet man in Festkorpern (und
Fliissigkeiten): Lenkt man ein Atom (oder eine Gruppe von Atomen) aus, so erzeugt
dies eine Gitterschwingung (kollektive Anregung/kollektive Mode) und beeinflusst damit
auch weit entfernte Atome. Damit sind verschiedene Teilsysteme miteinander gekoppelt
(korreliert), siehe Skizze in Abb. 2.3.
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&
()
o—
o—
()

Koordinate um Ruhelag

Gitteratome

Abbildung 2.3: In wechselwirkenden Systemen wie Festkérpern beeinflussen sich die Gitterato-
me durch Schwingungen auch iiber lange Distanzen: Hier bewirken die ausgelenkten Atome auf
Positionen 3 und 4 eine Auslenkung der ndchsten Nachbarn, die sich weiter fortsetzen wird.

2. Ein anderes Beispiel ist gegeben durch Quantenkohérenz/Verschrinkung). Bei sehr nied-
rigen Temperaturen kénnen dann die Wellenfunktionen der Teilchen in benachbarten
Systemteilen einander iiberlappen und eine verschrinkte Gesamtwellenfunktion bilden.
Dann sind beide Teile nicht mehr unabhéngig und man spricht von Quantenkorrelatio-
nen.

3. In der Ndhe von bei Phaseniibergdngen beobachtet man spontanes Anwachsen von “Kriti-
schen Fluktuationen”. Auch hier werden Gruppen von Teilchen gemeinsam angeregt und
bilden z.B. Tropfen bei der Kondensation eines Gases oder magnetische Domé&nen beim
Ubergang eines Festkorpers in den ferromagnetischen Zustand. Die Reichtweite dieser
kollektiven Moden kann dabei sehr grofl sein (“long range order”) und wiederum mehrere
Systemteile umfassen.

2.4 Random walk und Binomialverteilung

Der Random walk ist eine Modellierung eines gedéchtnislosen Zufallsprozesses, die ein Teil-
chen durch den R? fiihrt. In der allgemeinsten Variante betrachtet man eine Folge (7, Zs, ...)
von identisch und unabhingig verteilten® Zufallsgrofen, die jeweils die Wahrscheinlichkeit fiir
verschiedene Schrittweiten beschrieben. Der , zeitabhéngige“ Ort ist dann gegeben durch die
Zufallsgrofie

anxo—i‘i:Zj.
j=1

Der random Walk ist ein Beispiel fiir einen sogenannten Markov-Prozess, was bedeutet, dass
der néchste Schritt nicht abhéngig von allen vorigen ist: Die Wahrscheinlichkeitsverteilung
der Schrittweite eines Schrittes Z; ist per Definition komplett unabhéngig von allen vorher
getatigten Schritten. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Ortes X; hingegen ist direkt davon
abhéngig, wo das Teilchen beim j — 1-ten Schritt gefunden wurde.

Von besonderem Interesse sind hier noch diskrete Random walks mit

Um nach N Schritten den Ort k € Ny mit 0 < k < N zu erreichen, miissen von den N Schritten
genau k Schritte ,nach rechts®, d.h. Z; = 1 getétigt werden, sowie N — k Schritte mit Z; = 0.

5In der Literatur werden solche Zufallsvariablen oft mit éid fiir independent and identically distributed
bezeichnet.



2.5. GAUSS-VERTEILUNG 49

Ein solcher Pfad ist gegeben durch
(1,1,1,...,1,1,0,0,0,...,0,0) (2.2)

/

TV TV
k-mal N —k-mal

und besitzt die Wahrscheinlichkeit P = p¥(1 — p)¥=*. Allerdings ist dies nicht der einzige Pfad,
der zum Ort k fiihrt: Fiir jede Permutation ¢ € Sy auf N Elementen fiihrt

o(1,1,1,...,1,1,0,0,0, ...,0,0)

zu einer anderen Schrittfolge, die zum selben Ort fiihrt, denn die Anzahl der Schritte jeweils
bleibt dieselbe. Insgesamt existieren N! Permutationen auf N Elementen.

Nun miissen wir aber beachten, dass bei nicht-unterscheidbaren Schritten, wie zum Beispiel die
1-en untereinander, viele Permutationen effektiv gar keine andere Schrittfolge ergeben. Zum
Beispiel: Wenn o lediglich Vertauschungen innerhalb der ersten k& Elemente vornimmt, erhalten
wir, angewandt auf die Folge aus Glg. (2.2), die exakt selbe Schrittfolge. Um hierfiir Rechnung
zu tragen, werden alle Permutationen, die in dieser Weise das Ergebnis nicht beeinflussen, mit-
einander identifiziert. (In der abstrakten Algebra entspricht dies einer Faktorgruppe, vgl. Ho-
momorphiesatz.) Dies entspricht wiederum den Permutationen auf den nicht-unterscheidbaren
1-en, was uns erlaubt, die Anzahl der Permutationen effektiv um einen Faktor k! zu reduzie-
ren. Komplett analog kénnen wir aber auch alle Permutationen miteinander identifizieren, die
0-en miteinander vertauschen, was uns erlaubt, die Zahl der Permutationen um einen Faktor
(N — k)! zu reduzieren.

Zusammengefasst: Fiir £ aus N Schritten nach rechts gibt es

Moglichkeiten. Allgemeiner ist dies die Anzahl Mdéglichkeiten, aus N Teilchen genau k aus-
zuwahlen, ohne Beachtung der Reihenfolge. Eine andere Interpretation ist die Anzahl Mo6glich-
keiten, k identische Gegenstinde auf N Fécher aufzuteilen, welche aber nur maximal einen
Gegenstand aufnehmen konnen. Damit erhalten wir die Wahrscheinlichkeit fiir den Ort k, fiir
Ty = 0,

P(Xy = k) = <]Z>pk(1 v

Diese Verteilung wird auch Binomialverteilung genannt. Die Verteilung von X; trdgt auch
den Namen Bernoulliverteilung.

2.5 Gauss-Verteilung

Die Gauss-Verteilung (auch Normalverteilung genannt) ist eine wichtige kontinuierliche Wahr-
scheinlichkeitsverteilung, welche durch zwei Parameter bestimmt wird,

Juolz) = \/%eXp (—%) :

Dabei wird p der Mittelwert und o die Standardabweichung bzw. o2 die Varianz der Normal-
verteilung. Die Sinnhaftigkeit dieser Bezeichnung lisst sich leicht nachrechnen (Ubung), d.h.
die Parameter haben tatsédchlich diese Bedeutung,
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Die Verteilung fo1(x) zu g = 0 und o = 1 trégt den besonderen Namen Standardnormal-
verteilung. Die Normalverteilung tritt an vielen Stellen in der Natur unmittelbar auf (z.B.
Maxwellverteilung fiir die Geschwindigkeitsverteilung in einem klassischen Gas im Gleichge-
wicht), besitzt aber noch eine fundamentalere Bedeutung durch den zentralen Grenzwertsatz,
der Gegenstand des néchsten Kapitels ist.

2.6 Zentraler Grenzwertsatz

Wir stellen uns die Frage, was passiert, wenn wir eine Messgrofie X; haben, die Messung N
mal wiederholen (fithre MessgroBen Xo, X3, ..., Xy ein, unabhéngig und identisch verteilt), und
die gemessenen Werte mitteln. Wir sind also an der Messgrofie

N
> X
i=1
N
interessiert. Tatséchlich stellt sich heraus, dass wir das anschaulichste Ergebnis erhalten, wenn
wir unsere standardisierte Summe etwas anders definieren, ndmlich

Dabei wird implizit angenommen, dass der Erwartungswert p und die Standardabweichung o
existieren.”
Die Aussage des zentralen Grenzwertsatzes von Lindeberg-Lévy ist nun, dass die Verteilungs-
funktion punktweise

Fn(z) = P(Sy < z) — erf(x)

geht fiir N'— oo, wobei erf die Gauss’sche Fehlerfunktion notiert mit erf(z) = [*_ dz fo(Z).
Falls X; selbst eine Dichte besitzt, d.h. keinen diskreten Anteil besitzt, ldsst sich dies auch
so deuten, dass die Dichte der standardisierten Summe gegen die Dichte der Gaufverteilung
(punktweise) konvergiert.

Einen Beweis kann man z.B. iiber die charakteristische Funktion fithren: So wird in der
Stochastik die Grofie

pw) = (e77)

bezeichnet. Bei einer Verteilung mit Dichte entspricht dies einfach der Fouriertransformation.
Bei diskreten Anteilen gibt es in ¢ noch weitere Beitrige. Es liasst sich elementar mit Mitteln
aus Analysis III zeigen, dass eine Folge von ZufallsgroBen (hier Sy) gegen eine andere Zufalls-
grofe S in Verteilung konvergiert genau dann, wenn die charakteristischen Funktionen der Sy
punktweise gegen die charakteristische Funktion von S konvergiert. Diese Hilfsaussage mochten
wir hier nicht beweisen, aber nutzen sie fiir einen Beweis des zentralen Grenzwertsatzes.

Eine weitere wichtige Aussage, die wir nutzen werden, betrifft die Summe von unabhéngigen
Zufallsvariablen: Seien X und Y unabhéngige Zufallsgrofien. Dann gilt

(eWXH)Y — (XY (V) (2.3)

(Das Auseinanderziehen des Erwartungswertes und der Exponentialfunktion ist wegen der sto-
chastischen Unabhéngigkeit moglich.)

"Dies ist nicht selbstverstindlich: Man betrachte z.B. die Dichte %ﬁ, bei kein Momentenintegral konver-
gent ist. Diese Verteilung heifit auch Cauchy-Verteilung.
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Nun untersuchen wir, wie die charakteristische Funktion von Z; aufgebaut ist:

WwZi\ _ =1 _ w? 2
p1(w) = (e >_ZH(ZW)k<Zf>—1—7<Zi>+---

Mit Sy = Z1 + Zs + ... + Zy finden wir dank Gleichung (2.3) die charakteristische Funktion
on von Sy, (vernachlissige die kleineren Termie O(N %))

W (1= (1Y (- o (1) e
W) = —_ —_ —_ — == —_ e .
YN 2N N N IN

Dabei wurde im letzten Fall die Exponentialfunktion aus der Folge identifiziert. Der Ausdruck
auf der rechten Seite ist aber die charakteristische Funktion der Standardnormalverteilung. Aus
der ersten Hilfsaussage folgt nun, dass Sy gegen eine Standardnormalverteilung in Verteilung
konvergiert.

Anmerkung: Fiir die standardisierte Summe teilt man durch V/N. Beim arithmetischen Mittel
teilt man durch N, sodass man aus dem zentralen Grenzwertsatz direkt erhélt, dass mittlere
Fehler des Mittelwertes wie 1/v/N abfillt. Dies liefe sich aber auch elementar zeigen. Das
arithmetische Mittel wird fiir viele Messwiederholungen Gaufiverteilt, wobei die Breite immer
geringer wird. Da der Erwartungswert des arithmetischen Mittels unabhéngig von N ist, folgt
hieraus, dass die relativen Fluktuationen bei Messwiederholung und Mittelung stets gegen 0
gehen, sofern der Erwartungswert nicht 0 ist.

2.7 Phasenraum. Gibbs-Verteilung. Liouville-Gleichung.
Gleichgewichts-Verteilung

Ziel: Unser Ziel ist nun die Uberfithrung der klassischen Mechanik (deterministisch, “exakt”)
in eine Wahrscheinlichkeits-Beschreibung. Insbesondere geht es um:

e Definition einer Wahrscheinlichkeitsdichte im Phasenraum f£.

e Statistische Mittelung von fZ(Ensemble, Beriicksichtigung von Umgebungseinfliissen,
etc.)

e Dies fiihrt uns auf eine gemittelte Grofie fy = (fF) — die Gibbsverteilung. Fiir diese
werden wir eine Bewegungsgleichung finden — die Liouville-Gleichung.

e Wir kldren die Struktur von fy im thermodynamischen Gleichgewicht auf.

2.7.1 Wahrscheinlichkeitsbeschreibung der klassischen Mechanik

In der Mechanik sei ein System mit NV identischen Teilchen beschrieben durch ihre Phasenraum-
koordinaten {r;(t), p;(t)} = Q(t) € T'gx. Bei zufilligen Anfangsbedingungen Q(0) werden auch
die Trajektorien als zuféllige Ereignisse aufgefasst. (2(¢) folge aus 2(0) durch die Newton’schen
Gleichungen, der quantenmechanische Fall wird spéater separat behandelt.

Diese sehr feine Beschreibung soll nun in eine Wahrscheinlichkeitsdichte FZ {iberfiihrt werden,
und zwar tun wir dies in Analogie zur Elektrodynamik: Punktteilchen werden dort beschrieben
durch

fi(r,t) == é(r,t) = §(r —r(t).



