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Kapitel 1

Einfiihrung: Thermodynamik und

Statistische Physik in der modernen
Physik

Thermodynamik und Statistische Physik schliefen den {iblichen Grundkurs zur Theoretischen
Physik ab. Dabei unterscheidet sich die Herangehensweise erheblich von den bisherigen Kursen
— Mechanik, Elektrodynamik und Quantenmechanik. In diesen Stand in der Regel das Verhal-
ten eines einzelnen Teilchens im Vordergrund bzw. das elektromagnetische Feld, das ein oder
mehrere Teilchen erzeugen. Im aktuellen Kurs geht es dagegen in der Regel um Systeme vieler
Teilchen und um deren kollektives Verhalten und verschiedenen Umgebungsbedingungen. Dabei
stellen Thermodynamik bzw. Statistische Physik unterschiedlich Betrachtungsweisen und Me-
thoden in den Mittelpunkt, die zueinander komplementér sind. Dies werden wir in Folgenden
genauer untersuchen.

1.1 Mechanische versus statistische Beschreibung physi-
kalischer Prozesse

In den Kursen der Theoretischen Physik I bis III wurden mechanische und quantenmechanische
Probleme, insbesondere in Verbindung mit elektromagnetischen Feldern, (nicht-)relativistisch
behandelt. Im Fokus standen stets Eigenschaften und die Dynamik von einzelnen Teilchen.
Die statistische Beschreibung weicht in zwei Formen davon ab: Einerseits stehen Systeme mit
makroskopischen Teilchenzahlen im Vordergrund, andererseits werden stochastische Kréfte ein-
gefithrt, die i.d.R. nicht genau bekannt sind.

Man betrachte ein einzelnes klassisches Teilchen. Die Newton’schen Bewegungsgleichungen be-
schreiben dann ein Anfangswertproblem:

mi(t) =F

r(0) = ro, v(0) = vq.

Die Losungen dieses Anfangswertproblems liefert die Trajektorie {r(t), v(¢)} und ist exakt be-
kannt. Der Ubergang von einem Teilchen auf N Teilchen wird spater diskutiert.

Vollig analg zur klassischen Mechanik ist auch die Wellendynamik in der Quantenmechanik
deterministisch. Dort ist die Dynamik beschrieben durch

0 A
iho [0(t)) = H|T)
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mit H = —QH—QA + V(r) und Anfangsbedingungen [¢(t)) = |¢). Die Losung |[i(t)) ergibt

sich durch Losen der Schrodingergleichung und ist deterministisch. Die stochastische Natur der

Quantenmechanik ergibt sich beim Messprozess sowie bei der physikalischen Interpretation der
Wellenfunktion.

Beide Ansétze beschreiben also deterministische Probleme. Voraussetzungen fiir deren Reali-
sierung sind

e Alle Krifte (bzw. die Potentiale) miissen bekannt sein (mit hinreichend hoher Genauig-
keit)

e Die Anfangsbedingungen miissen bekannt sein (mit hoher Genauigkeit)

Im Folgenden betrachten wir zwei Beispiele, an denen wir die Grenzen eines solchen determi-
nistischen Zugangs diskutieren wollen.

Beispiel 1: Stromfluss durch einen Draht, s. Abb. [I.1] Aus der Elektrodynamik wissen wir,

O 2O |onengitter - StoRe mit e~

€)oo

[
U
Abbildung 1.1: Beispiel 1: Schema fiir die Messung der Stromstérke durch einen Draht bei

angelegter Spannung U. Abhéngig vom Material ist die Leitfdhigkeit, die unter anderem durch
StoBe von Elektronen mit dem Ionengitter bestimmt wird.

dass der Strom bei N Elektronen gegeben ist durch I &~ Ne-v. Dabei ist v die Driftgeschwindig-
keit, die eine mittlere Eigenschaft aller Elektronen aufzufassen ist. Die Driftgeschwindigkeit ist
durch verschiedene Faktoren bestimmt, insbesondere durch Stéfie mit dem Metallgitter (bzw.
Phononen). Dabei ist klar, dass diese Stofie zufillig erfolgen und jedes einzelne Elektron da-
durch vermutlich einen andere Driftgeschwindigkeit aufweisen und damit einen anderen Beitrag
zum Strom liefern wird.

Wir fragen daher zunéchst, wie sich v bzw. I experimentell bestimmen lassen. Um einen re-
prisentativen Messwert der Stromstérke zu erhalten, gibt es verschiedene Ansétze, vgl. Abb.

2t

1. Da der Strom als Funktion der Zeit variiert, lasst sich eine Zeitmittelung durchfiihren:
[=21 [T1(t)dt, Fig.[L.2a

2. Alternativ besteht die Moglichkeit einer Ensemblemittelung: Wiederholung einer (kurzen)
Messung M mal: I = (I) = 57 S M I, s. Fig. .b.

Beide Methoden liefern ein statistisches Resultat: einen Mittelwert sowie die Schwankungsbrei-
te um diesen herum. Interessant ist die Frage, unter welchen Bedingungen die Ergebnisse aus
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a) b)

X
P X % P
2 x g 5
Z (D F ) 3
: I X y I :
£ y X X 2

Zeit t Messung n

Abbildung 1.2: Beispiel 1: Schwankungen in den Messwerten lassen sich durch verschiedene
Methoden verringern. Am Beispiel der Stromstédrke kann man den Messzeitraum verldngern
und den mittleren Strom berechnen (Zeitmittel, a)), oder kurze Messungen wiederholen (En-
semblemittel, b)).

a) und b) iibereinstimmen. Wir vermuten, dass dies erfordert, dass die Spannung hinreichend
konstant ist und auch der Zustand des Gitters sich nicht dndert. Dann sollte das System in
einem stationdren Zustand sein. Dariiber hinaus muss bei der Messreihe sichergestellt sein, dass
alle moglichen Realisierungen der Trajektorie des Elektrons (z.B. alle moglichen Anfangsbedin-
gungen) addquat reprisentiert sind. Wenn dies der Fall ist, spricht man von einem ergodischen
System, und Zeit- und Ensembel-Mittel sollten iibereinstimmen.

Wie wiirde man das Problem in einem Computer-Experiment angehen? Man kénnte — wie
oben erlautert — die Dynamik jedes einzelnen Elektrons durch Losung der Newtonschen Glei-
chungen berechnen, wobei man ein geeignetes Modell fiir die Beriicksichtigung des Einflusses
von StoBen auf das Elektron finden miisste. Die Unsicherheit der Anfangsbedingungen (Position
und Geschwindigkeit vor Eindringen in den Draht) ldsst sich dann durch hiufige Wiederho-
lung der Simulation und anschlieBender Mittelung beriicksichtigen — dies entspricht genau dem
Ensembel-Mittel.

Exakte Losung? Wir fragen uns nun, ob sich die Unsicherheit der Wechselwirkung des Elek-
trons mit den Drahtatomen nicht vermeiden lédsst, indem man das Problem exakt 16st. Das
wiirde bedeuten, die Dynamik des Elektrons selbstkonsistent mit der Dynamik der Atome mit
Hilfe der Newtonschen Gleichung fiir das Gesamtsystem zu losen. Diese Idee ruft natiirlich
sofort praktische Einwande hervor, wir lassen dies aber zunédchst unkommentiert. Wir werden
uns damit genauer im Abschnitt auseinander setzen.

Alternativer Ansatz (Statistische Physik). Charakteristisch fiir das Vorgehen in der Sta-
tistischen Physik ist die Vermeidung der wiederholten mechanischen Rechnungen. Stattdessen
betrachtet man zu Beginn das Mittel {iber die moglichen Anfangszusténde des Elektrons (z.B.
mittlere Position, mittlere Anfangsgeschwindigkeit), s. Abb. , und fiithrt eine einzige Simula-
tion, ausgehend von diesem mittleren Anfangszustand aus. Fiir die Berechnung der “mittleren
Trajektorie” benétigt man im weiteren eine geeignete gemittelte Kraft, F' — (F), von Seiten
der Gitteratome (z.B. durch Mittelung tiber deren Positionen, Auslenkungen usw.). Die zentrale
Frage der Statistischen Physik lautet dann: wie sieht diese (einzige) Bewegungsgleichung fiir die
mittlere Trajektorie aus? Wie kann man sie aus den urspriinglichen exakten Newtonschen Glei-
chungen ableiten? Des weiteren stellt sich auch die Frage, welche Grofien geeignet sind, dieses
mittlere Verhalten adédquat zu reproduzieren. Diese Betrachtung fiithrt auf kollektive Grofien,
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a)

b)

Wabhrscheinlichkeit W, (p.)

X0
Koordinate x

DPx,0

Impuls p,

Abbildung 1.3: Beispiel 1: Durch Mittelung iiber Anfangszustéinde erhalten wir Wahrschein-
lichkeitsaussagen dariiber, welche Orte und welche Impulse mit welcher Wahrscheinlichkeit
besetzt sein werden. Die Gesamtinformation iiber beide Groflen ist in der Verteilungsfunk-
tion/Phasenraumdichte, f(z,p,,t), enthalten.

L R
o
o
o
o o
° o
o
(-]
(-]
o o
. o
N Teilchen

Abbildung 1.4: Skizze zu Beispiel 2: Zu Beginn des Experiments befinden sich N Gasteilchen
in der linken Kammer (N, = N, Ng = 0), deren Verbindung zur rechten zur Zeit ¢t = 0 gedffnet
wird.

die das Verhalten des Systems als Ganzem (Vielteilcheneigenschaften) charakterisieren. Ausge-
hend von Abbildung[1.3] in der der Anfangszustand durch eine Wahrscheinlichkeits-Verteilung
f(z, p) charakterisiert ist, konnte man z.B. fragen, wie entwickelt sich diese Verteilungsfunktion
mit der Zeit? Welcher Gleichung geniigt als f(x, p,t)? Die Frage geeigneter kollektiver Observa-
bler untersuchen wir im Folgenden noch genauer. Vorher betrachten wir aber noch ein zweites
Beispiel.

Beispiel 2: Wir betrachten N Gasmolekiile in einem Volumen V. Dieses Volumen sei die linke
Kammer einer Box mit zwei identischen Kammern, die bis zur Zeit ¢ = 0 nicht verbunden seien.
Die rechte Kammer sei hingegen leer. In Formeln hiefe dies:
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Fiir t > 0 sei die Verbindung geoffnet: Gasmolekiile stromen in die rechte Kammer.

N
t— 00 NL(t)%E

N
Ng(t) — 5} Endzustand

Das qualitative Zeitverhalten der linken und rechten Teilchenzahl ist in Abb. [1.4]a) skizziert.
Diese Teilchenzahlen stellen Mittelwerte iiber die gesamte linke bzw. rechte Kammer dar.
Mochte man aber mehr Informationen iiber diesen Prozess, z.B. dariiber, wie sich die Teil-
chen in den einzelnen Kammern verteilen und wie sich diese Verteilung entwickelt, benotigt
man eine ortsabhéngige Dichte der Teilchenzahl (Teilchendichte), n(z,t), die wir unten definie-
ren, s. Glg. (1.1). Die Entwicklung dieser Gréfe ist in Abb. [1.4]b) gezeigt. Diese Entwicklung in
zu einer rdumliche homogenen Verteilung der Teilchen ist typisch fiir einen Diffusionsprozess,
der haufig durch die Diffusionsgleichung

on(r,t)
ot

= DAn(r,t), (1.1)

modelliert wird, wobei D den Diffusionskoeffizienten bezeichnet, der eine charakteristische Ma-
terialeigenschaft des Gases ist.

Exakte Losung? Reversibilitit oder Irreversibilitdt? Wie beim ersten Beispiel fragen wir
uns jetzt, ob wir diesen Vorgang “exakt” simulieren konnten, also durch Losung der Newton-
schen Gleichungen fiir alle Gasmolekiile, inklusive ihrer Wechselwirkung mit der Wand. Wenn
das System hinreichend klein ist, scheint es keine prinzipiellen Einwénde zu geben. Allerdings
stellen sich sofort einige Fragen: ist dieses kleine System reprisentativ fiir ein reales makro-
skopisches? Zum anderen: der Diffusionsprozess ist irreversibel, d.h. das durchmischte System
wird sich kaum wieder spontan entmischen. Gleiches gilt fiir die Losung der Diffusionsgleichung
, die gegen eine homogene Dichte konvergiert und in dieser verbleibt.

Im Gegensatz dazu wére die Losung der Newtonschen Gleichungen natiirlich zeit-reversibel
(wie auch die Losung der Schrodinger-Gleichung). Und dennoch sollte eine solche mechanische
Losung zu einer Gleichverteilung der Teilchen in beiden Kammern fithren. Der Widerspruch
16st sich dadurch auf, dass es tatsédchlich im Prinzip moglich ist, dass sich als Ergebnis der
mechanischen Bewegungsgleichungen zu einem Zeitpunkt ¢ > 0 wieder alle Teilchen in der lin-
ken Kammer befinden. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen gegebenen Zeitpunkt sinkt jedoch mit
steigender Teilchenzahl (vgl. Poincaré-Zeit) exponentiell gegen 0. Um sich zu iiberzeugen, dass
die Wahrscheinlichkeit bei gegebenem N nicht exakt 0 ist, verdeutliche man sich einfach den
Fall kleiner N (beginnend mit N = 1 und N = 2). Fiir diesen Fall ist die klassische Simulation
(Molekulardynamik) leicht zu realisieren und bestétigt diese Erwartung. Auch diese Aspekte
greifen wir in Abschnitt noch einmal genauer auf.

Beispiele kollektiver Grofien

Wir hatten bereits einige Gréflen kennengelernt, die die Eigenschaften des Gesamtsystems cha-
rakterisieren und damit an die Stelle der Einzelteilchen-Trajektorien treten. Hier geben wir
weitere Beispiele an.

e In Beispiel 1 lasst sich der Strom aus der angelegten Spannung U berechnen geméafl dem
Ohmschen Gesetz,

I:—:[j~0‘7 (12)
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NF\a) = =0 b) 4 n(r)

N

=00

Ng

Zeit t Ort x

Abbildung 1.5: Skizze der Relaxation in Beispiel 2: Die Teilchen stromen aus der linken in die
rechte Kammer. a: Zeitentwicklung der Teilchenzahlen in der linken und rechten Kammer. b)
Zeitentwicklung des Dichteprofils, n(z,t).

wobei o und R die elektrische Leitfahigkeit bzw. der elektrische Widerstand sind. Dies sind
Materialgroen, die bereits eine Mittelung iiber viele Atome enthalten. Widerstand und
Leittdhigkeit lassen sich im Prinzip fiir jedes Material exakt aus einer Quantentheorie des
Festkorpers berechnen. Es bleibt aber aulerdem zu kléren, wie sich das Ohmsche Gesetz
aus den mikroskopischen Bewegungsgleichungen ableiten lasst und unter welchen
Bedingungen und Annahmen es giiltig ist. Ahnliches gilt fiir andere Transporteigenschaf-
ten, zu denen auch der Diffusionskoeffizient aus Beispiel 2 gehort. Auch dort stellt sich

die Frage nach der Giiltigkeit der Diffusionsgleichung ((1.1)).

e In Beispiel 2 haben wir Diffusion betrachtet. Kollektive Gréflien waren zum Beispiel die
Teilchenzahlen N (¢) und Ng(t) in den jeweiligen Kammern. Besser aufgelost wire das
Experiment durch die zeitabhéngige Teilchendichte

AN(r)

n(r ) = Alxl/rgo AV

e Beispiel 3: Verteilungsfunktion f(r,p,t). Diese steht in Relation zur ortsabhingigen
Teilchendichte durch n(r,t) = [d®p f(r,p,t), und es gilt die Normierungsbedingung

[ &rd’p f(r,p,t) = N
e Weitere kollektive Grofien sind gemittelte Gréfien wie

— mittlere Geschwindigkeit
— mittlere kinetische Energie

— Druck, chemisches Potential

Zeitskalen und relevante Prozesse in der Thermodynamik und der statistischen
Physik

Nach langen Zeiten t > t, relaxieren grofle Systeme gegen einen ,End“-Zustand, i.e. den
wahrscheinlichsten Zustand (Gleichgewichtszustand). t. ist die Relaxationszeit. Nach dieser
Zeit sind relevante Relaxationsprozesse praktisch abgeschlossen.

Fiir t < t,q ist das System noch stark zeitlich verdnderlich. Es stellt sich die Frage danach,
welche Prozesse zur Relaxation beitragen.
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Offenes System . _
Zu-/Abfluss von Energie, Teilchen

—

I
v

Abbildung 1.6: Skizze des FlieBgleichgewichts: Teilchen strémen ins System hinein und wieder
heraus. Das Verhalten einzelner Teilchen ist zeitabhéingig, kollektive Groflen bleiben jedoch
stationér. Solche Situationen sind relevant u.a. in chemischen Reaktionen, technologischen Sy-
stemen im Dauerbetrieb, sowie in biologischen Prozessen.

In Beispiel 2 wiirde man zum Beispiel Diffusion sowie Teilchenstofle als relevante Mechanismen
erwarten. Die Relaxationszeit ¢, ist eine intrinsische Eigenschaft des Systems und dariiber
hinaus abhéngig von &ufleren Bedingungen wie Temperatur und Druck.

In Beispiel 1 ist der elektrische Widerstand abhéngig von Gitterschwingungen (Phononen),
Elektron-Elektron-Wechselwirkung sowie von der Temperatur.
Im Allgemeinen ist t,, noch weiter unterteilt je nach Prozessen.

Ziel der statistischen Physik: Prozesse, ihre Wahrscheinlichkeit und Zeitskalen qualitativ
beschreiben.

Bemerkung: Die Thermodynamik beschéftigt sich vor allem mit Gleichgewichtseigenschaften
der Materie. Auch stationére Nichtgleichgewichtszustinde kénnen thermodynamisch beschrie-
ben werden (sog. FlieBgleichgewicht, Abb. .

Zusammenfassung: Theoretische Beschreibung von Vielteilchensystemen

Sofern die mechanische Beschreibung praktisch moglich wére, konnte man damit die beiden
anderen Gebiete ersetzen. So lassen sich kollektive Gréflen im Prinzip problemlos aus der mi-
kroskopischen Information durch entsprechende Summationen iiber alle Teilchen gewinnen.
Praktisch ist dies in der Regel allerdings nicht der Fall [Bonitz, 1998]: Quantenmechanische
Systeme skalieren exponentiell im CPU- und RAM-Bedarf mit der Teilchenzahl, klassische
aber immerhin quadratisch (abgesehen von modernen hierarchischen Verfahren). Makroskopi-
sche Systeme haben Grofenordnung 10%* Teilchen, wo die ungiinstigen Skalierungen ordentlich
zu Buche schlagen. Die grofiten Computer werden in naher Zukunft in der Lage sein, sol-
che klassischen Systeme zu berechnen. Dennoch wird dies im Allgemeinen nicht sinnvoll sein,
da die relevanten kollektiven Prozesse (Beispiel 2) viel langsamer sind und zum anderen auf
viel grofleren Langenskalen als die Zeit- und Léngenskalen eines einzelnen Teilchens passieren
(10°m/s vs. cm/s). Das ,Herausfiltern“ der Informationen ist extrem aufwendig und ineffizi-
ent. Der mechanische Zugang verhindert den Fokus auf kollektive Prozesse. Der mechanische
Zugang ist nur dann sinnvoll, wenn keine alternativen statistischen Modelle existieren, oder zur
Entwicklung von solchen Modellen.

Beispiele fiir sinnvolle mechanische Modellierungen:

e Phaseniibergénge. Molekulardynamik-Simulation eines Gas-Fliissig-Fest-Phaseniibergan-
ges liefert die kritischen Parameter (Tp,, kollektive GroBe) in Abhéngigkeit vom Wech-
selwirkungspotential (mikroskopische Grofe).

e Chemie, Materialwissenschaften, Festkorperphysik: Klassische Molekulardynamik fiir Ato-
me und Molekiile werden auch heute oft durchgefiihrt. Aus diesen Rechnungen erhélt man
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zum Beispiel Beweglichkeiten, Reaktionsraten, wenn die Wechselwirkungskrafte “Kraft-
felder” (force fields) hinreichend genau bekannt sind (z.B. aus Dichtefunktionaltheorie-
Simulationen, in Kombination mit Neuronalen Netzen).

= Statistische Physik und Thermodynamik sind nach wie vor unverzichtbar. Die Basis ist ei-
ne wahrscheinlichkeitstheoretische Beschreibung mit geeigneter Mittelung iiber Mikrozustande
(dadurch erfolgt eine Verbindung zur Mechanik).

1.2 Gegenstand der Thermodynamik und Statistischen
Physik

Die Statistische Physik ist relevant in nahezu allen Fachgebieten der Physik und Chemie, sowie
in zunehmendem Mafle auch in der Biologie. Auch in den Geisteswissenschaften (z.B. Sozio-
logie) werden zunehmend statistische Methoden angewandt, die von Erfahrungen der Statisti-
schen Physik profitieren.

Die wohl prominentesten Systeme, fiir die sich eine statistische Beschreibung eignet, sind die
Gase:

e ideales Gas (Modell)
e ,Reale® Gase (Wechselwirkung zu Teilchen)
e Quantengase (Fermi-/Bosegase)
e Photonen-,Gas*
Fliissigkeiten:
e ideale und reale Fliissigkeiten (Viskositét, Turbulenz)
e Quantenfliissigkeit (Fermi-/Bosefliissigkeit), Suprafluiditét
e Losungen, chemische Reaktionen
Festkorper:
e kristalline, amorphe Festkorper

e kollektive Phdnomene: Schwingungen (Phononen), magnetische Eigenschaften, Transport-
eigenschaften wie Leitfahigkeit, Warmeleitfahigkeit, optische Eigenschaften (von allgemei-
nem Interesse, auch fiir Gase und Fliissigkeiten)

Plasmen:

e geladene Teilchen: starke Wechselwirkung, kollektive Phénomene (Plasmaschwingungen,
-wellen, Abschirmung etc.)

Die Uberginge zwischen diesen Systemen sind im Allgemeinen flieBend (,, Phaseniibergéinge*).

Allgemeine Fragen:

e Gibt es allgemeine,d.h. materialunabhéngige Gesetzméfigkeiten?

e Gibt es allgemeine Groflen und allgemeine Bewegungsgleichungen fiir diese?
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Teilchenzahlen von Interesse umfassen:
e makroskopische Systeme (thermodynamischer Limes) enthalten N ~ 10?3 Teilchen;

e mesoskopische Systeme mit nur N ~ 100. .. 10 Teilchen sind derzeit ebenfalls von grofiem
Interesse und werden auch mit Methoden der Statistischen Physik beschrieben.

Entfernte Gebiete:
e Chemie
e Biologie: Populationsdynamik

e Soziale Systeme: Infektionsdynamik, Wahlprognosen, Wahler-Wanderungen, Aktienkurse
u.v.a.m.

In Beispiel 1: Bei der ,exakten“ mechanischen Dynamik der Elektronen und aller Teilchen
(Gitteratome) miissen viele Probleme gelost werden:

e N sehr grof
e Quanteneffekte nicht (vollstandig) beriicksichtigt

e Verhalten der Ergebnisse bei Wiederholung der Simulation

1.3 Historische Bemerkungen

1.4 Macht die Computerrevolution die Statistische Phy-
sik tiberfliissig?

Dieser offensichtlichen Frage haben sich viele Autoren gewidmet. Die rasante Entwicklung der
Computertechnik suggeriert in der Tat, dass die “exakte” mechanische Beschreibung auf immer
groflere Systeme ausgedehnt werden kann und Modelle der Statistischen Physik zunehmend
iiberfliissig werden.

Mit dieser Frage habe ich mich in meinem Habilvortrag im Jahr 1998 in etwas scherzhafter
und iiberspitzter Form auseinandergesetzt. Dabei verwende ich ein Gedankenexperiment: was
wére, wenn die Leistungsfihigkeit der verfiigharen Computeer ausreichen wiirde, um fiir ein
makroskopisches System mit gréfienordnungsméBig 10?3 Teilchen die Newtonschen Gleichungen
exakt zu 16sen? Ich habe des weiteren angenommen, dass dieser Moment bereits im Jahr 1686
gewesen sei, als Newton sich mit der Mechanik beschéftigte, so dass ihm ein solcher Computer
zur Verfiigung gestanden hétte. Wie wire die Entwicklung der Physik dann verlaufen?



Bringt die Computer-Revolution

das Ende
der Statistischen Physik 7

Michael Bonitz

FB Physik, Universitat Rostock

. Die Antwort ist offensichtlich 7

. Einleitung: e Statistische Physik oder exakte Wissenschaft?

e Entwicklung der Computertechnik und ihre Konsequenzen

. Mechanische (“exakte”) Beschreibung von Vielteilchen-Systemen
e Gedankenexperiment

e Moglichkeiten und Grenzen
. Zweckmassigkeit der statistischen Beschreibung

. Fazit. Die Antwort ist offensichtlich (7)

Rostock, 7.7. 1998
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1. Die offensichtliche Antwort

Statistische Physik

= benutzt Wahrscheinlichkeits-Methoden
= ist eine ungenaue Wissenschaft

(z.B. Erdbebenvorhersage, Bauernregeln)

Computer

= gestatten genaue Rechnungen

= machen statistische Methoden iiberfliissig

2] J




2. Einleitung

Statistische Physik. Statistische Methoden

Gegenstand: = Makro-Systeme aus vielen Teilchen (i.a. N ~ Ny ~ 10%)

= alle Erscheinungsformen der Materie:

gasformige, flissige und feste Stoffe;
interstellarer Staub;
Plasma;

im weistesten Sinne auch: chemische und biologische Objekte

Phanomene: = Makroskopische (kollektive) Eigenschaften:

Thermodynamische:

Druck, Temperatur, chem. Zusammensetzung ...

Transport:
Diffusion, Leitfahigkeit, Strahlungsabsorption ...

Ziele: = Analytische bzw. numerisch auswertbare Resultate

= Ableitung makroskopischer Ausdriicke aus

mikroskopischer Theorie (elementarer Struktur)

B




Beispiele Statistischer Theorien

Theorie Grossen Gleichungen

Thermodynamik p,V,T,N ... Hauptsatze der TD, Zustands-

F(N,V,T) ... gleichung, Massenwirk.gesetz ...
Ratenkinetik/ na(t), T(t) Reaktions- /Bilanzgleichungen®*,
Populationskinetik Rauber—Beute-Gleichungen ...
Hydrodynamik/ n(r,t), v(7, t), Navier—Stokes-Gleichung,
Gasdynamik ... (7, t), (7, t) . Reaktions—Diffusions—Glgn. ...
Kinetische Theorie (T, 7, L), Boltzmann—Gleichung,

g(Ul, Fl, 172, T_"Q, t)

-

*7.B.:

A+B<+—C

d
dtc

) =W ny@)np(t) — W - ne(t)

Weitere Beispiele:

Aktienkurs—Modelle,

Quantenstatistik, Quantenelektrodynamik u.a.

4
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Mikroskopische Beschreibung von Vielteilchen—Systemen

Klassisches N-Teilchen-System

Ezakte Bewegungsgleichungen (Newton)

d VT : & F, 1...N
- 2——_; = 7 j = 1
~ '},:5 lj'___, i dtQT '
RS N 7(0) = ¥
o eV m0) = 7
v . d .
N/ 7 7(0) = 2R =4
Randbedingungen
z.B. Atome/Molekiile, oder
Elektronen und Kerne (Ionen) Losung: 7(t), 0i(t) fiir beliebige Zeiten

= Vollstdndige Information tiber Zeitverhalten des N-Teilchen—-Systems

= Mikrozustand exakt bekannt, damit auch

= Alle makroskopischen Eigenschaften direkt berechenbar:

Teilchenzahl in AV : Nay(7,t) = dr' n;(r',t), ni(F,t) = 6[F — 7(2)]
=1 AV
. . — 14 m’l -2 / /
z.B. Kin. Energie: Way(7,t) = > — Ui (t) / dr' n;(r',t)
1=1 AV

i -

= Giiltig fiir beliebige (klassische) Systeme und beliebige N (auch N ~ 10%)

B




Die Gegen—Argumente der Statistischen Physiker

(a) “Das geht nicht immer”

— insbesondere Quanteneffekte nicht beschreibbar

(b) “Wir wiirden ja gern, aber es geht praktisch nicht”

Standard—Lehrbiicher: “Losung der Bewegungsgleichungen ist ...”

“... fir ein Vielteilchen—System leider nicht moglich”, Isihara 1971;

“... fur thermodynamische Systeme praktisch unmoglich”,
Kluge/Neugebauer 1994;

“... fur molekulare Systeme ... ein lacherlich hypothetischer Zugang”,
Mayer /Goeppert-Mayer 1977

(c) “Wir wollen das nicht”

— Ausdehnung der mechanischen Beschreibungsweise

bringt keine neuen Einsichten, u.a. Feynman (Lectures)

6
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(Rechen)Technische Grenzen der mechanischen Beschreibung

~

Haupt—Speicherbedarf: Zustand eines N-Teilchensystems:

9N Vektoren — 6N skalare relle Zahlen, je 16 Byte = 100 - N Byte

Rechen-Leistung: Anzahl Operationen (FLOP) pro Zeitschritt At:

z(t + At) = z(t) + At - v(t) 6- N FLOP

ot + At) = v(t) + At - F()/m 6N - Np FLOP
Np ~ 1+N/2,

Fi=F"+3 % F;
J#

bzw.

Np ~ 1+ logN (hierarch. Algorithmen)

= Gesamtzahl bei 10 Schritten: 6+ N - (2 + logN) - 10*° FLOP

Beispiel: N =10%:  10% Byte, = 10® FLOP
FLOP /Tag Perspektiven Byte RAM

10¥t—— — —— — = — — — — — — — 1 102°
41020

10% 1 v
] 1015

1015 L /”;

S 110%
105)(‘_’ = . 1 1 1 | ] 105 =
1950 1970 1990 2010 2030 2050

[/




Der Alptraum der Statistischen Physiker

In X Jahren wird die dynamische Simulation von Makro—Systemen

(N ~ 10%) moglich sein

= Angesichts allgemein leerer Kassen

einigen sich Kultus- und Finanzminister auf:

Einstellung der Statistischen Physik (in X + 10 Jahren)

Einstellung der Materialforschung (in X + 15 Jahren)

Einstellung der Chemie (in X + 20 Jahren)

Einstellung der Biologie (in X + 25 Jahren)

& =1

8




“Worst case scenario”: X — +0

Es geht noch schlimmer!

Y

(Gedankenexperiment

] J
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Der Beginn der Neuen Physik

1687 1. Newton: e Dynamisches Grundgesetz

mu(t + At) — mu(t) = At - F
r(t+ At) —r(t) = At - v

[Differenz-Form!]

Av p-==->

At

Technische Daten: nicht {iberliefert, integr. Tastatur/Monitor (s.u.)

Rechenzeit pro Job (wall clock): 24 Stunden

Superconducting Supernatural SLlpercalgi}Lafor

INPUT

L X Y9 2 V% i \s
Fi‘{g;_i‘ £
5 ¥ o5y
OUTPuU7T
£ L X Y2 Ny Uy

FSIY
€ Hax At
Ar AV
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Fortschritte der Neuen Physik (17./18. Jh.)

1. Mechanik einzelner Korper (Newton und Schiiler):

- Uberpriifung des Fallgesetzes (Obst und andere Kérper)

- Anwendung des Newtonschen Grundgesetzes auf andere Krafte

2. Himmels—Mechanik (Newton u.a.):

m- M
- Entdeckung des Gravitations-Gesetzes: Gy ~ ——5—
TmM

- akurate Berechnung der Mondbewegung, Gezeiten

- Bahn-Berechnung Planeten, Kometen etc., Vorhersage neuer Planeten

3. Numerische Methoden (Newton): Verfahren der Interaktiven Iteration:

|Start—Ansatz fiir Kraft|

|

| Korrektur der Kraft|— Iiéaiﬁung auf SSS

= Y
Vergleich mit Beobachtung|—|Resultat fiir Kraft]|

= Beispielloser Aufschwung der Mechanik

= Sehr gute Ubereinstimmung mit Experiment




Erste Probleme

I. Rotation starrer Korper:

¢ Rotation nicht beschreibbar (Punkt)

\

m m t

L. Euler: Idee der Unterteilung des Korpers

— “2-Punkt(3-Punkt)-Korper” (willkiirlich)

I1. “Formveranderliche” Korper (Fliissigkeiten, Gase):

e Geschwindigkeitsdnderung im Gefass

.3‘

-
b E P Va
- Vv, =
_-s.

D. Bernoulli: Iterative Segmentierung + Interaktive Iteration

Konvergenz fiir jedes Gefass, Al ~ dpin/3

e Aber: unterschiedliche Resultate fiir verschiedene Gefasse




Der Triumph der Newtonschen Mechanik

~

18./19.Jh.:

= Fortschreitende Segmentierung

- R. Brown 1827: Entdeckung der

Molekularbewegung

Revolutionierung der Wissenschaft:

1072
104
1078
10~%

= Exakte universelle mikroskopische Theorie

Philosophie: = Sieg der Demokrit’schen Atomistik

Grosse Reform von Forschung und Lehre:

= Starke Einschrankung der nichtexakten Forschungsrichtungen

Al in Nf, [INf = 0.422m]

1700 1750 1800 1850

in der Physik (Thermodynamik, Hydrodynamik usw.)

Letzter Durchbruch:

1
A. Coulomb 1785: Entdeckung einer universellen Mikro—Kraft F(r) ~
A. Angstroem 1850: Absolute Konvergenz bei Al~1...100 A

r2

= SSS-Kalkulationen auf molekularer Ebene

= “Molekular-Dynamik”
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Kihne Anwendungen iber die Physik hinaus

Chemie

Modellierung chem. Reaktionen:

=" /AB

— Einfiihrung “chemischer Kraft”

(Bestimmung durch Interaktive Iteration)

Biologie
Modellierung belebter Objekte:
— Iterative Segmentierung und
Iterative Bestimmung der
“lebendigen Kraft” Fg .
° (-4
7

= Futuristische Projekte in Biologie, Medizin und Gesellschaft

(“Gebt mir einen Sack mit Atomen, und ich baue euch daraus einen Menschen...”)

Grosse Vereinigung der Wissenschaften

¢ Auseinanderstzung mit Separatisten (Darwin, Mendelejev u.a.)

= Reduktion der nicht-mikroskopischen Forschung in allen Bereichen

(org. und anorg. Chemie, Biologie, Artenlehre usw.) -

= Einheitliche Naturkunde auf mechanischer Grundlage

w
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Technische Details. Praktische Schwierigkeiten

1. Rechenzeit: 24 Std. (N =1...10%, bis zu 1000 Simulationen gleichzeitig)

2. Genauigkeit: - typisch: 1 — 5%, nur vereinzelte Pannen

- Leibnitz: analytische Untersuchungen fiir At — 0,

exakte Erhaltungsitze, Reversibilitat usf.

3. Datenauswertung: e Herausfiltern makroskopischer Bewegungen

- Identifikation beteiligter Teilchen Npqc 3(t) = 1 A’fe 5
— Paar-Korrelationen und Mittelung Nmac i=1 Z
- Detektion schwacher Signale _ g HiF
— Mittelung tiber Trajektorie (Zeit) bl = Lo t/ dtv;(t)
Vg, /S Tw
1000 M ﬂA Vg, CM/$
Il 1 X
0 kK A L ALLL 1
e d // JTRAALL S -
~1000 | v V L P
- Fourier: Spektralanalyse viw) &
- Maxwell: Universeller Hintergrund e
2 T y
10 0>

4. Anfangswerte: — limitierender Faktor — Standardkonfigurationen

e starker Einfluss auf Trajektorien, Instabilitdten (Sinai)

M
e nicht exakt bekannt — mehrfache (M) Rechnungen, | (7)(t) = & kzl ék) (t) +

e Gibbs: Vorschrift zur Wahl zulassiger Konfigurationen (Ensemble-Theorie)

- 5] /
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Molecular Dynamics Simulation of Argon

T(0)= 83.26; n=34.97 Mol/cm3; Lennard-Jones potential; N=50; dt=0.1fs;

9.e-10
. particle 1
é 6.75e-10
=
4.5e-10
. 1 2 — no averege
225¢-10 pEieRL e averege over 300 steps
0 8750 17500 26250 35000
steps
- 450
)
~
g 0
e >
> 450
-900
0 8750 17500 26250 35000
steps
9.5e-10
particle 1
— 7.125e-10
g
= . ;
4.75e-10 e I S L
—_— dr,{li(O): 0% -
e ol
0 8750 17500 26250 35000

steps
V. Golubnychiy
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Molekulardynamik auf dem Hohepunkt. Das Jahr 1872

~

N

Ende 19. Jh.: = Vollendung der Naturwissenschaften

Endgiiltiges Universal-Schema

Mikro—Anfangswerte X = {(FL ). (P )
XW) x@(0)...xHM)\(0)
l l l Statistische Makroskopische
Newtonsche Gleichungen = =  Bearbeitung = Grdéssen
D eyt e
XO@) X@@).. . XxM@E) = 73 O ,z:T_ [ &= (@F1
w

Die Querelen des L. Boltzmann

e Irrelevanz von Einzeltrajektorien, Ununterscheidbarkeit der Teilchen

= wesentlich nur Haufigkeits—Verteilung

P .4 .
e Irrelevanz therm. Hintergrund Ot 1imo =(—x" AV -0
Makro—Anfangswert o1 }
o i ' 4 y
PAGAD en T ¢
) i!/l
izt ciiod
Kinetische-Gleichung A
l T
f(7,3,t) = [diifFey = (@)

e Proteste gegen “Abweichler” — “unphysikalisch” (molekul. Chaos)

Widerspriiche: Existenz einer Endverteilung, Irreversibilitat ...

5
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Das Ende der Newtonschen Mechanik

Die Zerstorung des SSS

e 1925, W. Heisenberg: Prazisions—Modellierung eines Wasserstoff-Atoms
i Irreparabler Absturz des SSS, [7(0) auf 10~2m, 5(0) auf 10~**kgm/s)
e 1927, Erklarung durch “Unschérferelation”: ArAp > h/2,
L. De Broglie: Wellennatur der Mikro-Teilchen, A = h/p
= Teilchen-Zustand hat nur statistischen Sinn: (7,5) — |¥5(7)|?

e 1927, E. Schrodinger: Newtonsche Gleichungen fiir (7, p) ersetzt

durch Wellengleichung fiir ¢5(7): ih%@b(t) = Hy(t); - ¥(0) = ¢(O)

Quantenstatistik VE)II N—Téﬂchen—SyStemen

N 2
N Teilchen: = ¢ — ¢1.v, H—Hi.x= % £ +Ui+ £ Vy
1= ! j<i
e J. Bose/E. Fermi: Spinstatistik, (Anti-)Symmetrie der Wellenfunktion
e Multiple Mikrozustande |/} ... [p*M)), stat. Gewichte P1) ... PO, St P = 1
k=1

M
J. von Neumann: Dichteoperator: p = kZ P(k)|¢(k))(¢(k)l
e i =1

Enthélt Wahrscheinlichkeiten fiir alle Mikro—

5 0 . ¥
thawp — [H, p] =0

Zustande sowie Ubergénge zwischen ihnen

e N. Bogolyubov 1946 u.a.: Ableitung der Boltzmann—Gleichung
e Verallgemeinerte quanten—kinetische Gleichungen (reversibel)

= Klarung Korrespondenz Kinetik — klassische/Quanten—-Mechanik

),




Zusammenfassung und Fazit

Das Schicksal der Newtonschen Mechanik

= Verlust der materiellen Grundlage (SSS) fiir “Makro”-Simulationen
= vollig unzweckmassig, ignoriert/verdeckt vorhandene Skalen—Hierarchie
e Sehr wertvoll fiir Gleichgewichtseigenschaften, z.B. in Gasen, Fliissigkeiten

= Prinzipielle Beschrankung auf klassische Systeme

Das Ende der Statistischen Physik'

e Statistische Physik hat hervorragende Resultate erbracht:
- Gase, Fliissigkeiten, Festkorper, Kernmaterie, Chemie etc.
= Adaquater Zugang zu makroskopischen Eigenschaften

= Eliminierung irrelevanter (Einzelteilchen—)Freiheitsgrade

Konsequenzen der 'CerputefaRevolution

[Leistungsfahigkeit noch weit entfernt von SSS]

e Enorme Mdglichkeiten fiir gesamte Vielteilchen-Theorie, bei

= sinnvoller Erganzung, Vergleich und Kombination von statistischen,

mechanischen und analytischen (exakt 16sbare Modelle) Methoden

1 ist nicht in Sicht

7




Die Gegen—Argumente der Statistischen Physiker

(a) “Das geht nicht immer”

— insbesondere Quanteneffekte nicht beschreibbar

) “Wir wiirden ja M%h‘c pmktzsch nicht”

/ fia

(c) “Wir wollen das nicht”

— unmittelbare Ausdehnung der mechanischen Beschreibungsweise

erschwert Erkennen von Naturgesetzen

— Der Mensch ist mehr

als die Gesamtheit der in ihm steckenden Atome und Molekiile ...

1
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Kapitel 2

Grundprinzipien der Statistischen
Physik

2.1 Einfiihrung

Der Ausgangspunkt sei ein mechanischer Mikrozustand Q = (ry, py,...,tn, Py) € ey aus dem
6 N-dimensionalen Phasenraum. Gesucht ist die mikroskopische Dynamik €Q(t), die aus dem
Anfangszustand € folgt. Externe Einfliisse (Beispiel 1) werden zum Teil als zuféllig modelliert
(Konfiguration der Atome). Durch Mittelung {iber Konfigurationen erhalten wir eine mittlere
Anfangsbedingung.

Mechanik (reversibel, mikroskopisch)
klassisch oder quantenmechanisch

Mittelung (Zeit, Ensemble)

Axiomatik?
Thermod namik) ( Statlstlsche Physik (... Mechanik)
{ PUT g N - : (r,p,t) im Klassischen,
2 J Gleichgewicht L chhteoperator in der Quantenmechanik

Mittelung

Abbildung 2.1: Zusammenfassung der Zusammenhénge zwischen der bereits bekannten Mecha-
nik und den zwei Gebieten dieses Kurses: Thermodynamik und Statistische Physik.

2.2 Mathematischer Einschub:
Wahrscheinlichkeitstheorie

2.2.1 Mathematische Definition des Wahrscheinlichkeitsraumes

In der Mathematik fufit die Wahrscheinlichkeitstheorie auf dem Begriff des Mafiraums und ist
in diesem Sinne eine verallgemeinerte Volumenmessung. Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein
Mafraum und somit ein Tripel (2,4, P) aus einer Grundmenge 2 (= , Elementarereignisse ),
einer o-Algebra A (= , Ereignisse®) und einem Wahrscheinlichkeitsmafl P. Die Ereignisse sind
Teilmengen von 2, also A C Pot(£2), wobei Pot die Potenzmenge notiert. o-Algebren enthalten

41



42 KAPITEL 2. GRUNDPRINZIPIEN
Q und () und sind abgeschlossen unter abzihlbar unendlicher Vereinigung,

A Ay, e A = | JAie A,

=1

sowie unter Komplementbildung: A € A — A € A Die Abgeschlossenheit unter abzahlbar
unendlichen (oder endlichen) Schnitten folgt aus diesen zwei Axiomen. Das Wahrscheinlich-
keitsmaf ist nun eine Abbildung P : A — [0,1], die jedem Ereignis eine Wahrscheinlichkeit
zuordnet. Dabei gilt P(€2) = 1 und fiir Ay, A,, ... disjunkt:

(0)- S

Die Wahrscheinlichkeit sich gegeneinander ausschlieender Ereignisse ist also additiv.

2.2.2 Konkretisierung, weitere Definitionen

Als Beispiel betrachten wir einen Wiirfel. Die Elementarereignisse sind hier die Wiirfe der Au-
genzahlen 1 bis 6. Bei einem fairen Wiirfel betrégt die Wahrscheinlichkeit fiir jede Zahl genau
P({i}) = 1/6. Dies sind also zugleich auch Ereignisse. Zudem sind aber auch alle denkbaren
Vereinigungen dieser Elementarereignisse selbst wieder Ereignisse, z.B. A = {1, 3,5}, das Er-
eignis, eine ungerade Zahl zu wiirfeln.

Zwei besondere Ereignisse, die es in jedem Wahrscheinlichkeitsraum gibt, erhalten Namen: Ein-
mal S = Q, das sichere Ereignis mit P(S) = 1, und das unmégliche Ereignis U = ) = S mit
P(U) = 0. (Beim Wiirfel unmdoglich: Irgendetwas muss stets eintreffen.)

Indem wir in der Definition des Mafles A; = ) fiir « > 3 wihlen, erhalten wir eine niitzliche
schwéchere Version,

P(AUB) = P(A)+ P(B), fir A, B disjunkt (einander ausschliefend) . (2.1)
Damit erhalten wir fiir komplementire Ereignisse A, A wegen S = AU A sowie AN A =
P(A)+ P(A)= P(AUA)=P(S) =1.

Fiir nicht-disjunkte Ereignisse erhalten wir in Glg. (2.1)) einen Korrekturtermﬂ um Doppelzdhlung
zu verhindern (vgl. mit Volumina, die man sonst doppelt zéhlen wiirde)

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).
Wir definieren die bedingte Wahrscheinlichkeit , B gegeben A“ durch
P(BNA)
pP(A) -

welche die Wahrscheinlichkeit beschreibt, dass B eintritt, sofern bekannt ist, dass A bereits
eingetreten ist. Damit ldsst sich auch schreiben

P(B|A) ==

P(AN B) = P(B|A)P(A)
— P(A|B)P(B).

Tn der Literatur wird oft auch A statt A geschrieben.
%Dies ist ein Spezialfall der allgemeineren Siebformel von Sylvester.
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F(x)
| [ BN Al [=)| k=)

[e) 1S}

=

X

Abbildung 2.2: Verteilungsfunktion fiir einen fairen Wiirfel.

Wir nennen zwei Ereignisse A, B € A stochastisch unabhingig, wenn P(AN B) = P(A) -
P(B) gilt. Diese Annahme ist in der Physik zum Beispiel in Systemen mit Molekiilen ohne
Wechselwirkung (Modell!) gerechtfertigt: Die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen am Ort r; zu
finden ist dann unabhéingig davon, ein anderes Teilchen am Ort ry zu finden. Man spricht in
diesem Zusammenhang auch gern von ,idealen Systemen“ (ideales Gas, ideale Fliissigkeit etc.).

2.2.3 Wahrscheinlichkeitsverteilung und Wahrscheinlichkeitsdichte

Oft ist man iiberhaupt nicht an der gesamten Information interessiert, die €2 enthélt. In einem
physikalischen Vielteilchensystem kénnte dies zum Beispiel der RV sein, der alle denkbaren
Phasenraumkoordinaten enthiilt. Was jedes einzelne Teilchen genau tut, ist fiir makroskopische
Fragen unerheblich. Aus diesem Grund betrachtet man oft Zufallsvariablen. Zufallsvariablen
sind Abbildungen X : @ — R aus dem Mafiraum in die rellen Zahlenf|so, dass X 1(4) € A
ist fiir jede offene oder abgeschlossene (oder halboffene) Teilmenge von R ist. X konnte zum
Beispiel die mittlere kinetische Energie sein, oder das Ergebnis eines Wiirfelwurfs.

Wir definieren nun die Verteilungsfunktion einer reellen Zufallsvariable durch F(z) = P(X <
z) == P{w € Q| X(w) < z}). Am Beispiel des Wiirfelwurfs, Abb. 2.2] erhalten wir eine
Erhohung von F bei x = 1,2,3,4,5,6. Es ist leicht ersichtlich, dass zl_i}moo F(z) = 0 sowie
lim F(z) =1

T—00

Wir sagen, dass X eine Wahrscheinlichkeitsdichte besitzt, falls F(z) = [*  f(z)dz fiir eine

reelle Funktion f. Ist F differenzierbar, haben wir f(z) = dl;—f). Formal betrachten wir auch
bei diskreten Verteilungen Dichten, die dann ¢-Funktionen erhalten. Am Beispiel des Wiirfels:

Beispiel 2: Betrachte Gasmolekiile mit Geschwindigkeiten —oo < v, < co. Es gilt

o0

lim F(v,) =1= /dvx f(vg)

Vg —00
—00

30der einen anderen Messraum, wie R? s. Literatur.
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Die Interpretation lautet: f(vg) - dv = dP(vg) = dF(vg). Dabei ist dP das Wahrscheinlichkeits-
elementﬂ F kann als kumulative Wahrscheinlichkeit interpretiert werden. Sind wir zum Beispiel
an der Wahrscheinlichkeit P(v, < v < v,) interessiert, konnen wir dies im Fall, dass F' stetig
ist, schreiben als P(v, < v <) = F(v) — F(v,)[| Die Dichte f bzw. die Verteilungsfunktion
F' enthalten viele wichtige Vielteilcheneigenschaften, z.B: v, Ey;, und viele weitere.

2.2.4 Erwartungswert (Mittelwert)

Der Erwartungswert ist definiert als

(X) = / vdPy ().

Insbesondere kénnen wir hier dPx(x) = fx(z)dr aus dem vorigen Abschnitt einsetzen. Dies
kann auch als Grenzfall M — oo des arithmetischen Mittelwerts aus M unabhingigen
Wiederholungen, erzeugt werden:

LM NN N
i=1 j=1 j=1
Dabei wurde im zweiten Schritt /V; eingefiithrt, welches zahlt, wie oft der Messwert z; gemessen
wurde. N ist die Anzahl der betrachteten moglichen Messwerte.
Der Erwartungswert ldsst sich auch auf abgeleitete Observable g(v) verallgemeinern,

o)

o) — o= / dv g(v) f(v)

o0

Wichtig sind zum Beispiel die Potenzen g(v) = v". Ein prominentes Beispiel ist die kinetische
2

3 U
Energie, 7.

2.2.5 Mittlere Schwankung- Fluktuation. Varianz.
Standardabweichung

Oft ist die Information, die im Erwartungswert enthalten ist, nicht ausreichend, schlieflich

treffen im Allgemeinen alle anderen moglichen Messwerte ebenfalls auf. Die erste Zusatzinfor-

mation ist gegeben durch die Varianz, bzw. deren Quadratwurzel, die Standardabweichung.
Diese ist gegeben durch

Vx = (X = (X))?) = (X*) = (X)*,

wo das Quadrat zunéchst ausmultipliziert und anschlieend die Linearitéit des Erwartungswertes
genutzt wurde. Im diskreten Fall bedeutet dies

k k 2
Vx =) Paj- (Z Pm) :
=1 =1

sowie im kontinuierlichen Fall

VX:/dxf(x)-xz—</dxf(x)-x)2.

4In der Stochastik ist dies formal ein Bildmaf, oder das Wahrscheinlichkeitsmaf zur Zufallsgrofe ,, Geschwin-
digkeit “

SFiir nichtstetiges F, d.h. F hat Spriinge und ist insbesondere nicht differenzierbar, miissen wir genauer den
unteren Limes betrachten, F'(vy) — lim,—,, — F'(v)
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Am Beispiel des Wiirfels finden wir den Mittelwert X = 3.5 und die Varianz Vx = % Die
Standardabweichung ox = +/Vx charakterisiert die Breite der Verteilung und ist beim Wiirfel
gegeben durch 1.71.

Oft ist auch die relative Schwankungsbreite von Interesse, ux =

%. Beim Wiirfel erhalten wir
u; == 0.49. Dieser vergleichsweise grole Wert ist bedingt durch die breite Verteilung von f(v)

(bzw. F;).

2.3 Fluktuationen in makroskopischen Systemen

In diesem Abschnitt betrachten wir ,,grofle“ Systeme. Ob ein System grof3 ist, muss stets in
Relation zu einer anderen Grofle betrachtet werden. Hier betrachten wir ein System, welches
unterteilt ist in N identische Teilsysteme und betrachten die zuvor eingefithrten Kennzahlen
Z,0,.,u, einer Zufallsgrofe x. Wir unterscheiden bei Vielteilchen-Zufallsgroflen zwischen exten-
siven und intensiven Groflen. Fxtensiv heifit eine Grofle dabei, falls sie additiv ist, d.h. mit
der VergroBlerung des Systems linear skaliert. Dies ist zum Beispiel der Fall bei der Energie,
Teilchenzahl, oder beim Volumen. Zu den intensiven Gréflen zéhlen Temperatur oder Druck.
Angenommen, wir haben bereits die Mittelwerte z; der Teilsysteme einer extensiven Grofie x
ermittelt. Dann ergibt sich fiir den Erwartungswert des Gesamtsystems

N
z=Y 7 ~N,
=1

wobei ~ N eine Eigenschaft der extensiven Grofle ist. Fiir die Schwankung ergibt sich

o2 =(z—12)* = <(Z Axl> > = <Z Az - ZAmk> = <Z(A$l)2> + <Z Ax; - Axk> )

=1

Dabei haben wir die verschobene Zufallsvariable Ax; = z; — ; genutzt. Wenn die Ereignisse in
allen Teilsystemen statistisch unabhéngig sind, dann geht der letzte Teil gegen 0. Dann folgt

N
2= N
0, = Ogl ™~ .
=1

Damit folgt fiir die relative Fluktuation im Gesamtsystem

ihre relative Wichtigkeit nimmt ab.

Diskussion: Fiir makroskopische Systeme (N ~ 10%3) ist diese Situation sehr gut gerechtfertigt.
Allerdings gibt es auch wichtige Ausnahmen:

1. Ein Beispiel fiir abhéingige Ereignisse in Teilsystemen findet man in Festkorpern (und
Fliissigkeiten): Lenkt man ein Atom (oder eine Gruppe von Atomen) aus, so erzeugt
dies eine Gitterschwingung (kollektive Anregung/kollektive Mode) und beeinflusst damit
auch weit entfernte Atome. Damit sind verschiedene Teilsysteme miteinander gekoppelt
(korreliert), siehe Skizze in Abb.
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wf e ! ! .

Koordinate um Ruhelag

Gitteratome

Abbildung 2.3: In wechselwirkenden Systemen wie Festkérpern beeinflussen sich die Gitterato-
me durch Schwingungen auch iiber lange Distanzen: Hier bewirken die ausgelenkten Atome auf
Positionen 3 und 4 eine Auslenkung der néichsten Nachbarn, die sich weiter fortsetzen wird.

2. Ein anderes Beispiel ist gegeben durch Quantenkohérenz/Verschrinkung). Bei sehr nied-
rigen Temperaturen kénnen dann die Wellenfunktionen der Teilchen in benachbarten
Systemteilen einander iiberlappen und eine verschrinkte Gesamtwellenfunktion bilden.
Dann sind beide Teile nicht mehr unabhéngig und man spricht von Quantenkorrelatio-
nen.

3. In der Nédhe von bei Phaseniibergéingen beobachtet man spontanes Anwachsen von “Kriti-
schen Fluktuationen”. Auch hier werden Gruppen von Teilchen gemeinsam angeregt und
bilden z.B. Tropfen bei der Kondensation eines Gases oder magnetische Doménen beim
Ubergang eines Festkorpers in den ferromagnetischen Zustand. Die Reichtweite dieser
kollektiven Moden kann dabei sehr grof} sein (“long range order”) und wiederum mehrere
Systemteile umfassen.

2.4 Random walk und Binomialverteilung

Der Random walk ist eine Modellierung eines gedéchtnislosen Zufallsprozesses, die ein Teil-
chen durch den R? fithrt. In der allgemeinsten Variante betrachtet man eine Folge (7, Z, ...)
von identisch und unabhingig verteilten| ZufallsgroBen, die jeweils die Wahrscheinlichkeit fiir
verschiedene Schrittweiten beschrieben. Der ,zeitabhéngige Ort ist dann gegeben durch die
Zufallsgrofle

j=1

Der random Walk ist ein Beispiel fiir einen sogenannten Markov-Prozess, was bedeutet, dass
der néchste Schritt nicht abhéngig von allen vorigen ist: Die Wahrscheinlichkeitsverteilung
der Schrittweite eines Schrittes Z; ist per Definition komplett unabhéngig von allen vorher
getétigten Schritten. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Ortes X; hingegen ist direkt davon
abhéngig, wo das Teilchen beim j — 1-ten Schritt gefunden wurde.

Von besonderem Interesse sind hier noch diskrete Random walks mit

Um nach N Schritten den Ort k € Ny mit 0 < k& < N zu erreichen, miissen von den N Schritten
genau k Schritte ,nach rechts®, d.h. Z; = 1 getédtigt werden, sowie N — k Schritte mit Z; = 0.

5In der Literatur werden solche Zufallsvariablen oft mit éid fiir independent and identically distributed
bezeichnet.
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Ein solcher Pfad ist gegeben durch
(1,1,1,...,1,1,0,0,0,...,0,0) (2.2)

S

'

~
k-mal N —k-mal

und besitzt die Wahrscheinlichkeit P = p*(1 —p)V~*. Allerdings ist dies nicht der einzige Pfad,
der zum Ort k fiihrt: Fiir jede Permutation o € Sy auf N Elementen fiihrt

o(1,1,1,...,1,1,0,0,0,..,0,0)

zu einer anderen Schrittfolge, die zum selben Ort fiihrt, denn die Anzahl der Schritte jeweils
bleibt dieselbe. Insgesamt existieren N! Permutationen auf N Elementen.

Nun miissen wir aber beachten, dass bei nicht-unterscheidbaren Schritten, wie zum Beispiel die
1-en untereinander, viele Permutationen effektiv gar keine andere Schrittfolge ergeben. Zum
Beispiel: Wenn o lediglich Vertauschungen innerhalb der ersten k£ Elemente vornimmt, erhalten
wir, angewandt auf die Folge aus Glg. (2.2)), die exakt selbe Schrittfolge. Um hierfiir Rechnung
zu tragen, werden alle Permutationen, die in dieser Weise das Ergebnis nicht beeinflussen, mit-
einander identifiziert. (In der abstrakten Algebra entspricht dies einer Faktorgruppe, vgl. Ho-
momorphiesatz.) Dies entspricht wiederum den Permutationen auf den nicht-unterscheidbaren
1-en, was uns erlaubt, die Anzahl der Permutationen effektiv um einen Faktor k! zu reduzie-
ren. Komplett analog kénnen wir aber auch alle Permutationen miteinander identifizieren, die
0-en miteinander vertauschen, was uns erlaubt, die Zahl der Permutationen um einen Faktor
(N — k)! zu reduzieren.

Zusammengefasst: Fiir £ aus NV Schritten nach rechts gibt es

Moglichkeiten. Allgemeiner ist dies die Anzahl Moglichkeiten, aus N Teilchen genau k aus-
zuwéhlen, ohne Beachtung der Reihenfolge. Eine andere Interpretation ist die Anzahl Moglich-
keiten, k identische Gegenstédnde auf N Féacher aufzuteilen, welche aber nur maximal einen
Gegenstand aufnehmen kénnen. Damit erhalten wir die Wahrscheinlichkeit fiir den Ort k, fiir
Ty = O,

P(Xy = k) = (],f )pm —pE,

Diese Verteilung wird auch Binomialverteilung genannt. Die Verteilung von X; trigt auch
den Namen Bernoulliverteilung.

2.5 Gauss-Verteilung

Die Gauss-Verteilung (auch Normalverteilung genannt) ist eine wichtige kontinuierliche Wahr-
scheinlichkeitsverteilung, welche durch zwei Parameter bestimmt wird,

Dabei wird p der Mittelwert und o die Standardabweichung bzw. o2 die Varianz der Normal-
verteilung. Die Sinnhaftigkeit dieser Bezeichnung ldsst sich leicht nachrechnen (Ubung), d.h.
die Parameter haben tatséchlich diese Bedeutung,
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Die Verteilung fo1(x) zu pp = 0 und o = 1 trégt den besonderen Namen Standardnormal-
verteilung. Die Normalverteilung tritt an vielen Stellen in der Natur unmittelbar auf (z.B.
Maxwellverteilung fiir die Geschwindigkeitsverteilung in einem klassischen Gas im Gleichge-
wicht), besitzt aber noch eine fundamentalere Bedeutung durch den zentralen Grenzwertsatz,
der Gegenstand des néchsten Kapitels ist.

2.6 Zentraler Grenzwertsatz

Wir stellen uns die Frage, was passiert, wenn wir eine Messgrofle X; haben, die Messung N
mal wiederholen (fithre MessgroBen Xs, X3, ..., Xy ein, unabhéngig und identisch verteilt), und
die gemessenen Werte mitteln. Wir sind also an der Messgrofie

N
> X
=1

N

interessiert. Tatséchlich stellt sich heraus, dass wir das anschaulichste Ergebnis erhalten, wenn
wir unsere standardisierte Summe etwas anders definieren, ndmlich

N NX—/,L
S - Zl: ‘ .

Dabei wird implizit angenommen, dass der Erwartungswert p und die Standardabweichung o
existieren/[]

Die Aussage des zentralen Grenzwertsatzes von Lindeberg-Lévy ist nun, dass die Verteilungs-
funktion punktweise

Fn(z) = P(Sy < z) — erf(x)

geht fiir N — oo, wobei erf die Gauss’sche Fehlerfunktion notiert mit erf(z) = [*__dz fo1().
Falls X; selbst eine Dichte besitzt, d.h. keinen diskreten Anteil besitzt, ldsst sich dies auch
so deuten, dass die Dichte der standardisierten Summe gegen die Dichte der Gaufiverteilung
(punktweise) konvergiert.

Einen Beweis kann man z.B. iiber die charakteristische Funktion fiithren: So wird in der
Stochastik die Grofe

bezeichnet. Bei einer Verteilung mit Dichte entspricht dies einfach der Fouriertransformation.
Bei diskreten Anteilen gibt es in ¢ noch weitere Beitrige. Es ldsst sich elementar mit Mitteln
aus Analysis 111 zeigen, dass eine Folge von Zufallsgroien (hier Sy) gegen eine andere Zufalls-
grofe S in Verteilung konvergiert genau dann, wenn die charakteristischen Funktionen der Sy
punktweise gegen die charakteristische Funktion von S konvergiert. Diese Hilfsaussage mochten
wir hier nicht beweisen, aber nutzen sie fiir einen Beweis des zentralen Grenzwertsatzes.

Eine weitere wichtige Aussage, die wir nutzen werden, betrifft die Summe von unabhéngigen
Zufallsvariablen: Seien X und Y unabhéngige Zufallsgrofien. Dann gilt

(W) = (e X) (™). (2:3)

(Das Auseinanderziehen des Erwartungswertes und der Exponentialfunktion ist wegen der sto-
chastischen Unabhéngigkeit moglich.)

"Dies ist nicht selbstverstandlich: Man betrachte z.B. die Dichte %ﬁ, bei kein Momentenintegral konver-
gent ist. Diese Verteilung heifit auch Cauchy-Verteilung.
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Nun untersuchen wir, wie die charakteristische Funktion von Z; aufgebaut ist:

1) = (45) = 3 L)zl = 1= S22 + .

Mit Sy = Z1 + Zy + ... + Zn finden wir dank Gleichung (2.3)) die charakteristische Funktion
¢n von Sy, (vernachlissige die kleineren Termie O(N~?))

1 w? 1 w? 1 w? 1 w2 \ N —u?/2
SDN@—( —ﬁ>( _W)( —ﬁ>—( _W> —en

Dabei wurde im letzten Fall die Exponentialfunktion aus der Folge identifiziert. Der Ausdruck
auf der rechten Seite ist aber die charakteristische Funktion der Standardnormalverteilung. Aus
der ersten Hilfsaussage folgt nun, dass Sy gegen eine Standardnormalverteilung in Verteilung
konvergiert.

Anmerkung: Fiir die standardisierte Summe teilt man durch v/N. Beim arithmetischen Mittel
teilt man durch N, sodass man aus dem zentralen Grenzwertsatz direkt erhélt, dass mittlere
Fehler des Mittelwertes wie 1/v/N abfillt. Dies liefe sich aber auch elementar zeigen. Das
arithmetische Mittel wird fiir viele Messwiederholungen Gaufiverteilt, wobei die Breite immer
geringer wird. Da der Erwartungswert des arithmetischen Mittels unabhéngig von N ist, folgt
hieraus, dass die relativen Fluktuationen bei Messwiederholung und Mittelung stets gegen 0
gehen, sofern der Erwartungswert nicht 0 ist.

2.7 Phasenraum. Gibbs-Verteilung. Liouville-Gleichung.
Gleichgewichts-Verteilung

Ziel: Unser Ziel ist nun die Uberfithrung der klassischen Mechanik (deterministisch, “exakt”)
in eine Wahrscheinlichkeits-Beschreibung. Insbesondere geht es um:

e Definition einer Wahrscheinlichkeitsdichte im Phasenraum f2.

e Statistische Mittelung von fZ(Ensemble, Beriicksichtigung von Umgebungseinfliissen,
etc.)

e Dies fithrt uns auf eine gemittelte GroSe fy = (fF) — die Gibbsverteilung. Fiir diese
werden wir eine Bewegungsgleichung finden — die Liouville-Gleichung.

e Wir kldren die Struktur von fy im thermodynamischen Gleichgewicht auf.

2.7.1 Wahrscheinlichkeitsbeschreibung der klassischen Mechanik

In der Mechanik sei ein System mit N identischen Teilchen beschrieben durch ihre Phasenraum-
koordinaten {r;(t), p;(t)} = Q(t) € T'¢n. Bei zufilligen Anfangsbedingungen 2(0) werden auch
die Trajektorien als zufillige Ereignisse aufgefasst. Q(t) folge aus ©(0) durch die Newton’schen
Gleichungen, der quantenmechanische Fall wird spéter separat behandelt.

Diese sehr fein aufgeldste Beschreibung soll nun in eine Wahrscheinlichkeitsdichte f% iiberfiihrt
werden, und zwar tun wir dies in Analogie zur Elektrodynamik: Punktladungen ) werden dort
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beschrieben durch eine Ladungsdichte p, die unmittelbar verkniipft ist mit einer Wahrschein-
lichketsdichte

f1 ist normiert: [ d®r fi(r,t) = 1 und erfiillt die Eigenschaften einer Wahrscheinlichkeitsdichte.
Verallgemeinert auf zwei Punktteilchen, ergibt sich

fo(ri, 19, 1) = d[ry — 11(2)]6[rs — ra(2)],

und analog fiir NV Teilchen. Implizit scheint in diesem Ausdruck die Annahme zu stecken,
dass die Aufenthalte der Teilchen unkorreliert sind. Dies ist aber nicht der Fall. Das Produkt
beschreibt lediglich einen N-Teilchen-Zustand (einen Schnappschuss der Trajektorie), der keine
Informationen dariiber enthélt, ob die Teilchen miteinander wechselwirken oder nicht.

Wir gehen nun noch einen Schritt weiter und beziehen auch die Impulsinformation in die
Wahrscheinlichkeitsdichte ein. Wir erhalten damit eine Verallgemeinerung auf N Punktteilchen
mit Phasenraumkoordinaten (2. Die Wahrscheinlichektsdichte hat dann die Bedeutung einer
“Phasenraumdichte” und ist gegeben durch

Q1) =8V - )],

wobei der superscript “D” den deterministischen Charakter der Trajektorien hervorhebt. Dabei
lisst sich 6©N) durch ein Produkt von 6N eindimensionalen d-Funktionen ausdriicken. Analog
zu unseren vorigen Uberlegungen ist auch f& auf 1 normier. Das Wahrscheinlichkeitsele-
ment, das ganze System (alle N Teilchen) in der N&he eines 6 N-dimensionalen Phasenraum-
punkts  (in einem infinitesimal kleinen PR-Volumen d2) zu finden’} ist dabei gegeben durch
dPy(Q2) = f2(Q)dQ. Mit dieser Wahrscheinlichkeitsdichte lassen sich beliebige Erwartungs-
werte ausrechnen. Fiir eine Phasenraumfunktion A(Q) (z.B. die Gesamtenergie) folgt dann ihr
zeitabhéngiger Erwartungswert zu

(AQ))(1) = / VO A(Q) FR (1)

Problem: Diese Resultate sind nur sinnvoll, wenn es die Trajektorien auch sind. Dies ist der
Fall, wenn ihre Anfangsbedingungen und Bewegungsgleichungen exakt bekannt sind. In der
Praxis treten i.d.R. allerdings aus unserer Sicht zufillige Trajektorien auf, unter anderem wegen
zufilliger Anfangsbedingungen (Beispiel 2), sowie unbekanntem Zustand der Umgebung, der
die Teilchenbewegung beeinflusst (Beispiel 1).

Losung durch Ensemble-Mittelung: Der eingefithrte Ansatz, die Trajektorien iiber eine
Phasenraumdichte zu beschreiben, ist jedoch méchtiger und in der Lage, eine Vielzahl von
Trajektorien mit verschiedenen Wahrscheinlichkeiten (“Ensemble”) gleichzeitig zu beschreiben.
Als Konsequenz der genannten zufilligen Einfliisse wird die Trajektorie durch eine zufillige
Storung AQ modifiziert, Q(t) — Q(t) + AQ. Stérungen sind also Zufallsereignisse, fiir die
wir eine Wahrscheinlichkeitsdichte W(AQ,Q,¢) definieren, die ebenfalls auf 1 normiert ist:
[ dNAQW (AQ, Q,t) = 1. Dies ist Ausdruck dessen, dass zu einem gegebenen (2, ¢) irgendeine
Storung (AQ = 0 ist auch moglich) realisiert werden muss.

8Man formuliere die Normierungsbedingung

YWir wissen aus der Quantenmechanik, dass x und p, nicht gleichzeitig messbar sind und ihr
Unschérfeprodukt von der Gréflenordnung A ist. Daher ist es hdufig sinnvoll, PR-*“Zellen” von endlicher Grofe,
nimlich ArAp, = h zu betrachten. f£ ist dann nur fiir jede Zelle definiert, und die Wahrscheinlichkeit wird zu
APN () = [ (Q:)AQ.
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f=6(Q—CQ0)

Phasenraumdichte f{Q)

J=WQ-Qo)

1
(O
Phasenraum Q

Abbildung 2.4: In Rot ist die deterministisch Verteilungsfunktion f? gezeigt, welche einen
einzelnen Phasenraumpunkt beschreibt, wie er bei einer klassischen Trajektorie gegeben ist.
In Schwarz die Verteilung, die man erhélt, wenn man die Einfliisse von Stérungen W mit-
beriicksichtigt (Mittelung, d.h. Faltung von § mit W).

W(AQ) fiihrt also zu einer Verbreiterung, vgl. Abbildung 2.4 Die Funktion f£(,t) wird
gemittelt beziiglich W, sodass wir iibergehen von

R, MY (rR(0),, = fn (1),

zu einer gemittelten Verteilung, der “Gibbs-Verteilung”. Unter Einfluss der Storung ergeben
sich modifizierte Trajektorien mit f£ — d6M[Q — Q(t) — AQ], wobei AQ zufillig ist. Die
erwiahnte Mittelung ist explizit gegeben durch

fn(,t) = / dNAQW(AQ)ICM[Q — Q(t) — AQ)]

=W(Q-Q(t)). (2.4)

Hier haben wir den Integrationsbereich mit I',,, bezeichnet, wodurch das Ensemble der zufélligen
Storungen bezeichnet ist.
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Bemerkungen:
e Der Fall ohne Storung (W ~ §, reiner Zustand) wird korrekt reproduziert.
e Ansonsten stellen wir fest, dass fx(¢) als Funktion der Zeit W folgt.

e Im mit Q(t) mitbewegten System ist fy stationdr. Das Resultat (2.4) wird auch als
Liouville- Theorem bezeichnet, das wir im folgenden Abschnitt diskutieren.

e Aufgabe: Wir haben bei der Mittelung angenommen, dass sich W nicht zeitlich d&ndert. Es
gibt dariiber hinaus Fille, wo W zeitlich verénderlich ist, z.B. durch Zeitabhéngigkeit des
Hamiltonians oder der Umgebung. Man diskutiere, wie sich das Ergebnis dndert, wenn
W zeitlich verédnderlich ist.

2.7.2 Liouville-Gleichung und -Theorem

Nach Formulierung des Liouville-Theorems im letzten Abschnitt mochten wir nun die
Dynamik im Ruhesystem betrachten. Die Gesamtwahrscheinlichkeit ist eine Invariante (Erhal-
tungssatz). Dariiber hinaus gibt es einen lokalen Erhaltungssatz: In Analogie zur Ladungser-
haltung in der Elektrodynamik [eine analoge Relation kennen wir aus der Quantenmechanik fiir
die Wahrscheinlichkeitsdichte] gibt es nur dann eine lokale zeitliche Anderung der Dichte am
Ort r zur Zeit ¢, falls es dort einen Zu- oder Abfluss (von Wahrscheinlichkeitsdichte oder elek-
trischer Stromdichte) gibt. Der mathematische Zusammenhang ist die Kontinuitétsgleichungir_al,
9 p(r,t) + divj(r,t) = 0, mit der Stromdichte j = ip.

Jetzt iibertragen wir dies auf den Phasenraum und ersetzen die Einteilchengroen, p(r,t) [bzw.
fi(r,t)] und j(r,t) durch N-Teilchengrofen mit Orts- und Impulsabhéngigkeit,

_dfn _OfN
0= % = W + leQJQ y (25)

mit j{{v = vofy und vq = {fy,rs,...,Tn, P1, ..., Pn}. Die Phasenraumdivergenz ist gegeben
durch divg = {V,,, ..., Vp, }-

Ensemble-Mittelung.

Beachte: Die Gleichung gilt zunéchst fiir eine einzelne Trajektorie. Fiir den Einbezug des
Effekts durch die Mittelung erhalten wir einen zusitzlichen Beitragdl] der fiir ein stationires
Ensemble verschwindet,

0— dfn dfn OW
ot SW ot

} + divojly .
Wir fithren die Ableitungen in divg aus (wie aus Gleichung (2.5 ersichtlich, beschreibt dieser

Term die implizite Zeitabhéngigkeit von fy durch die Koordinaten und Impulse):

N
divojly = > {0rifx - ¥i+ Op i - i}
=1

={f~,Hn} ,

10Fs sei daran erinnert, dass die 0 auf der rechten Seite voraussetzt, dass keine Ladungen erzeugt oder nach
aulen abgegeben werden.

1 Aufgabe: Man verallgemeinere Glg. auf eine gemischte Gesamtheit. Dabei nutze man aus, dass das
Ensemble-Mittel durch eine lineare Superposition beschrieben wird.
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wobei wir ¥; = 0p, Hy und p; = —0,, Hy, aufgrund der Hamilton’schen Bewegungsgleichungen,
eingesetzt haben. Die Abkiirzung {, } bezeichnet die Poisson-Klammer. Allgemeiner — fiir zwei
beliebige Phasenraumfunktionen A, B — ist sie definiert als

N
{A,B} = {0,,A-0p,B — 0, B0, A} .
=1

Die N-Teilchen-Funktion fy erfiillt also die

_Ofn
0= ot

+{f~n, Hn}, Liouville-Gleichung,

d.h., die “Kontinuitatsgleichung” (im Phasenraum) der Statistischen Mechanik, die beschreibt,
wie ihre Dynamik von der Hamiltonfunktion abhéngt.

Einschub: Die Poisson-Klammer hat ein paar niitzliche Eigenschaften:
1. {B,A} =—{A,B,},
2. {A,A} =0,

. {A, A"} ={A F(A)} =0, m € N, F differenzierbar .

w

4. Zusammenhang mit der Quantenmechanik: die Dynamik von Operatoren ist dort gegeben
durch die Heisenberg-Gleichung. Wir werden in Abschnitt feststellen, dass

1 ~ 4
A B —|A, B
{’ }<—2h[7 ]a

die Poisson-Klammer der klassische Limes des Kommutators ist und die Gibbsverteilung
der klassische Limes des Dichteoperators.

Mit der Poissonklammer lisst sich elegant die Dynamik von Observablen A(€2) ausdriicken
(Beispiele sind die Gesamtenergie aller Teilchen oder der Gesamtimpuls):

Erwartungswert: (A(Q)) s, (t) = /dGNQ A(Q) - fn(92,1),

Zeitliche Anderung: %<A(Q)>m(t):<%_’f> + / VO A(Q)%L;V
N

- <%>f - AQ), Hy ),

Mit dem Subscript fy wird verdeutlicht, dass die Mittelung mit der Wahrscheinlichkeitsdichte
fn erfolgt. Dabei haben wir eine Eigenschaft des Phasenraumintegrals im Zusammenhang mit
Poissonklammern genutz{%}

/ FNQ A [ Hy. ) = / VO fr (Q{AQ), Hy})

Schlussfolgerungen:

e fiir stationére Observable, % = 0, folgt %(A}m = 0 genau dann, wenn {A(Q2), Hy} = 0.

Dann ist A eine Erhaltungsgrofle.

12Dje ist analog zur Invarianz der Spur unter zyklischen Vertauschungen in der Quantenmechanik
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e Sei %(H N)fx = 0, dann ist das System abgeschlossen.

e Wir finden nun die stationdre Gibbs-Verteilung, fiir die gilt: % 3 = 0. Dieses immer

noch sehr allgemein gestellte Problem lésst sich bereits drastisch durch Betrachtung der
Liouville-Gleichung eingrenzen, denn es folgt sofort { Hy, f3} = 0. Mit Eigenschaft 3 der
Poisson-Klammer folgt, dass

]S\; = ]S\;[HNvAN]a

wobei Ay stellvertretend fiir alle Erhaltungsgrofien steht, sowie die eckigen Klammern
einen funktionalen Zusammenhang notieren. Dies ist eine hinreichende Bedingung fiir die
Stationaritdt von f3r.

Beispiel: fiir ein isoliertes System aus N Teilchen erwarten wir folgende Erhaltungsgrofien
N,Hy,Py,Ly. Im Vergleich zur allgemeinen Gibbs-Verteilung, fy = fn(r1,...,pn), welche
6N skalare Variablen besitzt, verbleiben in obiger Beschreibung lediglich 1 +1+3+3 = 8
skalare Groflen, was eine drastische Reduktion der Komplexitat darstellt.

Fazit: Fiir die Untersuchung eines N-Teilchen-Systems im Gleichgewicht konnen wir wie folgt
vorgehen:

1. spezifiziere die Umgebung (das Ensemble I'.,,);
2. finde Erhaltungsgrofen in I'.,;
3. finde f3§! fiir diese Erhaltungsgrofien.

Bevor wir uns nun wichtigen Beispielen von Ensembles zuwenden, iibertragen wir zunéchst
diese Resultate auf den Quantenfall.

2.8 Quanten-Vielteilchensysteme. Dichteoperator p.
Von Neumann-Gleichung. o0 im Gleichgewicht

In diesem Kapitel untersuchen wir Quanten-Vielteilchensysteme mit /N identischen Teilchen[:g],
beschrieben durch einen Hamiltonoperator Hy. Zunichst betrachten wir einen reinen Zustand
mit Anfangsbedingung |¥y(0)) = |[Wyo) € Hy. Dieser Zustand entwickelt sich geméfl der
zeitabhéngigen Schrédingergleichung,

B N (1)) = (1)
mit der Normierungsbedingung
(Un(6)|[TN(t) =1, V.
Diese Gleichung ist deterministisch (analog zu f£ im klassischen Fall).

Bemerkungen:

e Im Allgemeinen existieren sehr viele Losungen der stationéren oder zeitabhéngigen Schro-
dingergleichung. Wir fiigen daher einen Index ¢ hinzu: |V y(t)) — ]\Ilg\lf) (1)).

13Die Betrachtung lisst sich problemlos auf Systeme mehrerer Teilchensorten erweitern.
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e Die verschiedenen Wellenfunktionen werden jeweils statistisch interpretiert. Zu jedem 14
definieren wir eine Wahrscheinlichkeitsdichte

oV (R, 1) = [T (R, ) €R,
welche normiert ist:

/ PYROV(R, ) =1, VE, Vi

° gg\i,) entspricht der deterministischen N-Teilchen-Verteilung f£ der klassischen Mechanik.

e Erwartungswerte von Observablen werden dargestellt durch

~

AR) = (AR)) (1) = / PRY UV (R, ) AR)TY (R, ¢)

N
Beriicksichtigung der Umgebungseffekte

Die Umgebungseffekte modellieren wir als zufélligen Einfluss auf das N-Teilchen-System.

Beispiel 1: Atom-StoBe fiihren zu Ubergingen ‘\DE\% — ]@5@) Allgemein gilt: Alle Zusténde \\IJE\%
werden mit endlicher Hiufigkeit W () (#) realisiert. Dabei ist im Allgemeinen keine prizise
Phaseninformation vorhanden.

2.8.1 Mathematische Beschreibung einer gemischten Gesamtheit.
Dichteoperator

Der Formalismus um die quantenmechanischen Zusténde |\I/§\Z,)) wird nun ersetzt durch den
Dichteoperator (eingefithrt von L.D. Landau und J. von Neumann)

on(t) =Y WOE )P, (2.6)

wobei die |\I/S\Z,) (t)) Losungen der zeitabhéngigen Schrodingergleichung sind. Der Dichteopera-
tor ist also eine mit W® gewichtete Summe von Projektoren auf die Strahlen durch diese
Zustindd'] Dabei sind

WOeRr, o0<w®<1 Y wh=1

In dieser Form beschreibt oy eine “gemischte Gesamtheit”. Den Spezialfall eines “reinen
Zustandes” erhalten wir zuriick bei spezieller Wahl der Gewichte, namlich durch W@ := §;,
(definiert Dichteoperator des Zustandes ]\IJ%))), und genau dann lésst sich oy (t) in der Form
on = |Un(#)){(Up(t)| schreiben. Im Allgemeinen werden die Wahrscheinlichkeiten W durch
den Einfluss der Umgebung festgelegt, analog zum klassischen Fall, Abschnitt (die verschie-
denen Ensembles diskutieren wir genauer spéter in der Vorlesung, in Kap. .

Eigenschaften von 9

e Der Dichteoperator ist normiert durch Troy(t) = 1

14Die W@ sind die quantenmechanische Verallgemeinerung der W(AQ) bei der klassischen Phasenraumver-
teilung, s. Abschnitt
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e Erwartungswerte kénnen kompakt formuliert werden durch (A)(¢) = TrAjy(t)

Bemerkung: Die Spur entspricht dabei einer Summe iiber die Diagonalelemente in einer Ortho-
normalbasis {|n)} :

@N(t) — <n‘@N|n/> = Onn (27)
Tron(t) — Y llontn) = 3 pun = 1.

e Die in (2.7)) eingefithrte Basisdarstellung in einer Orthonormalbasis {|n)}, (n|m) = d,m,
ergibt die (/N-Teilchen-)Dichtematrix, g, ,/, die dquivalent zum Dichteoperator p ist.

e Hermitezitit, @Ev = on- Als Konsequenz besitzt gy eine Spektraldarstellung,
on =3 iy

Im Gegensatz zur allgemeinen obigen Definition (2.6 sind die |¢) nun orthonormal gewihlt,
und es gilt ebenfalls

0<AN<1 > N=1.

e Es liegt genau dann ein reiner Zustand vor, wenn Idempotenz gilt, d.h. g% = @NE]

e Betrachte den Spemalfall dass d1e Ba51szustande stationére Elgenzustande des Hamilto-
nians sind, |n) = |\I/ > mit HN]\II > E® |\I/ > wobei H = E(® = (. Dann kennen wir
die Zeitentwicklung dieser Zusténde

U 0) = exp (5 £0) 190,

die durch einen einfachen Phasenfaktor gegeben ist. Bildet man den Dichteoperator mit
den Zusténden |\IJS\Z,) (t)), so entfillt diese triviale Zeitbhéngigkeit vollstéindig: der Dichte-
operator ist zeitunabhéngig.

e Wir gehen nun in (2.6 in eine Basisdarstellung beziiglich {|n)} iiber (i.a. keine Eigen-
zustédnde von Hy),

ox(0) — o) = WO <nr\1ﬂ> ) (e ®lm)

/ \\

-~

0 ol (@)
= Z W e (t)el) (1)
Es liegen zwei Arten von Matrixelementen gy ., vor:

1. m = n beschreibt die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Zustand |n).

2. Fiir n # m dagegen werden die Matrixelemente als Ubergangswahrscheinlichkeiten
von |n) nach |m) interpretiert.

e Mit Hilfe der Basisdarstellung lassen sich Erwartungswerte explizit berechnen,

(A)on (t) = TrApy = Y (n|Adn|n) =) (nlAlm)(m|on|n) = ZAanNmn

n n,m

15 Aufgabe: man beweise diese Aussage.
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e Koordinatendarstellung: Wihlen wir als Basis die Ortsbasis, so finden wir die Koor-
dinatendarstellung. Dazu betrachten wir R = {ry,...,ry} und starten zunéchst in einer
Basisdarstellung {|n)}. Damit konnen wir die Dichtematrix schreiben als

on(R, R/, t) = (R]on|R)
= Z<R|R>QN,nm<m|R/>'

nm

Dabei wurden im zweiten Schritt zwei Einsen eingefiigt. Alternativ kann man den zweiten
Ausdruck direkt auswerten, wenn man sich an die Definition des Dichteoperators erinnert,

onv(R, R/, ¢ ZW@ R, )0 (R 1)

e Die Diagonalelemente der Dichtematrix sind nicht-negativ,

QN,nn ZW ’C |2>0

Insbesondere erhalten wir in Ortsdarstellung auf der Diagonalen die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeitsdichte:

~v(R, R, t) ZW“ DR, 1)2>0

2.8.2 Bewegungsgleichung des Dichteoperators.
Spezialfall stationdrer Zustand

e Die Bewegungsgleichung des Dichteoperators ist die von-Neumann-Gleichung. Sei
dafiir die Zeitableitung W® = 0, fiir alle 7, dann ergibt sich aus der Definition (12.6))
und der Schrodingergleichung direkt

. . . . f
gyn(t) = W m{[%\wﬁm} W)+ 19 0) {%\\DE@)@»H
- ZWZ {Hx Q@) 0] - Qe iy} |

oder in kompakter Notation,

ihoon(t) — [f[N, @N} =0 von-Neumann-Gleichung

Dabei wurde ausgenutzt, dass Hy hermitesch ist.

Die Von—Neumann—Glelchung ist exakt und losbar mit der Anfangsbedingung

0(to) = 2, WO [WREN R -

Bemerkung: Die von-Neumann-Gleichung hat dieselbe Form wie die Liouville-Gleichung
fir fy(t), bei Zuordnung

ON < [N
17, -
il [QNaHN] > {fn,Hn} .
Diese Darstellung erlaubt deshalb auch den direkten Ubergang zum klassischen Grenzfall.
Die von-Neumann-Gleichung und die Liouville-Gleichung haben analoge Eigenschaften.

Hier konzentrieren wir uns auf den zeitunabhingigen Grenzfall:
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e Dichteoperator im Gleichgewicht (Stationirer Zustand)

Unter der Annahme, dass W® = 0, und Hy = 0 ist ein stationdrer Zustan vermittels
0: 0% = 0 dquivalent zu [QN, H N] = 0. Aus der Quantenmechanik kennen wir diese Be-

dlngung bereits und folgern, dass g3 und Hy gemelnsame Eigenzustédnde besitzen. Damit
ist o3 selbst eine Erhaltungsgroﬁe Insbesondere ist g% darstellbar als Funktional aller
Erhaltungsgrofien Ay, A, ... Al, in Analogie zum klassischen Fall. Der Gleichgewichts-
Dichteoperator nimmt also die Form

~St ~St | 7 A A A
ON = OnN [HNaAlaA27"'7Al )

an. Wie im klassischen Fall ergibt dies eine drastische Reduktion der Abhéngigkeiten und
der Information, die den Vielteilchen-Zustand charakterisiert.

Aufgaben der Statistischen Physik: Analog zum klassischen Fall kénnen wir somit als
Aufgaben formulieren

e Charakterisiere das Ensemble, d.h. die Randbedingungen, Kopplungen, etc., finde die
Erhaltungsgrofien und die entsprechende Darstellung des N-Teilchen-Dichteoperators. Aus
ihm folgen dann alle relevanten Vielteilchengrofien.

e Beispiel Kanonisches Ensemble: seien Teilchenzahl N, Volumen V' und die Temperatur T'
konstant (das entspricht dem kanonischen Ensemble). Dann findet man einen Dichteope-
rator im Gleichgewicht, der gegeben ist durch durch (s. Kapitel

1 ~
~EQ —BHN
AQ - € )

K Zr

dabei ist Zx = Tre 2~ die kanonische Zustandssumme (Normierung) und QKQ der
kanonische Dichteoperator. § = 1/(kgT) enthélt dabei die Temperaturabhéngigkeit.

Eigenbasis von Hy: Die Darstellung des kanonischen Dichteoperators in einer Eigenbasis

des Hamiltonoperators {|n)} ist besonders einfach. Mithilfe von Hy|n) = E,|n) und
(n|Hy|m) = (n|E,|m) = Ep0nm erhalten wir
1
K _ —BEn
= —0nm .

Die kanonische Dichtematrix ist also diagonal, und alle Terme lassen sich als Wahrschein-
lichkeiten interpretieren. Dariiber hinaus lesen wir ab, dass der Grundzustand (Minimum
von E,) der wahrscheinlichste ist. Alle angeregten Zusténde sind bei T' # 0 ebenfalls
besetzt, wenn auch mit steigender Energie exponentiell weniger, W) ~ e=#Fn,

e Beispiel Integrables System: Wir betrachten ein integrables System (isoliertes System)

mit einer finiten Teilchenzahl N, wobei H = 0, fiir ¢ > 0 gelten soll, das sich in einem
reinen Zustand befindet. Das System werde von aufien gestort (bei ¢ < 0), wodurch eine
Zeitentwicklung ausgelost wird (z.B. durch schnelle Anderung von Systemparametern, ein
sog. “quench”). Dabei moge das System Erhaltungsgrofien [, ..., Iy besitzen, mit I;(t) =
I;(0) = const, fiir t > 0. Die Zeitentwicklung eines beliebigen Zustandes ist gegeben durch

B0} = (O] = T e

16Djes kann der Gleichgewichtszustand sein aber auch ein stationiirer Nichtgleichgewichtszustand (FlieBgleich-
gewicht).
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wobei die |n) ein vollstéindiges Orthonormalsystem bilden mégen, mit den Entwicklungs-
koeffizienten ¢,, := (n|¥(0)).

Uns interessieren im Folgenden die zeitabhédngigen Erwartungswerte. Diese sind gegeben
durch

(A1) = (ROIANE() = 3 e i Bt e A,

nm

— 3 (Ep—Em)t
= E e il e  Cn Ay + E CrCnAmn

En #Em En=Em

= (AP0 + (A)3(t), (2.8)

wobei der erste Term die Nichtdiagonal-Beitrdge (OD) und der zweite die Diagonalbei-
trage (D) bezeichnet.

Wir betrachten zunéchst den zweiten Term. Im Folgenden nehmen wir zur Vereinfachung
an, die Eigenwerte seien nicht entartef’’} Dann ergibt sich das einfachere Resultat

(A)e() = lenl*An = Tr popA,

poE = Y poaln)(n

Das heifit, obwohl wir uns in einem reinen Zustand befinden, hat das Resultat die Form
des Erwartungswertes mit einem Dichteoperator ppg eines diagonalen Ensembles (DE),
wobei die Wahrscheinlichkeiten gegeben sind durch ppg, = |c,|?. Dieser Dichteoperator
hat also die selbe (Diagonal-)Form wie im Gleichgewicht. Die k£ Erhaltungssétze lassen
sich dann schreiben als

I; = (Uo| | o) = Trl; ppi

d.h. der Endwert ist identisch zum Anfangswert.

Stationidrer Zustand. Falls fiir dieses System ein stationérer Zustand existiert, dann
sollte er natiirlich vollstdndig durch die Erhaltungsgrofen (die Integrale Il,. Ik) be-
stimmt sein. Der stationére Dichteoperator lidsst sich aus dem Variationsprinzip (maxi-
mum der Entropie) mit Nebenbedingungen (Erhaltungsgrofien) ableitenlﬂ und hat die
Form eines verallgemeinerten Gibbs-Dichteoperators (dieses Ensemble wird “Generalized

Gibbs ensemble, GGE” genannt |}

PGGE =
ZGGE

Da diese Operatoren mit H kommutieren, besitzen sie gemeinsame Eigenzustéinde, _fz|n> =
I;»|n), mit den Eigenwerten [;,, so dass die Dichtematrix die Form hat

PGGE,nm —
ZGGQE

"Tm Fall von Entartung korrespondiert ein Energie-Eigenwert E,, = E,, zu verschiedenen Zustinden |n) und
|m), und die Rechnung l4sst sich in analoger Weise durchfiihren.

185, Kapitel [3| und Ubungsaufgabe II.1

Diese Ergebnisse gehen vor allem zuriick auf L. Vidmar und M. Rigol [Vidmar and Rigol, 2016]. Ahnliche
Uberlegungen wurden vorher von Srednicki [Srednicki, 1994] und Deutsch [Deutsch, 1991] durchgefiihrt und
sind unter dem Begriff Eigenstate thermalization hypothesis (ETH) bekannt geworden.
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Das bedeutet, dass ein integrables System sehr dhnliche Eigenschaften besitzen kann wie
ein System im Gleichgewicht.

Dies gilt natiirlich nur, wenn in Glg. (2.8)), der erste Term verschwindet. Diesen schauen
wir uns daher noch etwas genauer an:

AOD § : e h(En E'mtc* CnAmn

EnstEm

Er besteht aus einer Summe oszillierender Terme, wobei die einzelnen Beitrége von einan-
der unabhéngig sind. Es kommt daher zu einer weitgehenden Ausloschung dieser Beitrége,
insbesondere wenn ¢ zunimmt, sowie wenn die Zahl der Summanden wéchst. Dieser Trend
ist besonders stark fiir grofle N und eine grofie Basis-Dimension (viele Summanden). Eine
solche Kompensation oszillierender komplexer Terme wird haufig als Dephasierung oder
Dekohdrenz bezeichnet. Diese Effekte fiihren zu einem Verschwinden der Summe, genauso
wie es im Falle einer Ddmpfung (Dissipation) der Fall wére, die zu einer irreversiblen Dy-
namik fiihren wiirden. Hier ist die Dynamik streng genommen immer noch reversibel, aber
eine Riickkehr in den Anfangszustand erfolgt erst nach einer Zeit t,.,, die mit wachsendem
N sehr schnell wichst. Dieses Verhalten ist analog zum Verhalten der Gleichungen der
klassischen Mechanik fiir ein VielteilchensystemP], vgl. unsere Diskussion der Diffusion
(Beispiel 2) in Abschnitt 2.1]

Fazit: fiir ein groBes System ist das Weglassen von (A)9P(¢) hiiufig gerechtfertigt. Da-
mit werden alle Nichtdiagonal-Beitriage, die Quanten-Kohérenzeffekte beschreiben, unter-
driickt. Der dabei entstehende Informationsverlust fithrt zu einer irreversiblen Dynamik
hin zum diagonalen “Gleichgewichts-dhnlichen” Dichteoperator ppg.

Bemerkung: derartige Dekohérenz-Effekte haben in letzter Zeit grofies Interesse hervorge-
rufen, insbesondere bei der Diskussion des Messprozesses in der Quantenmechanik (dort
fithren Einfliisse der Umgebung oder der Messapparatur zu Dekohérenz), sowie im Zu-
sammenhang mit kohdrenten Zusténden, Teleportation und insbesondere Quantum Com-
puting.

Dichtematrix im Makroskopischen Grenzfall.

Wie im klassischen Fall erlaubt der Limes N — oo weitere Vereinfachungen. Erinnern wir uns an
die Abnahme der Bedeutung von Fluktuationen, da die relativen Fluktuationen die Skalierung
u o~ 1/ VN besitzen. Das bedeutet, dass im Gleichgewichts-Dichteoperator die eingehenden
Erhaltungsgréfien durch ihre Erwartungswerte approximiert werden kénnen. Zum Beispiel im
kanonischen Ensemble kann der Energie-Eigenwert durch den Erwartungswert E = E + 6F
ersetzt werden,

5nm E
Pram (En, V. T) — e
ZK
Die Moglichkeit, die Beschreibung auf die Erwartungswerte der Erhaltungsgrofien zu reduzie-
ren, ist eine weitere drastische Vereinfachung und bildet letztlich die Basis fiir die gesamte
Thermodynamik.

20sehr groBe Poincare Revival-Zeit



Kapitel 3

Statistische Theorie des Gleichgewichts

3.1 Entropie. Information. Gleichgewichtsverteilung

3.1.1 Thermodynamisches Gleichgewicht und statistische Ensem-
bles

Wir betrachten ein Vielteilchensystem im Gleichgewicht. Der Begriff des Gleichgewichts wurde
bisher nicht definiert. Fiir diese Definition verwenden wir ein pragmatisches Herangehen, das
sich an den bereits besprochenen Beispielen orientiert und diese verallgemeinert:

Beispiel 2 (Diffusion), vgl. Abb. : Entwicklung hin zu rdumlich homogener Verteilung. Der
Endzustand ist der Gleichgewichtszustand (GG), der charakterisiert ist durch folgende Eigen-
schaften:

e Der Endzustand ist Resultat einer irreversiblen Dynamik;
e cs ist der Zustand, den das System spontan erreicht, im Limes langer Zeiten;

e cs ist der wahrscheinlichste Zustand.

Fragen: Wie hiangt der Gleichgewichtszustand ab von der Umgebung bzw. den Randbedingungen,
welchen Einfluss hat das Ensemble?

Wichtigste Beispiele fiir thermodynamische Ensemble:

1. Isoliertes (abgeschlossenes) System, mit Erhaltungsgrofen N, V| E, wo E die Gesam-
tenergie bezeichnet. p*, f3¢ sollten im Gleichgewicht lediglich abhéngig sein von den
Erwartungswerten von N, V, E.

2. Thermostat (kanonisches Ensemble), hier seien die Erwartungswerte von N, VT
(Temperatur) vorgegeben. Hier ist Energieaustausch moglich, dafiir ist die Tempera-
tur T fixiert (gleiche Temperatur in System und Umgebung/Thermostat/Warmebad).

3. Groffkanonisches Ensemble. Hier werden V,T und p vorgegeben, wobei p das che-
mische Potential beschreibt. Im groflkanonischen Ensemble ist neben Energieaus-
taustausch zusétzlich Teilchenaustausch mit der Umgebung moglich. Das chemische
Potential y beschreibt die Energie, die mit dem Hinzufiigen eines Teilchens verbun-
den ist.

Bemerkungen: Es existieren weitere Ensembles: Barostat (p = const), Mischformen in
Mehrsortensystemen: bestehend z.B. aus Elektronen, Ionen, Atome, (z.B. Teilchenaus-
tausch nur fiir eine Sorte).

61
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Physikalische Gréflen im thermodynamischen Gleichgewicht

Uber die Abhingigkeit des Ensembles von den ihm zu Grunde liegenden Gréfen sind auch alle
anderen Vielteilchengréfien funktional abhéngig von diesen. Wir definieren zwei Grundtypen
von Vielteilchengrofien:

(a) Groflen, die additiv in N sind, d.h. linear mit Vervielfdltigung des Systems wachsen,
nennen wir extensiv. Dafiir sind Beispiele die freie Energie F', die sich schreiben lésst als

F(T,V,N) = Nf(T,V/N),

mit der Dichte der freien Energie f. Andere Beispiele sind die Energie, das Volumen und
die Entropie.

(b) GroBen die invariant unter Vervielfiltigung des Systems bleiben, nennen wir intensiv.
Dazu zéhlen f im obigen Beispiel, sowie die Temperatur 7', Druck p, chemisches Potential
g oder Teilchendichte n = N/V. Extensive GroBen konnen intensiv gemacht werden,
indem durch eine andere extensive Grofle geteilt wird, z.B. s = S/N oder f = F/N.
Gerade die Quotienten durch N tauchen in der Thermodynamik oft auf, und die intensiv
gemachten Groflen werden oft mit dem zugehéorigen kleinen Buchstaben notiert.

Als thermodynamischen Limes (TDL) A einer Grofle A(N, V) bezeichnen wir den Limes

N — oo
V — >

n = const

Insbesondere lieBe sich V' = N/n schreiben und sich unter dieser Ersetzung der thermodyna-
mische Limes schreiben als einfacher Limes limy_,, A(N, N/n). Im thermodynamischen Limes
miissen alle intensiven Groéfien in einer solchen Form gekoppelt werden.

Dieser mathematische Prozess ist natiirlich in vielen praktischen Anwendungen nicht ohne
weiteres moglich. Insbesondere, wenn die Daten numerisch oder experimentell mit endlicher
und ggf. kleiner Systemgrofie generiert werden, muss man ausgehend von diesen Daten in den
thermodynamischen Limes extrapolieren. Dieser Prozess ist nicht trivial, da die endliche Grofie
des Testsystems im Allgemeinen Artefakte mit sich bringt, sogenannte finite-size-Effekte. Hat
man die finite size Korrekturenﬂ7 AA(N) einer Groe A gefunden, bietet das den Vorteil, bereits
mit einer kleinen Systemgréflie prazise Vorhersagen fiir dasselbe System im TDL zu treffen:
A>® = A(N)+ AA(N).

3.1.2 Entropie und Gleichgewichtsverteilung

Die bisherigen Betrachtungen des Gleichgewichtszustands sind eher heuristisch gewesen. In
diesem Kapitel entwickeln wir auf Grundlage von Wahrscheinlichkeitstheorie einen allgemeinen
mathematischen Ansatz, der auf alle genannten Ensembles anwendbar ist. Dieser Zugang ist eng
verwandt mit dem Konzept der Information, welches wir separat in Abschnitt besprechen.

Die thermodynamische Entropie wurde von Rudolf Clausius im Jahr 1865 bereits weit vor
der wahrscheinlichkeits-theoretischen Definition eingefiihrt, basierend rein auf thermodynami-
schen Betrachtungen. Die Entropie S hat folgende Eigenschaften:

(a) S ist maximal im Gleichgewicht (im isolierten System);

'Ein Beispiel fiir finize size Korrekturen ist in Ref. [Dornheim et al., 2016] zu finden.
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(b) Die Entropie ist eine extensive Zustandsgrofe;
(c) Die Entropie ist allgemein anwendbar auf alle Systeme/Ensembles.

Bemerkung: S hat eine vergleichbare Bedeutung wie die Energie, welche Gegenstand des 1.
Hauptsatzes der Thermodynamik ist. Gegenstand des 2. Hauptsatzes ist die Entropie, welche
unter allen relevanten Zustdnden genau im Gleichgewicht ihr Maximum annimmt.

Clausius betrachtete verschiedene stationdre Mikrozustédnde des Gesamtsystems, aber noch kei-
ne Zeitentwicklung. Ludwig Boltzmann untersuchte 1872 dann die Zeitentwicklung aus einem
Nichtgleichgewichtszustand in einen Gleichgewichtszustand und stellte sein H-Theorem (Boltz-
mann definierte eine Grole H = —S) auf: Es besagt % > 0, im Allgemeinen, und % =0, im
Gleichgewicht. Damit ist S auch eine wichtige Grofle im Nichtgleichgewicht, und die Gréfle der
Ableitung sagt etwas aus iiber die Relaxations-Geschwindigkeit.

Zusammenhang zwischen S und Zustandswahrscheinlichkeit
Wir konstruieren im Folgenden S:

(i) Unser System bestehe aus zwei Teilen A und B. In beiden Teilsystemen kénnen viele
Ereignisse eintreten, welche wir ebenfalls mit A und B bezeichnen. Diese treten jeweils
mit Wahrscheinlichkeiten P(A) und P(B) auf. Wir nehmen an, dass diese Ereignisse der
Teilsysteme unabhéngig sind, sodass wir P(AN B) = P(A) - P(B) schreiben konnen.
Wir suchen nun aber fiir die Entropie eine additive (extensive) Grofle, die die Systeme
beschreibt. Diese Eigenschaft bieten nur die Logarithmen (Ubung),

In P(AN B) = In P(A) + In P(B).

(ii) Verallgemeinerung: A und B seien nun unabhéngige, aber identische Kopien desselben
Systems und Teil des Ensembles (verschiedene Realisierungen). Wir mitteln nun den
logarithmischen Ausdruck oben iiber die zufélligen Realisierungen und finden

(InP(AN B))p = P(A)In P(A) + P(B)In P(B).

Nun verallgemeinern wir weiter und betrachten eine Zerlegung in disjunkte Ereignisse mit
den Wahrscheinlichkeiten P(7), also >~ P(i) = 1, mit 0 < P(i) < 1, fiir alle 4.

(i) Anstelle von zwei Realisierungen betrachten wir nun N Realisierungen mit den Wahi-
scheinlichkeiten P(7) und die Wahrscheinlichkeit P, dass N Ereignisse gleichzeitig eintre-
ten. Der Logarithmus von P ist wieder additiv, und wir berechnen den Erwartungswert

N

(InP)p =Y P(i)InP(i).

i=1

Im kontinuierlichen System betrachten wir analog f; — f(z) und damit

(I f); = / dr f(z)In f(z).

In diesen Formeln haben wir die Wahrscheinlichkeitsverteilung, iiber die gemittelt wird,
als Subskript angegeben. Im Folgenden lassen wir das weg, so lange es nicht zu Unklar-
heiten fiihrt.

Die thermodynamische Entropie ist nun dieser Erwartungswert, bis auf eine dimensions-
behaftete Konstante (die von Planck eingefiihrte Boltzmann-Konstante kg),
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B (In P), diskrete Zusténde Definition der Entropie
- (In f), kontinuierliche Zustinde fiir beliebige Verteilungen
(3.1)

mit kg = 1.38 - 1072J/K. Damit hat das Produkt aus Entropie und Temperatur die
Dimension einer Energie.

Priifung der Extremal-Eigenschaft:
Seien 1,2, ..., N mogliche Ereignisse mit den Wahrscheinlichkeiten Py, P, ..., Py, 0 < P, < 1,
mit 3% P, = 1. Dann ist i.a. S = S(Py, Py, ... Py)

Behauptung: S ist maximal fiir P; = const.

Beweis: Wir leiten die Entropie S/kp einzeln nach allen P; ab und beriicksichtigen die Neben-
bedingung (Normierung) iiber einen Lagrange-Multiplikator u:

0 Y Y |
TR S | X
¢ j=1 j=1

O=—InP—-1+pu= P,=exp(p—1) Vi, P, = const.

Damit folgt, da alle P; gleich sind und sich zu 1 aufaddieren, P; = %

Der Wert von S, bei P, = %, ist nun leicht zu bestimmen:
N N
S 1 1
I 2
Wir kénnen auch die zweite Ableitung berechnen, fiir die wir erhalten gj;g = —%, was uns

7

bestatigt, dass ein Maximum vorliegtﬂ.

Verallgemeinerung auf Zufallsprozesse mit weiteren Nebenbedingungen

N
Weiterhin betrachten wir N Ereignisse mit den Wahrscheinlichkeiten {P;} mit > P, = 1, und
—1

%
N

einer zusitzlichen Bedingung Y &P, = E: Wir fordern also zusitzlich, dass ein weiterer Er-

i=1
wartungswert von der Verteilung erfiillt wird. Analog zu oben maximieren wir also die Entropie
und fiithren einen weiteren Lagrange-Multiplikator ein:

N N N
{—ZlenPj —u [1—21%- E-Y P,
j=1 j=1 k=1
0:—1nP,~—1+u—B€Z~:>Pi:e“_1_’B€i,
Die Wahrscheinlichkeit ist nun also auch abhéngig vom Wert der Variable ¢; im Zustand “i”,
es liegt keine Gleichverteilung mehr vor. Der Lagrange-Parameter p ergibt sich wieder aus der

0=

9
op, +5

2Streng genommen muss man die Ableitungen des Ausdrucks mit den Lagrange-Multiplikator(en) begutach-
ten, und dann auch die Kreuzableitungen 0;0;. Dies berechnet dann die Hesse-Matrix, die bei einem Maximum
negativ definit ist. Die Hesse-Matrix ist hier diagonal mit nur negativen Eintrigen und daher negativ definit.
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Normierung:
N
—Be;
e
126“_126 551:>R=N )
i=1 > ehe
j=1
und [ ergibt sich aus der Nebenbedingung
N
N >oeie e
E=) ePh="0—.
i=1 Z 6*551‘
i=1

Bemerkung: 1 fiir den Fall E — Energie ist der Lagrange Parameter gegeben durch 8 = 1/kgT
Bemerkung 2: Hiermit haben wir einen Zusammenhang zwischen Entropie und der Wahrschein-
lichkeitsverteilung gefunden.

Analog existiert aber auch ein Zusammenhang zwischen S und der Zahl W der mdglichen
(gleichwahrscheinlichen) Mikrozustinde. Dieser Zusammenhang wurde von L. Boltzmann ge-
funden:

S=kgln W. Entropie nach Boltzmann

Dieses Ergebnis stimmt mit unserm Resultat fiir eine Gleichverteilung iiberein. Boltz-
manns Verdienst ist die Verkniipfung der Entropie (und damit der Thermodynamik) mit der
Wahrscheinlichkeitsberschreibung.

Beispiel: Wir bestimmen die Entropie fiir ein ideales Gas aus Boltzmanns Formel. Dazu diskre-
tisieren wir den Phasenraum durch Phasenraumvolumina AS2;, welche um einen Phasenraum-
punkt €; = r;, p; lokalisiert sind. Sei N(2) die auf N normierte Vielteilchen-Phasenraumdichte,

/ dNOAN(Q) =N

sowie f die auf 1 normierte Einteilchen-Verteilungsfunktion. Die Teilchenzahl AN; in der i-ten
Zelle l&sst sich damit schreiben als
AN;
N

— [(Q)AQ.

Sei W nun die Anzahl der Moglichkeiten, N Teilchen auf M Zellen zu verteilen, wobei N >
M gelte. Diese Fragestellung ist in der Kombinatorik als ,, Kombination mit Wiederholung“
bekannt, fiir die es

N
W= AN (AN (3:3)

Moglichkeiten gibt. (Die Herleitung erfolgt analog zum Binomialkoeffizienten bei der Binomial-
verteilung.) Wir berechnen nun die Entropie mithilfe der Stirling-Formel: N! ~ v2rNN¥e= N,
bzw. den Logarithmus, In(N!) &~ N(In(/N) — 1), wobei hier Terme vernachléssigt wurden, die
klein gegen N sind.
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WOWIG
BOLTZMANN
1504 - 1906

Abbildung 3.1: Grab von Ludwig Boltzmann auf dem Zentralfriedhof in Wien. Seine Entropie-
formel ist am oberen Rand eingraviert.
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Damit berechnen wir nun Néherungsweise In W, Glg. (13.3))

S
2w
ks

_ (m N'= "In(N f(€) AQ))

=—N Y f(Q)AQIn f(Q;) + C(N).

=1

Analog folgt im kontinuierlichen Fall S[f] = —kgN [dQ f(©2)In f(©2). Damit haben wir die
Entropie-Definition (3.1)) reproduziert.

3.1.3 Entropie und Information

Spéter, deutlich nach ihrer Einfiihrung in der Thermodynamik, wurde die Entropie von Claude
E. Shannon als Begriff in der Informationstheorie eingefiihrt. Fiir einen diskreten Wahrschein-
lichkeitsraum, dessen Elementarereignisse die Wahrscheinlichkeiten Py, P, ..., Py besitzen, also
0< P, <1lund) P, =1, ist sie definiert als

1=-Y PuE).

ld = log, steht dabei fiir den Logarithmus Dualis. Die Shannon-Entropie (oder Information)
gibt Aufschluss dariiber, wieviele Bit im Mittel gebraucht werden, um den Ausgang des Zufalls-
experimentes zu beschreiben (bei optimaler, an das Experiment angepasster Codierung). Werte
I < 1 erhalten diese Bedeutung erst bei unabhéngiger Wiederholung des Experiments.
Beispiel: unfaire Miinze, mit Wahrscheinlichkeit P fiir Kopf und ¢ = 1 — P fiir Zahl. Die
Entropie ist

I(P)=—-PldP - QldQ,

und es gilt I(P = 0) = I(P = 1) = 0. Dies repriisentiert den Umstand, dass wir kein einziges
Bit brauchen, um den Ausgang zu kodieren, denn dieser ist sowieso festgelegt. Ist P > 0,
aber sehr klein, und wiederholen wir den Miinzwurf, so ist die Wahrscheinlichkeit grof, dass
alle Wiirfe Zahl ergeben. Daher kodieren wir mit dem ersten Bit, ob alle Wiirfe Zahl ergeben
haben, und in vielen Fillen ist dann kein weiteres Bit mehr notwendig, weil dieses Ereignis
eingetreten ist. Im Gegensatz dazu ist fiir P =~ 0.5 iiberhaupt nicht klar, wie oft Kopf und wie
oft Zahl geworfen werden, und noch weniger, welche Wiirfe dies jeweils ergeben. Daher ist dort
die Entropie (Information) am grofiten. In Abbildung [3.2]ist dieses Resultat illustriert.

3.2 Isoliertes System. Mikrokanonische Verteilung.
Zustandssumme

In diesem Kapitel untersuchen wir Systeme, die von der Umwelt abgeschnitten sind. Dies hat
direkte Auswirkungen auf das zugehorige Ensemble: Da kein Austausch mit der Umgebung
stattfindet, sind die Teilchenzahl N und die Energie F fix, d.h. lediglich Zustéinde mit N
Teilchen und der Energie E sind moglich. Oft betrachtet man ein System, das eingeschlossen
in ein Volumen V ist. Fiir den allgemeinen Fall lassen wir noch weitere Parameter “a” zu, zum

Beispiel externe Felder. Die festlegenden Parameter sind also N, V, E, a.
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Abbildung 3.2: Informationsentropie beim Wurf einer Miinze mit Wahrscheinlichkeit P (fiir
Kopf bzw. Zahl) als Funktion von P. Die Grenzwerte am Rand sind 0, die Steigung wird dort
jedoch unendlich. (analog zur Halbkreisfunktion /1 — x2)

A: Wir betrachten ein klassisches System aus N Teilchen, d.h. der Phasenraum I',,, C RV
besitzt 6/N Dimensionen. Am Beispiel des 1D-harmonischen Oszillators finden wir die
Hamiltonfunktion

2
Py | M 9 o
H ) — 5 - = E7

(x,pz) o + SWT
welche fiir zeitunabhéngige Zwangsbedingung gleich der Energie ist. Die Menge der €2, die
mit F vereinbar sind, sind die Mikrozustinde des mikrokanonischen Ensembles (also im
allgemeinen Fall die Koordinaten und Impulse aller Teilchen) und liegen auf einer Ellipse,
sieche Abbildung [3.3] Wir untersuchen nun, mit welcher Wahrscheinlichkeitsdichte diese

auftauchen miissen.

Wir setzen die Dichte auf fy(2) = 0, falls Hy(Q2) # E, und fy(2) = oo sonst. Dabei
wahlen wir fy proportional zu einer Deltafunktion, um die Normierung zu diskutieren

1
fn() = Eé[H(Q) — E] mikrokanonische Verteilung

mit der mikrokanonischen Zustandssumme (bzw. im kontinuierlichen Fall auch Zustand-
sintegral) Z. Diese ist gegeben durch

L oikr = / dNQO[H(Q) — E] mikrokanonisches Zustandsintegral

und gewéhrleistet die Normierung, [ dVQ f(2) = 1. In allen hier relevanten Fillen ent-
spricht das 6/ N-dimensionale Integral, dank der Deltafunktion, einem Integral iiber eine
6N — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit (Hyperfliche)] Die praktische Berechnung
der mikrokanonischen Zustandssumme ist nur in Spezialfdllen mdoglich.

3Man beachte jedoch die Rechenregeln bei Verkettung mit der §-Funktion, &[f(z)] = >, 6(x — ;) /| f/(x:)],
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Abbildung 3.3: Die Phasenraumpunkte des 1D-harmonischen Oszillators, die mit einer gege-
benen Energie FE vereinbar sind, liegen auf einer Ellipse, der Phasenraumtrajektorie zu dieser
Energie.

In obiger Definition ging ein entscheidendes Postulat ein: Alle Mikrozusténde, die mit
den gegebenen makroskopischen Parametern N,V E, a vereinbar sind, sind gleichwahr-
scheinlich. Dies ist in Ubereinstimmung mit dem Maximum-Entropie-Verfahren, welches
unter diesen Voraussetzungen konstante Wahrscheinlichkeiten ergibt. Damit lédsst sich
auch schreiben

1
Zmiae(N,V, E,a) = PNV E.q) = const .

Kommentar:
— Exakte (infinitesimal kleine) Phasenraumpunkte sind lediglich ein Modell, das prak-
tisch nicht realisierbar ist.

— Dabher ist eine Diskretisierung sinnvoll, und zwar fiir alle Dimensionen, da Ax;Ap; >
h/2 nach der Heisenberg’schen Unschirferelation gilt. Eine bessere Auflésung ist also
gar nicht moglich.

— FEine sinnvolle Wahl konnen also Phasenraum-Zellen in 3D fiir N Teilchen sein mit

AT = (2wh)*N .

Fiir Integrale gilt dann [ £ nach Konvention

— Auch experimentell sind x;, p; nur mit endlicher Genauigkeit bestimmbar (durch
Messapparatur und die Heisenberg-Unschérferelation bedingt), d.h. auch die Ener-
gie F ist nicht exakt messbar. In der Praxis erwartet man also Energien in einem
Intervall, E,es € [E, E + AE]. Dieses Problem ist in der Quantenstatistik automa-
tisch gelost, wie wir im Folgenden sehen werden.

wobei die x; die Nullstellen von f sind. Damit wird auf der Hyperfliche insbesondere nicht die 1-Funktion

integriert, sondern die W—Funktion. Auch kann 6(E — H) = 4£O(E — H) hilfreich sein.

4Die Wahl dieses Faktors haben wir bereits in der Quantenmechanik begriindet. Die Wellenfunktion eines
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Abbildung 3.4: a) Wahrscheinlichkeitsdichte der niedrigsten Eigenzusténde des Potentialka-
stens. Auch in der Dichte sind Oszillationen, die Vielfache einer Grundfrequenz sind, erkennbar.
b) Schematische Darstellung des mikrokanonischen Ensembles: Alle Zustédnde mit Energien im
Intervall [E, E'+ AFE] zéhlen zum Ensemble (sind Mikrozusténde), alle anderen nicht.

B: Quantensystem aus N Teilchen im mikrokanonischen Ensemble.

Am Beispiel des eindimensionalen unendlich tiefen Kastens finden wir die Eigenenergien

m2h2k?
= — k=12, ..
T omL? o
2
Di; hm
= - fr— —k
om® PFT L

mit den diskreten Impulsen p;, vgl. Abb. a). Der Abstand zwischen zwei Energie-
niveaus AE, = Epy — Ep ~ % Diese Eigenschaft gilt auch fiir wiirfelformigen 3D-
Potentialkiisten mit Linge L = V/3. Fiihren wir weiter die Teilchendichte n = N/L? ein,
so finden wir, dass im 3D-Kasten AE) ~ ;L;T//Sg gilt, was im thermodynamischen Limes
(Dichte n konstant, aber N, L — 0o) wie O(N~%/3) geht. Wir erhalten also, dass die
Energieniveaus im thermodynamischen Limes quasi-kontinuierlich werden.

Diese Beobachtung gilt allgemein: In grolen Quantensystemen werden die Eigenenergien
Ex(V,N,a) mit

H(V,N,a)|ka) = Ex(V,N,a)|ka)

kontinuierlich. |ka) mit k = ky, ..., ky ist dabei ein N-Teilchen-Eigenzustand des Hamil-
tonians H (V,N,a). Die Argumente V, N, a des N-Teilchen-Eigenwertes Ey notieren eine
parametrische Abhéngigkeit, wie im obigen Beispiel die Eigenenergien von L abhéngen.
Im Allgemeinen wird in Systemen mit Wechselwirkung ein Teil der Entartung aufgeho-
ben (welche in demselben System ohne Wechselwirkung existieren kénnte), wodurch die
Vielteilchenenergien noch einmal , kontinuierlicher “ werden.

Fazit: Mit einem Makrozustand (N, V, [E 4+ AE]) vereinbar sind alle Mikrozustédnde mit
Energie Fyx € [E, E + AE], siche Abbildung b), womit wir den Zusammenhang zwi-
schen makroskopischen und mikroskopischen Zusténden dieses Systems gefunden haben.

freien Teilchens in einer Dimension mit Impuls p, lief sich normieren mit dem Resultat

U, (z eip”r/h,

2w
1
v 2= —
2, @) = 5

Pp, (T)
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Analog zum klassischen Fall wird die Entropie maximal, wenn alle Zustédnde innerhalb
des Energieintervalls gleichwahrscheinlich sind:

1

Re(B;V,Na) = 7— BV N

A[E — Ex(V,N,a)], (3.4)

mit einer verbreiterten Deltafunktion A(z) = 1, fir x € [—-Az,0] und A(z) = 0
sonst.

Durch die mikrokanonische Zustandssumme

Z ] mikrokanonische

Zmiae(E,V, N, a) = AlE — Ex(V, N, =
el a) g [ k( a)] Zustandssumme

Ex€[E,E+AE]

sind die Wahrscheinlichkeiten auf 1 normiert. Die mikrokanonische Zustandssumme be-
schreibt direkt die Zahl der Zustédnde im vorgegebenen Energieintervall (daher auch der

Name), s. auch Abb. [3.4]

Dichteoperator im mikrokanonischen Ensemble.
Fiir Elemente einer Energie-Eigenbasis |k), |k} gilt

1

@mikr — zkjplflikr|ka> <ka| = 7 Z A[E - Ek(V, N7 a)] |ka> <ka|

mikr K
<k|émikr|k/> — 6k,k’Plinikr(Ea ‘/’ N, a) ’

da im Gleichgewicht H zeitunabhéngig ist, [9, H ] = 0 (siehe von-Neumann-Gleichung),

~mikr

0 gemeinsame Eigenzustdnde mit H hat.

Die klassische mikrokanonische Zustandssumme geht aus der quantenmechanischen her-
vor unter der Annahme, dass die Energienieveaus kontinuierlich sind, und unter dem

Grenzwert limag 0 Zmike (AE)/AE.

3.3 Statistische Entropie im mikrokanonischen
Ensemble

Mit Definition (3.1)) und den Wahrscheinlichkeiten Py der Mikrozustéinde, Glg. (3.4]), berechnen

wir nun die Entropie im mikrokanonischen Ensemble (wir verwenden im Folgenden alternativ

den Index p an Stelle von “mikr”):

- 1
Su(E,V,N,a) = ~kp» PslnP,=—-ksg > D In— = kpln Z, >k
n=l Eke[E,kE-‘rAE] g Ee[E,IE+AE]

—_——
=1

Ent ie i
SM(E, V,N, a) =kpln ZM(E,V, N, a)‘ ntropie im

mikrokanonischen Ensemble

(3.5)

Diese Grofle ist sinnvoll und nichtnegativ, wenn die Zahl der Mikrozustinde Z;, > 1. Anson-
sten ist das Intervall AF zu schmal gewéhlt und physikalisch nicht sinnvoll fiir ein Vielteilchen-

system.
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Damit ist .S sowohl durch die Mikrozustéinde als auch durch die makroskopische Grofle 7.
definiert. S maximiert die Entropie unter der Zwangsbedingung Ej € [E, E+AEFE]. Dies ist auch
im Einklang mit der Informationsinterpretation: Dadurch, dass alle mit der Zwangsbedingung
vertraglichen Zusténde gleichwahrscheinlich sind, ist der ,, Entartungsgrad “ des Makrozustandes
maximal.

Bemerkung: Dieses Ergebnis stimmt mit Boltzmanns statistischer Interpretation der Entropie,
Glg. , iiberein: seine Grofle W entspricht also der Zustandssumme, wobei das Postulat
der Gleichwahrscheinlichkeit benutzt wurde.

Die mikrokanonische Entropie enthélt eine gewisse Willkiir dadurch, dass sie mit der Grofle des
Intervalls AE verkniipft ist. Verschiedene AFE korrespondieren zu unterschiedlichen ,,Energie-
auflosungen“ in S. Aber #hnlich wie bei der Energie, ist der Absolutwert (bzw. der Nullpunkt
der Energie) i.d.R. unerheblich. Wichtig sind Differenzen bzw. Vergleiche von Entropiewerten
fiir verschiedene Zustande.

Wir fassen nun einige Eigenschaften der mikrokanonischen Entropie zusammen.

Eigenschaften der Entropie, Glg. (3.5):

(1) Additivitat: Gegeben seien zwei unabhdngige Teilsysteme mit jeweils Wahrscheinlichkei-
ten {P;} bzw. {Q,;}. Dann ist die Gesamtentropie gegeben durch

S=-) PQ;In(PQ;)=-> PQ(InP+nQ;) =

] v
==Y PP -> QilnQ;=5+5.
( J

Beim dritten Gleichheitszeichen wurde die Normiertheit der P; bzw. @); verwendet.

(2) Extremalprinzip: Die mikrokanonische Gesamtheit maximiert die Entropie, vgl. Abschnitt

B.1.2.

(3) 2. Hauptsatz: Nach (2) besitzt jeder andere makroskopische Zustand {P;} eine kleinere

Entropie als die Gleichverteilung, S < Shikr, d.h. wenn {ﬁl} der Anfangszustand ist,
wiéichst S an. Die Monotonie fiir alle Zeiten ¢, £5(t) > 0, kénnen wir allgemein nicht
zeigen, da wird alle Informationen iiber die Dynamik des Systems aufgegeben haben.

Dies ist eine Konsequenz aus der Annahme iiber die Stationaritét.

(4) Die mikroskopische Dynamik erhélt die Entropie. Dies ist eine Konsequenz der Reversi-
bilitdt der (klassischen oder Quanten-)Mechanik (isoliertes System).

Beweis fiir den Quantenfall: Die mikroskopische Entropie. % = —TroIn 9, berechnet sich
zu einem Zeitpunkt ¢ > ty, ausgedriickt mithilfe des unitidren Zeitentwicklungsoperators

N

Ul(t,tog) durch

o(t) = Ult, t0) 60U (t, 1), ihdU(t, to) = H)U(t,t), o = 0(to)
S(t) = —Trp(t) In o(t) = —Tr {ﬁ@ofﬁmn oot } - Ty {U@o In @OUT}
= —Tr {UTU@() In @0} = —Tr {60 In do} = S(to).

Dabei wurde die Unitaritit U = Ut genutzt, sowie die Invarianz der Spur unter zy-
klischer Vertauschung der Operatoren. Diese lédsst sich einfach zeigen durch Einfiigen
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von Einsen. Wir erhalten also, dass die Entropie zu einem spéteren Zeitpunkt diesel-
be ist wie zum Anfangszeitpunkt. Analog kann man die Rechnung bei ¢ beginnen und
dann riickwérts bis nach ¢y propagieren (Unitére Zeitentwicklung!) und findet hier ebenso
Entropieerhaltung.

Wir erwarten also, dass % > 0, nur bei einer irreversiblen Dynamik auftreten kann.
Solch eine “Dynamik” kann gegeben sein durch Prozesse wie statistische Mittelung, “Ver-
groberung” (o. coarse graining) der mikroskopischen Dynamik (z.B. durch Mittelung iiber
zuféllige Einfliisse der Umgebung, d.h. gemittelte Anfangsbedingungen, Kréfte). Der Be-
weis hierfiir l&sst sich nur im Rahmen konkreter Nichtgleichgewichtstheorien fithren, z.B.

kinetischer Theorie (Boltzmanns H-Theorem), s. z.B. [Bonitz, 2016].

3.4 Mikrokanonische Entropie des idealen Gases.
Gibbs-Paradoxon

Als erstes und repréisentatives Beispiel fiir ein Vielteilchensystem im mikrokanonischen Ensem-
ble betrachten wir ein ideales nichtentartetes Gas, fiir das wir die Entropie berechnen wollen.

3.4.1 Kopplungs- und Entartungsparameter

Dieses wichtige Modellsystem ist durch folgende Eigenschaften bestimmt:

1. Die Wechselwirkung zwischen den einzelnen Teilchen ist vernachlissigbar, d.h. der Kopp-
lungsparameter verschwindet:

T, = WA{)' <1, (3.6)
(T)

wobei V' die Wechselwirkungsenergie pro Teilchen und T die kinetische Energie pro
Teilchen bezeichnen. Fiir ein klassisches System ist (1) ~ kgT (dies zeigen wir im
nichsten Kapitel). Die mittlere Wechselwirkungenergie ist bestimmt durch die Abstand-
sabhéingigkeit der Paarwechselwirkung. Fiir das Beispiel geladener Teilchen (Coulomb-
Wechselwirkung) ist (V) ~ 1~ n'/3 wobei 7 der mittlere Abstand zweier Teilchen ist.

Fiir den klassischen Kopplungsparameter (3.6)) geladener Teilchen gilt also I'q ~ ”IT/B :

2. Quanteneffekte sind vernachléssighar, wenn der sog. Entartungsparameter verschwindet:
xi=nA} <1, (3.7)

wobei wir die DeBroglie-Wellenlénge h/p, fiir den Fall eines idealen klassischen Gases im
thermodynamischen Gleichgewicht unter Verwendung des mittleren thermischen Impul-
ses, i = (2rmkpT)'/?, benutzen, was auf die thermische DeBroglie- Wellenlinge fiihrt:

h
Ay = ————
th V2rmkgT’

Warum die Relation gleichbedeutend mit klassischem Verhalten ist, kann man leicht
ersehen: dazu rechnen wir die dort eingehenden Gréfien in Léngen um: da n ~ 773, ent-
spricht der Entartungsparameter x ~ (A, /7). Klassisches Verhalten (xy < 1) liegt vor,
wenn der mittlere Teilchenabstand viel grofier ist als die quantenmechanische Ausdehnung
A der Teilchen (siehe Dichtematrix des homogenen Gases, Ubungsaufgabe). Umgekehrt
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bedeutet A > 7 (also x > 1) einen starken Uberlapp der Wellenfunktionen der Teilchen,
wodurch Quanteneffekte wichtig werden}

Aufgabe: Berechnen Sie I';; und y fiir ein homogenes Elektronengas und zeichnen Sie in der
Inn—InT-Ebene Linien konstanter Werte von I'g und y (0.1, 1.0, 10.0) ein.

3.4.2 Mikrokanonische Zustandssumme und Entropie
des idealen nichtentarteten Gases

Wir betrachten ein schwach gekoppeltes (I' < 1)und schwach entartetes (y < 1) Vielteilchen-
system. Zur Berechnung der mikrokanonischen Zustandssumme miissen wir alle Mikrozusténde
zéhlen, deren Energie in einem vorgegebenen Intervall [E — AFE, E| liegt. Hierzu definieren wir
uns eine Hilfsgrofe ®:

®(E,V,N) Z@E Ej)

®(E,V,N) beschreibt also die Anzahl der Zustdnde mit einer Energie kleiner als E. Damit
schreibt sich die mikrokanonische Zustandssumme elegant als

Im quantenmechanischen Potentialkastenf| schreiben wir nur[’]

h22
WEVN =D Y 6l ZQmin

ni=1ng=1 nyy=1 7j=1

, (3.8)

wobei die Summe in der Theta-Funktion iiber die 3N Energie-Beitrdge der N Teilchen im 3-
dimensionalen Kastenpotential (Box) beschreibt. Liegen die Energien sehr dicht im Vergleich
zur Grofle der Energiekugel, so ist diese Summe gut durch einen Integralausdruck genéhert,
welcher einfacher zu behandeln ist. Fiir diesen Ubergang ersetzen wir (man iiberlege sich, woher
der Faktor kommt, Stichwort Zustandsdichte)

=3

n;=1

Damit ergibt sich

1 vy
@(E V N) 23N 7()3N dpl dpgN@

2mE — Zp?] .
J

Die Integrale beschreiben gerade das Volumen einer 3 N-dimensionalen Kugel mit Radius R =

v2mE. Dieses Volumen ist fiir geradzahlige N gegeben durch
T3N/2

3N (3N

ST (%)

Sund damit u.a. auch Spin-Effekte, wodurch es auch zu unterschiedlichen thermodynamischen Eigenschaften
von Bosonen und Fermionen kommt. Dies untersuchen wir spéter, in Kap. VL.

6 Aufgabe: Man formuliere die Schrédingergleichung fiir ein System von N nichtwechselwirkenden Teilchen in
einem 3D Potentialkasten und bestimme die Eigenfunktionen und Energie-Eigenwerte.

"Wir werden weiter unten sehen, dass dieser Ausdruck nicht vollstindig ist. Man iiberlege, was fehlerhaft
sein konnte.

8Es existiert eine #hnliche Formel fiir ungerades N, aber ebenfalls mit Vay ~ R3V.

%N(R) - R3N ;
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mit der [-Funktion, die die Funktionalgleichung I'(z + 1) = z - ['(2) erfiillt und mit speziellen
Werten I'(0.5) = /m und I'(n + 1) = n! Damit ergibt sich

\VaL 7T3N/2 (2mE)3N/2

OB,V N) = (2rh)3N 3N/2 T(3N/2)

sodass wir finden

B AR\
=)

®(E — AE,V,N) = ®(E,V,N) (

Der hintere Faktor geht fiir N — oo gegen 0 (man zeige dies explizit!), damit ist im thermo-
dynamischen Limes dieser Term vernachldssigbar. Damit erhalten wir unsere Zustandssumme
als

VN 7.(.3N/2 <2mE)3N/2

Zo(E,V,N) = ®(E,V,N) = (27h)3N 3N/2 T(3N/2)

(3.9)

Wir schreiben die Gammafunktion um:
3N 3N\
—_— — | =~ —_— _—
F( 5 +1> (3N/2)! ( 5 ) SN2

wo wir den Wurzelterm weggelassen haben, da wir nun den Logarithmus bilden, und dieser dort
vernachlassigbar wird:

3
S 3 V (4mm E\ 2

Die +1 im Argument der Gammafunktion haben wir ebenfalls vernachléssigt.

Diskussion: Wir erwarten, dass S = N-s(E/N,V/N) eine extensive Grofie und s eine intensive
Grofle ist, wobei letztere nur abhéngig von anderen intensiven Groflen ist. An unserem Resultat
kann man bereits erkennen, dass dies nicht der Fall ist. Dazu miisste das Volumen auch nur in
der Kombination V/N auftreten, genau wie bei der vorliegenden Kombination £/N. Dies ist
ein fundamentales Problem des gefundenen Ergebnisses, das wir spéater korrigieren werden. Aus
diesem Grund verwenden wir fiir die Zustandssumme und die Entropie die tem-
pordren Bezeichnung Z, und Sj. Ein Beispiel, bei dem sich dieses Problem besonders deutlich
auflert, ist das Gibbssche Paradozon.

3.4.3 Gibbssches Paradoxon

Wir betrachten ein isoliertes System idealer Teilchen in zwei benachbarten Boxen A und B, die
durch eine Wand getrennt sind. In beiden Systemen herrsche jeweils die selbe Temperatur T,
und derselbe Druck p. Die Boxen enthalten N4 (Npg) Teilchen, die die Volumina V4 bzw. Vg
einnehmen. Wir untersuchen nun die Durchmischung nach Entfernung der Wand. Im Endzu-
stand liegen nun die Teilchenzahlen N4 und Ng im Volumen V44 Vg vor. Wir méchten nun die
Entropien vorher (1) und nachher (2) berechnen und darus ihre Differenz, ASy; = 532) - S(gl)
(die Mischungsentropie), untersuchen.

Sowohl vorher als auch nachher liegt ein thermodynamisches Gleichgewicht vor, fiir das das
mikrokanonische Ensemble zutrifft. Wir nutzen, dass die Energie eines idealen Gases gegeben
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ist durchﬂ E= %N kgT. Die Entropie ist additiv, so dass wir erhalten

S5 = S$(T, Vi, Na) + S¢(T, Vis, Nig)
S5 = S¢UT,Va+ Vis, Na) + ST, Va + Vg, Ni)

Damit steigt die Entropie durch den Misch-Prozess an:

ASy = Ny AT Ve o Yat Ve
Va Vs

0. (3.11)
Dies war zu erwarten, denn es handelt sich um einen irreversiblen Prozess (dhnlich wie bei
unserem Beispiel mit der Diffusion), der zu einem wahrscheinlicheren Zustand strebt.

Gibbs-Paradozon: Nun betrachten wir folgenden Spezialfall: was passiert, wenn Sorte B und
Sorte A identisch sind? Die Rechnung lauft dann vollig analog und man erhélt dasselbe Resul-
tat ~in den Endformeln ist nur Np durch N4 zu ersetzen — ASy > 0, obwohl das System
natiirlich bereits zu Beginn durchmischt ist (Man stelle sich vor, man fiige die Wand wieder ein).

Losung des Gibbs-Paradoxons. Wir finden nun die Ursache dieses Paradoxons, sowie der
Abweichung von der erwarteten Abhéngigkeit der Entropiedichte sg = Sy/N von ausschliefi-
lich intensiven Groflen. Wir kehren zuriick zur Berechnung der Zustandssumme: Der Ausdruck
fir ® enthélt N Summen iiber n; = {ny, ny, n.} fiir alle Teilchen, welche auch Mehr-
fachzéhlungen enthalten, die durch Vertauschung auftreten: Ist Teilchen [ im Zustand n; und
Teilchen p im Zustand n,, so besitzt der Zustand, bei dem beide Teilchen ihre Quantenzahlen
tauschen, dieselbe Energie und taucht ebenfalls in der Zustandssumme auf. Sind die Teilchen
aber ununterscheidbar, so beschreiben beide Situationen denselben pu-Zustand, und dieser pu-
Zustand wird zweimal gezdhlt. Insgesamt existieren bei N Teilchen N! mogliche Vertauschungen
der Teilchenindizes (bzw. der Quantenzahlen). Die korrekte Zustandssumme, die nur physika-
lisch verschiedene Mikrozusténde enthélt, ist also um einen Faktor 1/N! reduziert.

Da die Entropie im Wesentlichen durch einen Logarithmus gegeben ist, wird aus dem Faktor
1/N!in ® in der Entropie ein additiver Beitrag, den wir mit Ssyym bezeichnen. Wir schreiben
damit (der multiplikative Faktor in ® fiithrt zu einem additiven Beitrag in S)

Su(E,V, N) = S()(E, V, N) + SSYM(N) ,

mit Ssyy/kp = —In(N!) ~ —In(N/e)¥ = —NIn(N) + N (Stirlingformel). Damit folgt fiir die
Gesamtentropie die korrigierte Formel

Gesamtentropie des homogenen idealen Gases ohne Spin

1
= Su(E,V,N) =InZ,(E,V,N) = N {g +1In
B

. J

Diese Formel hat die korrekte Struktur einer Entropie: S, (E,V,N) = N -s,(E/N,V/N). Es
ldsst sich dariiber hinaus leicht nachrechnen, dass dies auch das Gibbs-Paradoxon 16st.

Aufgabe: Man zeige, dass die mikrokanonische Entropie (3.12)) im Fall identischer Teilchen
A = B, zu einer Mischungsentropie von 0 fithrt und das Gibbs-Paradoxon 16st.

9Das zeigen wir in Kiirze.
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3.4.4 Thermodynamische Funktionen des idealen Gases im Mikro-
kanonischen Ensemble
In diesem Kapitel diskutieren wir die Information, die in der Entropie enthalten ist. Da-

zu verwenden wir das gefundene Resultat S, Glg. (3.12), fiir das ideale Gas mit all seinen
Abhéngigkeiten von den Parametern E,V, N. Wir berechnen das vollstdndige Differential

a5, a9, a5,
dS, = —L| dE+ —*% dV + =—E£| dN.
b OF lvin + oV |lenN * ON |Ev
Fiir das ideale Gas finden wir aus Glg. (3.12)
as,, 31 1
OF lv,N Bor 1
S, B 1 _»p
ovien PV T T
S, V1 (4mm E\? u
—£ =k —— | —= =—kplny =—=. 1
ON lpy — "B Nhﬁ( 3 N> BMXT T (3:13)

Die jeweils letzten Ausdriicke haben wir durch den Vergleich mit der Thermodynamik identi-
fiziert’) unter der Annahme, dass beide Ausdriicke fiir die Entropie und die Koeffizienten vor
den partiellen Ableitungen dquivalent sind:
1
dSTD = (dU —f-pTDdV - [,LTDdN) . (314)
Trp

Aus diesen Ausdriicken finden wir sofort die bekannten Formeln fiir die Energie, den Druck und
das chemische Potential des klassischen idealen Gases:

E:gN@T, (3.15)
pV = NkgT, (3.16)
w=kgTIny, (3.17)

wobei x der Entartungsparameter (3.7)) ist. Hier ist Gleichung (3.16]) die bekannte Zustands-
gleichung, sowie Gleichung (3.15|) die kalorische Zustandsgleichung des idealen Gases.

Aufgabe: Man leite das Ergebnis (3.13) fiir die Ableitung der Entropie nach N her und zei-
ge, dass sich das Resultat, wie angegeben, durch den Entartungsparameter ausdriicken lasst.

Untersuchen Sie das Vorzeichen von u, Glg. (3.17)).

3.4.5 Allgemeiner Zusammenhang zwischen Mikrokanonischer Zu-
standssumme und Thermodynamischen Funktionen. Tempe-
ratur. Operatoren des Drucks und des chemischen Potentials

Obige Relationen, die wir fiir das ideale Gas gefunden haben, nehmen wir nun als Grundlage,
um Temperatur, Druck, und chemisches Potential fiir beliebige SystemeE] zu definieren und in

OWir verwenden hier die Gibbssche Fundamental-Gleichung , die eie Kombintation des ersten und
zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik ist, die wir in Kapitel IV. herleiten werden. Auch verwenden wir die
in der Thermodynamik iibliche Abkiirzung U fiir die innere Energie, die wir im néchsten Kapitel diskutieren
werden.

1VWir behalten den Subscript p fiir das Mikrokanonische Ensemble bei, er impliziert jetzt aber nicht mehr
das ideale Gas.
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Beziehung zum Hamilton-Operator zu setzen:

S, (E,V,N) = kyln Z,(E,V,N)

1 0 1 0
T~ 9E M Plyn T mpap B VN
P 0 1 0
P9, -~ % S/(E,V,N ‘
kgT OV 1l EN  kpoV W(ESV, >E,N
i 0 1 0 ‘
kgT  ON Hlu v kg @NS“( Vi N) EV

Hat man Kenntnis iiber die Zustandssumme, kann man also diese Groflen, auch ohne die Entro-
pie zu kennen, berechnen. Wir driicken diese Gréflen als Erwartungswerte quantenmechanischer
Operatoren aus. Dazu setzen wir formal

OH
o (B — Te B
INlpy M (1) = Tr 10",
OH
. oH By - Tep o
=50,y @+ P=@0n="Trpd",

wobei die Spur mit Eigenzustinden |k) des Hamiltonoperators zu berechnen ist. Wir iiberpriifen,
ob diese Definitionen sinnvoll sind:

PTD _8anu‘ _ii
kgTrp OV len  Z,0V

=_ Z (—%) S AE — E)
~ Zia% G%) AE-E)+0 (%)

Y A[E - Eg(V,N)]

Dabei wurde die Kettenregel 0y = (0y Ex)0g, genutzt sowie 0p, ~ —0g. Im letzten Schritt
wurden die Diagonalelemente —% = prr des Druckoperators definiert, sowie A(E — Ey) =
0 Z, ersetzt. g} hat hier die Bedeutung einer Wahrscheinlichkeit fiir den Eigenzustand |k) des

Hamiltonoperators. Wir fassen dies zusammen und erhalten
PrD 1 0 . . 0lnZz, 1
kT~ 2,08 P 2= g Oy

_
kBTTD

Damit erhalten wir prp = (p),, was wir zeigen wollten. In Glg. (3.18)) gingen in der Rechnung
nur die Diagonalelemente des Druckoperators, py, in der Energiebasis ein. Wir iiberpriifen nun,
dass dies auch ausreicht:

;o
p_ av?
A N oF
(AIK) =~ (How HIKY = - Sk

Damit reichten die genutzten (diagonalen) Matrixelemente aus, um den Operator darzustellen.
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Analog konnen wir vorgehen, um zu bestétigen, dass der Operator des chemischen Potentials
gegeben ist durch

fi==—==H(N+1)— H(N).

Durch die rechte Seite wird ausgedriickt, dass nur ganzzahlige N physikalisch sinnvoll sind. Das
Ergebnis der Ableitung ist

olnZz, olnz,,. . .

Dabei gllt analog Mk = [Ek(N + 1) — Ek(N>]5kk’

Bemerkung: Der Operator ji ist nur iiber die Matrixelemente definierbar, da Oy H Hilbert-
rdume verschiedener Grofle miteinander verkniipft.

Zusammenfassung: Fiir das mikrokanonische Ensemble gilt allgemein die Gibbs’sche Funda-
mentalgleichung

dS.(E.V.N) 0lnZ a5
M( y Vo ) — 02 {dE + (ﬁ)ﬂdV — </l>,udN} = = )
kg oE ke

wenn wir die entsprechenden thermodynamischen Groéflen wie folgt einfiihren:

1 _8anu
kgTrp  OF

pro =B = Y b o =Trpd",
K

prp = () = Z firre 0 = Tr 10" .
k

Damit ist es uns gelungen, die thermodynamischen Gréflen mikroskopisch zu begriinden, und
zwar ein beliebiges System mit Wechselwirkung. Die Resultate sind giiltig im thermodynami-
schen Limes, in welchem zusétzlich vorhandene Terme, die von der Ordnung O(1/N) sind,
verschwinden.
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E1, V1, Ny Ez, V2, N2

isolierte mikrokano-
nische Systeme

thermischer Kontakt Ein mikrokanonisches System

V1, N1 fixiert V2, Nz fixiert
E=Ei+E2=E'1 +E"2

E"y ~——® [,=-F_EY

!

warmeleitende
Wand

Abbildung 3.5: Zwei mikrokanonische Systeme (oben) werden in thermischen Kontakt gebracht
und gehen in ein einheitliches mikrokanonisches System iiber. Dabei d&ndert sich nur die Energie
in den beiden Teilen, bei fixierter Gesamtenergie. Volumina und Teilchenzahlen bleiben fixiert.
Ein stabiles Gleichgewicht (Maximum der Entropie) ist erreicht, wenn sich gleiche Temperatu-
ren eingestellt haben, s. Rechnung.

3.5 Systeme mit thermischem Kontakt. Temperatur.
Kanonisches Ensemble

3.5.1 Systeme mit thermischem Kontakt. Temperatur

Wir untersuchen nun einige Eigenschaften von Systemen im thermischen Kontakt, d.h. Ener-
gieaustausch zwischen beiden Teilsystemen sei moglich, Teilchenaustausch oder Deformationen
(Volumenédnderung) hingegen nicht. Auch mogen duBere Felder keine Rolle spielen. Zur Illustra-
tion betrachten wir das Beispiel von zwei isolierten Teilsystemen, s. Abb. Bei thermischem
Kontakt, z.B. durch eine wiarmeleitende Wand, tauschen beide Teile nur Energie aus. Die Frage
lautet dann: was ist der stabile Endzustand (der neue Gleichgewichtszustand), der sich spon-
tan einstellt? Mathematisch bedeutet das, die Entropie zu maximieren beziiglich des einzigen
offenen Parameters, durch den sich die End-Mikrozustinde unterscheiden — die Verteilung der
Energie auf beide Systemteile, bei fixierten Teilchenzahlen, Teilvolumina und Gesamtenergie.
Das heif}t, es gilt

so dass nur E] zu bestimmen ist, da dann auch E) = E — E] festgelegt ist. Durch die Defini-
tion der Entropie lédsst sich diese Frage direkt 16sen: Wir maximieren die Gesamtentropie, Sio

beziiglich E7:

Sig = S1(E1, Vi, Ni) + So(E — EY, Va, Np) — Max,

0= 8812 . 851 852
T OE, lvinmveNo e OB IviNy  OF; lvaNaE
1 1 1 oS
T T mit der Definition T = 3E - (3.19)
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wobei der Vorzeichenwechsel in Glg. aus dem Ubergang von der Differentation nach
auf E] resultiert. Aus Glg. folgt sofort, dass Gleichgewicht zwischen beiden Teilsystemen
dann erreicht ist, wenn sie gleiche Temperaturen aufweisen, wobei die (inverse) Temperatur
iiber die Ableitung der Entropie nach der Gesamtenergie definiert ist.

Aus diesem Resultat ziehen wir eine Reihe wichtiger Schlussfolgerungen:

(i)

Da die Wahl der Teilsysteme in Abb. vollig beliebig war, lasst sich die Prozedur
beliebig erweitern. Fiir den Fall von 3 Teilsystemen A, B, C sollte aus T4 = Ty und
Tg = Te auch Ty = Ty folgen, und analog in einer noch grofieren Zahl von (willkiirlich
ausgewéhlten) Teilen — die Temperatur in allen Systemteilen ist im Gleichgewicht gleich.
Die Allgemeingiiltigkeit dieses statements im TD Gleichgewicht ist eine Hypthese, die die
Aussage des “0. Hauptsatzes” der Wirmelehre bildet?]

Bemerkung: § = kB#T hat die Dimension 1/Energie, was man sich leicht entweder anhand

der Dimension von kg verdeutlicht, oder anhand des Boltzmannfaktors e~ #/%5T

der Exponent einheitenlos sein muss.

, bei dem

Aus der Beziehung S ~ In(Z) lassen sich weitere Schlussfolgerungen ziehen: Wenn das
Energiespektrum nach oben unbeschriankt ist (z.B. bei den Translationsfreiheitsgraden),
so finden wir

1 0
—=kp=—InZ >0
T~ "PoE™ !
die Temperatur ist also positiv.
Analog kénnen Negative absolute Temperaturen auftreten, wenn das Energiespektrum von
oben beschrankt ist:

Beispiel: ortsfeste Spins (z.B. im Festkorper) im B-Feld, 2 Teilchen:

, -1
{Em R ﬁ oo

Mit Anwachsen der Energie erhoht sich zunéchst die Zahl der Mikro-Zustéinde von 1
auf 2, wobei die Temperatur positiv ist. Gleichzeitig finden wir, dass die Temperatur
auch negativ werden kann fiir Energien in der Ndhe von Null: dort nimmt die Zahl der
Mikrozustdnde von 2 auf 1 ab. Dieses Beispiel kann auch direkt auf makroskopische N-
Teilchen-Systeme verallgemeinert werden. Solche Situationen kénnen experimentell bei
hohen Energien realisiert werden. Negative absolute Temperaturen (die durchaus in der
aktuellen Forschung untersucht werden) sind also nichts Unphysikalisches, sondern eine
Folge unserer Definition und eine Eigenschaft der Zustandssumme.

Anderung der Entropie auf dem Weg zum Gleichgewicht fiir zwel Teilsysteme: Wir be-
trachten wieder das Beispiel aus Abb. und die Anderung der Entropie, wenn beide
Systeme in Kontakt gebracht werden:

05 05,
d =d dSy = —dF| + — dFE
Sio S1+dSs O, 1+ oL, 2

=—dF1
1 1
=———|dE; > 0.
(Tl TQ) '

12Diese Aussage gilt zusitzlich zum 1,. 2. und 3. Hauptsatz, die wir in Kap. IV diskutieren werden.
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Hieraus kénnen wir schlussfolgern (fiir 77,75 > 0), dass die Energie stets vom wdrmeren
Teilsystem zum kdlteren Teilsystem flieBt, denn T7 > Ty = %1 — TLQ <0=dFE; <0, d.h.
System 1 verliert Energie. Fiir T, < T} gilt Analoges.

Beim Wiarmeausgleich verliert das System mit der hheren Temperatur Entropie und die
Entropie des anderen Systems steigt, allerdings {iberwiegt letzterer Prozess und insgesamt
steigt die Entropie an.

(vi) Die Temperatur hiangt direkt mit der Energie zusammen.

Beispiel ideales Gas. % = %kBT

Derartige Stabilititsbetrachtungen des GG-Zustandes beziiglich Stérungen (Anderung eines
Parameters) werden wir noch an vielen Stellen antreffen. Das Konzept der Entropie ist dafiir
sehr effektiv.

3.5.2 Herleitung des Kanonischen Dichteoperators

Wir betrachten nun eine asymmetrische Situation, Abb. [3.6} Ein kleines System ,,S“ sei im
thermischen Kontakt mit der viel groferen Umgebung ,,U* (oder auch , Thermostat “, ,,T“)E.
Das Gesamtsystem T+S sei isoliert und mikrokanonisch beschrieben mit Parametern

Nt > Ng
Ve > Vg
Tr~const = Tqg =T

Die innere Energie Ug sei nicht konstant. Wir suchen nun nach der wahrscheinlichsten Energie-
Verteilung fiir das kleine System, Ps.
Das quantenmechanische Problem wird formuliert durch den Hamiltonoperator

H = Hq+ Hy + Hgr,

wobei wir den letzten Term, der die Wechselwirkung beschreibt, im thermodynamischen Li-
mes vernachlissigen, da er nur in der Nihe der Grenzregion relevant is'?] Wir suchen nun
also gemeinsame Eigenzustinde von Hg und Hy. Unter der gut gerechtfertigten Annahme,
dass diese beiden Operatoren kommutieren, finden wir gemeinsame Eigenzusténde durch einen
Produktansatz:

(W) ~ [WE) W) Wi € Hs, V) €Hr, H=Hs®Hr,
H|Wgr) ~ (Eé + EJT) W)

Dabei gilt fiir alle Mikrozustéinde |Wi;) mit den Quantenzahlen (4, j):
EY = Ei + EJ, = Uy = const.
Die Dichtematrix des Gesamtsystems im Gleichgewicht (mikrokanonisch),

(i1 V5" = pi 60

I3Man {iberlege sich Beispiele.
4Das setzt voraus, dass die Teilchenzahl im System S hinreichend grof ist, da die Rolle von Ober-
flichenbeitrigen mit N—1/3 verschwindet.
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S: ES! VS! NS
60
Es < Et
T:. E, V1, Nt Vs <Vt
Ns < Nt
Es+ Er=Uy = const
Ts=Ty

Abbildung 3.6: Die der kanonischen Verteilung zugrunde liegende Situation: Ein kleines Sy-
stem ,S“ steht im thermischen Kontakt mit einem (viel groferen) Thermostat , T¢. Die Ge-
samtenergie ist fixiert, im thermodynamischen Gleichgewicht haben beide Teilsysteme dieselbe
Temperatur, s. Abschnitt [3.5.1] Nun sind aber verschiedene Energicaufteilungen auf ,S“ und
,» T moglich, welche verschieden oft auftreten. Die Wahrscheinlichkeit verschiedener Energien
im System “S” unter diesen Bedingungen wird beschrieben durch die kanonische Verteilung.

ist diagonal, mit den Diagonaleintrigen

1

) = P = ey

NI

wobei alle Mikrozustinde mit Energie £ € [Uy, Uy + AE] mit gleicher Wahrscheinlichkeit
auftreten und ihre Zahl durch Z°7 gegeben ist.

Wir berechnen nun den Dichteoperator des (kleinen) Systems. Dazu berechnen wir die Teil-
spur:

&°(Uo) = Trp g™ (Uo)
0 (Uo) = > (ila™ (Uo)lij) = D PS" (Vo).
J J
Wir definieren die Zustandssumme des Thermostats, Z*(E) = > A[E — E}). Damit kénnen

J
wir den letzten Ausdruck umschreiben als

0} (Vo) = ZST ) ZA — B — EJ]

_ 2N (U - Es)
o ZST(UO>

Wir driicken nun 7 durch die Entropie aus, wofiir wir nutzen k— = InZ,, und erhalten

. |
o S (Uo—EY)

B E RGO

Qz’S(Uo) =
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und verwenden des weiteren S5t (Uy) = S5(Us) + ST (Ur), mit Uy = Us+ Uy sowie Us < U und
|Us — E{| < Ur. In diesen zusitzlich angenommenen Relationen steckt die Annahme dariiber,
dass der Thermostat sehr viel groler ist als das kleine System S. Wir entwickeln daher

0S* (Ur) i
TTT ) (Us _ Es) +

Wir nutzen nun dST = %dUT, wobei wir annehmen, dass dV = dN = 0, und finden

ST(Us + Up — EY) =~ ST (Uy) +
T i T 1 NS
S (Us—l—UT—ES)%S (UT) (Us—ES)+O
T NT

Damit konnen wir nun die Zustandssummen einfach berechnen und erhalten
ST

) S U) | ke (Us—EY)
esior = o) ws)

wobei sich die beiden ersten Exponenten im Zéhler und Nenner kiirzen lassen. Damit verschwin-
den alle Abhéingigkeiten vom Thermostaten, und ¢’ hiingt nur noch von System-Parametern ab.

Wir fithren nun eine neue Abkiirzung ein: F' = U — T'S ist die freie Energie. Somit finden
wir die kanonische Dichtematrix des (kleinen) Systems S, fiir die wir eine neue Bezeichnung
einfiihren, die die verbliebenen Abhingigkeiten widerspiegelt, pi — p&(T,V, N):

1
oX(T,V,N) = PF=E) = ﬁe_ﬁEi : kanonische Dichtematrix

Dabei definieren wir die kanonische Zustandssumme ZX als

T V,N) Ze Ei — =PF kanonische Zustandssumme

welche die Verteilung normiert: Trp® =Y, pf =1

Fazit: Anders als im mikrokanonischen Ensemble sind die Mikrozustédnde im kanonischen En-
semble nicht gleichverteilt, sondern haben ein Gewicht e~ (Boltzmannfaktor). Energetisch
hohere Zustande werden dabei weniger besetzt. Allgemein gilt: Betrachten wir zwei Zusténde
|m), |n) mit Energien E,, > E,,, so ist |m) um einen Faktor e #(Fn=En) weniger besetzt als |n).
Insbesondere sind fiir 7" # 0 K = [ # oo alle Eigenzustinde des Hamiltonoperators endlich
besetzt. Dieses Verhalten ist in Abb. illustriert. Im rechten Bild sieht man dariiber hinaus
die Warhscheinlichkeit des Auftretens verschiedener Energien, die maximal ist am Mittelwert,
(H)¢ = U und deren Breite durch die Standardabweichung oy bestimmt ist.

Einfluss der Entartung: Alternativ kénnen wir die Zustandssumme — statt einer Summe iiber
alle Mikrozusténde ¢ — auch durch Summation iiber alle Beitrige zu verschiedenen Energien F),

ausdriicken,
Ze Br= g(Ee P,
{En}
wobei ¢(FE,) den Entartungsgrad des Energie-Eigenwertes FE, beschreibt. Beispiel: der 1D-
Oszillator hat keine Entartung, £ = (n+1/2)fw. Der 2D-Oszillator hat zwei identische Energie-
beitrige Enin, = Enyn, = (n14+n9+1)hw, und so gibt es im Allgemeinen mehrere Moglichkeiten,
dieselbe Energie zu realisieren, was zu deren Entartung (g > 1) fithrt["

15 Aufgabe: Man stelle diesen Zusammenhang fiir das Wasserstoff-Atom dar. Dabei ist i — (n, [, m).
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S| a) . b) .
Kanonisches : Kanonisches
Ensemble Ensemble

1

OH ¥
«—>:

Ei .
Evipy=u

Abbildung 3.7: Links: Wahrscheinlichkeitsverteilung (Diagonalelemente der Dichtematrix pf€).
Wihrend im mikrokanonischen Ensemble die Energie festgehalten ist (p!'), werden im kano-
nischen Ensemble alle moglichen Werte realisiert. Mit wachsender Temperatur 7" nimmt die
Breite der Verteilung zu (sie wird flacher). Rechts: Die Energieverteilung, F;pX ist gepeakt
beim Mittelwert, ihre Breite ist durch die Standardabweichung oy gegeben und wichst mit 7'
korrigieren: rechts: pX, links: Ty < Tj

3.5.3 Berechnung thermodynamischer Groéflien

Wir befassen uns jetzt mit der Berechnung von thermodynamischen Erwartungswerten mit
Hilfe des kanonischen Dichteoperators.

(1)

Die oben eingefiihrte Grofle F' = U — T'S ist die freie Energie. Sie héngt direkt mit der
kanonischen Zustandssumme zusammen:

F(T,V,N) = —kgTIn ZX(T,V,N). (3.20)

Dieser Zusammenhang ist analog zur Beziehung zwischen Entropie und Zustandssumme
im mikrokanischen Ensemble.

Aus der Definition und unseren vorherigen Betrachtungen zur Entropie folgt sofort,
dass der Gleichgewichtszustand (die kanonische Wahrscheinlichkeitsverteilung) aus der
Extremaleigenschaft der freien Energie folgt. Wegen des Minuszeichens ergibt sich der
Gleichgewichtszustand aus dem Minimum von F.

Mit der Abkiirzung

1

T

f)/:

e Fi
ZK

lassen sich die Diagonalelemente des Dichteoperators schreiben als PX = wodurch

sich insbesondere Differentationen leicht ausfiihren lassen.

Der Erwartungswert der Energie (die innere Energie) im kanonischen Ensemble (K) lasst
sich ausdriicken als

~ R ~ e_ﬂEz
U= <H>K :TTQKH:ZHz"PiK :ZEzT
1 9z% _ 9lnZX _O(vF)

T 7K oy lvy Oy ‘V,N_ 0 ’V,N
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(5) Spezifische Wiarme (Wiarmekapazitit) Cy . Die extensive Warmekapazitéit bezeich-
nen wir mit C, die intensive (spezifische Wérme) mit ¢ = C/N. Wir definieren die exten-
sive Wérmekapazitit (isochor)

Cvn ou J - 0 1 z.
L= = H — R EZ YEq
l{?B akBT V,N 8]€BT< >K 8/<;BT { K Z ¢
2 7K
(ZK)2 \ 0y ZK Ory?
. . 2
= { e (1)}
Hier identifizieren wir die Varianz von H. Folglich kénnen wir schreiben:
Cvn 1

b= (kBT)2<<AFI>2>K,

wobei C' offensichtlich die Dimension von kg hat.

Bemerkung: Im mikrokanonischen Ensemble gibt es keine Fluktuation der Energie. Im
kanonischen Ensemble dagegen besitzt die Energieverteilung F;pX eine endliche Breite,
mit einer Standardabweichung, die durch v/C' gegeben ist.

(6) Relative Energie-Fluktuationen

SH VIQE)?)  TNep(T,V) 1
(H)x NV VN
Die relativen Fluktuationen gehen also im thermodynamischen Limes gegen 0. Bei endli-

cher Teilchenzahl sind diese Fluktuationen endlich. Gleiches gilt in speziellen Situationen,
wie etwa in der Ndhe von Phaseniibergéngen, die wir in Kapitel 2.3] diskutiert hatten.

Grenzwert der Entropie bei T — 0

Als ,3. Hauptsatz der Thermodynamik “ oder Nernst-Theorem (Nernst 1906, Planck 1910)
bezeichnet man héufig den Grenzwert der Entropie fiir 7" — 0.

Die Aussage ldsst sich in folgender Weise herleiten:

Sei £ der Grundzustand eines (quantenmechanischen) Vielteilchensystems und g-fach entartet.
Im kanonischen Ensemble mit Dichteoperator ¢X finden wir fiir 7 — 0, dass

i T oo - 00 - 1 —B(E;—E1) ) =4..-9),
—BE; —BE s, 914 > e g
J;B Lo +j=§r1€ ] T i=at1

wobei wir ausgenutzt haben, dass fiir 7' — 0 der Summenterm im Nenner gegen 0 geht, wahrend
im Zahler die Exponentialfunktion genau dann gegen 0 geht, wenn ¢ ¢ {1,2, ..., g}, also keiner
der Grundzustéinde ausgewéhlt ist. Ansonsten bleibt die Exponentialfunktion 1. Damit kénnen
wir die Entropie aufschreiben:

S K K 1.1
——_—E *Inp = —g—In— =1In(g).
kn : 9; 9; gg g (g)

Das heif3t, fiir 7" — 0 geht die Entropie gegen eine Konstante, die nicht von den thermodynami-
schen Parametern abhéngt. Ist der Grundzustand nicht entartet (¢ = 1), so erhalten wir S — 0.
Dies ist die Aussage des Nernst- Theorems, die wir fiir das kanonische Ensemble bewiesen haben.
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E1, V1, N4 Ez, V2, N2

isolierte mikrokano-
nische Systeme

thermischer Kontakt

und Teilchenaustausch Ein mikrokanonisches System

V1, fixiert V>, fixiert

Nl1 e — N'2:N_N'1 N:|\]1+|\]2:N'1 +N|2
E'' —-a—f—® E>=E-E" E=E+E2=E41+E"

.

Wand
warmeleitend
teilchen-durchlassig

Abbildung 3.8: Zwei mikrokanonische Systeme (oben) werden in thermischen Kontakt gebracht,
wobei - zusétzlich zum Fall von Abb. - auch Teilchenaustausch gestattet ist. Sie gehen in ein
einheitliches mikrokanonisches System iiber, wobei sich nur die Energie und die Teilchenzahl
in den beiden Teilen dndern, bei fixierter Gesamtenergie und Gesamtteilchenzahl. Die Volumi-
na bleiben fixiert. Ein stabiles Gleichgewicht (Maximum der Entropie) ist erreicht, wenn sich
gleiche Temperaturen und chemische Potentiale eingestellt haben, s. Rechnung.

Als Postulat fordert man nun: Dies gilt universell. Aus dem Nernst-Theorem folgt auch, dass
der absolute Nullpunkt, 7" = 0 nicht erreichbar ist, da dafiir eine unendliche Zahl von Schritten
(Zustandsinderungen) erforderlich wiird9|

Niedrige Absolute Temperaturen finden sich in der Natur: so betriagt die mittlere Temperatur
des Universums (bestimmt aus der kosmischen Hintergrundstrahlung) ca. 2.7K und sie sinkt
kontinuierlich mit fortschreitender Expansion. Die niedrigsten bekannten Temperaturen wurden
allerdings im Labor erzielt: mit Laserkiihlung erreicht man heute Temperaturen von Gasatomen
von der Groflenordnung von 1072K. Die Grenze liegt dabei in der endlichen Nullpunktenergie

der Teilchen"

3.6 Grof3kanonisches Ensemble

3.6.1 Systeme mit Energie- und/oder Teilchenaustausch.
Chemisches Potential

Das grolkanonische Ensemble lésst sich dhnlich herleiten, wie das kanonische Ensemble. Beim
kanonischen Ensemble betrachteten wir zwei Teile (1,2) eines Systems, bei dem wir eines als
grofles “Reservoir” aufgefasst haben, und haben dann das andere, kleine untersucht. Beim
kanonischen Ensemble ist Energieaustausch moglich (d.h. die Energie E' = E; + FE5 iiber das
gekoppelte Gesamtsystem sei vorgegeben). Beim grofilkanonischen Ensemble lassen wir iiberdies
auch noch Teilchenaustausch zu, nur die Gesamtteilchenzahl N = N; + N, sei vorgegeben, s.

Abb. 3.8

16Eine Begriindung findet sich z.B. auf Wikipedia.
17in einem endlichen System - begriinden Sie das.
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S: ES! VS! NS
ON

6Q Es < Er
T:. E, V1, Nt Vs <Vt
Ns < Nt
Es+ Er=Uy = const
Ns + Nt =N = const
Ts=Ty, Hs=UT

Abbildung 3.9: Situation, die dem grolkanonischen Ensemble zugrunde liegt: Ein kleines System
»5 ¢ steht im Kontakt mit einer (“grofien”) Umgebung ,,T“ und kann mit dieser Teilchen und
Energie austauschen. (Beispiel: Man betrachtet einen kleinen Ausschnitt eines gasbefiillten
Raumes). Das Gesamtsystem unterliegt der Mikrokanonischen Gesamtheit: Gesamtenergie und
Gesamtteilchenzahl sind fixiert. Im Gleichgewicht zwischen System und Thermostat stimmen
die Temperaturen und die chemischen Potentiale iiberein.

Unsere Aufgabe ist es nun, E] und N| so zu wihlen, dass die Entropie S1o = S1(E7, Vi, Nj) +
So(E, Vo, Ni) maximal wird. Dabei sind N, = N — N{ und E} = E — E festgelegt.

851 852 ’ 851 852 /
aEg_aE;>dE1 (8N{_8N§)dN1' (3.21)

O;dSm:(

Dies ist genau dann der Fall, wenn die Klammerausdriicke simultan verschwinden. Der erste
Klammerausdruck liefert dann, wie im kanonischen Ensemble, 77 = Ty = T. Fiir den zweiten
Klammerausdruck definieren wir eine neue Grofle, pu,

IS(E,V,N) __WE,V.N)
ON v T(E,V,N)’

das chemische Potential, das wir schon im Abschnitt diskutiert hatten. Da im Ausdruck
die Temperaturen iibereinstimmen miissen (erster Term), kénnen wir sofort folgern, dass
dann auch die chemischen Potentiale iibereinstimmen miissen, p; = puo = p.

Bemerkung: Dies gilt auch fiir die Stabilitét fiir ein System mit chemischen Reaktionen, s. Ab-

schnitt ein Mehrphasensystem [Abschnitt oder Systeme in externen Feldern.

Wiéhrend der Relaxation zum Gleichgwicht gilt dS > 0. Bei py > py gilt dann offensichtlich
dN{ > 0, d.h. wir erhalten Teilchenfluss von System 2 in System 1.

3.6.2 Herleitung des gro3kanonischen Dichteoperators

Wir betrachten jetzt die Situation, die in Abb. skizziert ist: ein (kleines) System in einem
viel gréBeren, wobei zwischen beiden Energie und /oder Teilchen ausgetauscht werden kénnen.
Nach den Uberlegungen aus dem vorigen Abschnitt wird das kleine ,,System* festgelegt durch
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eine Temperatur Ty, ein Volumen Vg und ein chemisches Potential ug. Dabei stimmen T und
(s mit den entsprechenden Gegenstiicken der Umgebung {iberein:
Ts=Tr=1T,

Hs = HT = I,
Ng + Ny = Ny = const,

E}VS + E{VT = Uy = const .

Wir betrachten Mikrozustidnde, die indiziert werden durch |7, j, Ng, Nr) und die aus der Losung
der Schrodingergleichung folgen:

(I:IS + ]:IT)Iivj7 NSaNT> = |(E;\fS + EJ]VT)|27ja NS7NT>7

wobei der Wechselwirkungsbeitrag als vernachléssighar angenommen wurde. Daher kommutie-
ren beide Hamiltonians.

Wir nehmen wieder an, das S-System sei klein gegen die Umgebung, also Ng < Ny ~ N,
sowie |Efy | < |Ey, | = Up. D

ie mikrokanonische Dichtematrix des Gesamtsystems ist gegeben durch

1 ; :
04 oy (Un, No) = mA [Uo — Ejy, — EX,.] A[No — Ns — Nq.

Wir finden wieder die System-Dichtematrix durch partielles Abspuren der mikrokanonischen
Dichtematrix iiber die Parameter des Thermostaten:

s Uo, No) = > Z O NN
j Np=0
und fithren die Zustandssumme des Thermostaten ein:
ZWYN(EN) = ZZAE E.] - AN — NT]—eXp<ST)
j Np=0 ks

Damit konnen wir die mikrokanonische Dichtematrix des Systems ,,S* wie folgt ausdriicken,

Z*T(Uy — Efyg, No — N) Lo <NS>

68 (T, No) = =8
.15 (Lo, No) 21T (Uy, No) Nt

exp ( (Uo — Eﬁvs, No — NS)) N
_ eXp( (Uo,No)) +0 (N—i> : (3.22)

Dieser Ausdruck gibt die Wahrscheinlichkeit des Systemzustands |E}_N,) unter der Bedingung,
dass die Gesamtenergie und -Teilchenzahl Ey bzw. Ny betragen.

Nun entwickeln wir, analog zur Herleitung des kanonischen Dichteoperators, die Entropie ST
nach der Energie und der Teilchenzahl um den Mittelwert der Energie (Ur) und Teilchenzahl
(N7) im Thermostaten geméB den Annahmen EYy. < Ur = U, sowie Ng < Np = N.
— Uy < Ur und |N; — N|<<NT

i ST S oSt Nq
ST(UO — ENS’ Ny — Ns) = S (UT, NT) + %(US — ENS) Ny (NS — Ns) + O (NT)

8 Ng und Ny bezeichnen die Ensemble-Mittelwerte der Teilchenzahlen, fiir die gilt Ng + Ny = Ny
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wobel Us und Ur die mittleren Energien der Teilsysteme sind, mit Uy = Us + Ur, und die
Ableitungen an der Stelle Ur, Nt ausgewertet werden. Wir identifizieren die Ableitungen mittels
der Zustandsfunktion S™(Ur, Vi, N1)

dst = —dUT + T—TdVT - TT “LiNy

und setzen dies zusammen ein in Gleichung (3.22)) und erhalten vermittels der Additivitdt der
Entropie (Exponentialfunktion im Nenner)

ST(WrNT) P (Us —ENg) o —Bu(Ns—Ns)

H,S —
‘Qi,Ns(UO’NO) o ST (U 1) 5%(Us,Ns)/kp

= BB(US_TSS_“WS>66<#NS_E§VS) = eﬁﬂeﬁ@NS_E}\fs)

Obiger Ausdruck héngt ab von den Systemeigenschaften Ny und E}VS, er ist aber unabhéngig von
den Thermostat-Groflen und den Parametern des Gesamtsystems, weshalb wir im Folgenden
die Indizes ,S“ und “u” weglassen. Weiter ist dieser Ausdruck nun nur noch abhéngig von
Parametern /3, 1, V — wir haben die (grolkanonische) Dichtematrix des Systems “S” gefunden.
Den zugehorigen Dichteoperator zu obiger Dichtematrix nennt man den groflkanonischen
Dichteoperator. Die Grofie

QT,V,p) =U — TS — uN, (3.23)

nennt sich gro3kanonisches Potential. Wir definieren noch die gro3kanonische Zustands-
summe 2%,

= Sy = e S

N=0 1

ZG(T,V, ) = e PUTVN) — Z Z ePN=Ey)  orofikanonische Zustandssumme
N=0 1

Damit konnen wir auch schreiben

QEN(T, V,u) = —e —B(Ey—uN) grof3kanonische Dichtematrix

Den Dichteoperator (seine Matrix ist im Gleichgewicht diagonal, mit den Diagonal-Elementen
QSN) konnen wir nun damit schreiben als

1

m‘e_ﬂ(ﬁ_“ ) ; grof3kanonischer Dichteoperator

0% (T, V, ) =

Aus der Dichtematrix, p%; ist ersichtlich, dass die Energieabhiingigkeit auch hier verbreitert
ist, wie im kanonischen Ensemble. Zusétzlich ist auch die Teilchenzahl nicht fixiert, und unter-
schiedliche Teilchenzahlen treten mit endlicher Wahrscheinlichkeit Np%, auf, mit einem Peak
bei N, vgl. Abb.
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GroBkanonisches
Ensemble

T =fix
E,' =fix
u<0

oiNnN

Abbildung 3.10: Groflkanonisches Ensemble: Wahrscheinlichkeitsverteilung (Diagonalelemente
der Dichtematrix p$y, gelb) als Funktion der Teilchenzahl. Mit wachsender Temperatur 7 nimmt
die Breite der Verteilung zu (sie wird flacher). Rot: Die Teilchenzahlverteilung, N - pS ist
gepeakt beim Mittelwert, ihre Breite ist durch die Standardabweichung oy gegeben und wichst
mit 7. Die Energieabhéngigkeit (bei N=fixiert) ist wie im kanonischen Ensemble, vgl. Abb. .
Superscript p&,

Der Teilchenzahloperator N kommutiert mit dem Hamiltonoperator und zéhlt die Teilchen im
gemeinsamen Eigenzustand@,

Hli,N) = Eyli, N)
N|i,N) = N|i, N)

Im klassischen Limes (E; — H(£2)) geht die Summe in das Groflkanonische Zustandsintegral
iiber,

1 ds?
7S(T. V. — E 7t BN-H(Q,N)]
Cl( ) 7/“L) ~ N'/(27Th)3N€ ’

und wir finden die klassische grolkanonische Phasenraumdichte:

1 —
PC?(Q7 Nﬂ T7 ‘/7 ,U) = meﬁ[ﬂj\[ H(Q,N)] )
cl » ¥

3.6.3 Berechnung thermodynamischer Gréfien im groflkanonischen
Ensemble

In diesem Kapitel mochten wir wieder thermodynamische Groflen durch partielle Ableitungen
der Zustandssumme berechnen. Dazu fithren wir wieder niitzliche abkiirzende Variablen ein,

1 p

TSR T T

198tillschweigend haben wir eingefiihrt, dass der Hamiltonoperator H als auch der Teilchenzahloperator N
auf einem Hilbertraum wirken, der verschiedene Teilchenzahlen zuldsst. Dieser wird auch Fock-Raum genannt.
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womit wir finden:

~ 0

Hyg=—| 2"
(H)a oyl 2
. 5,
Nyg=—| InZ%.
<>G 8awn

Die erste Formel ist vollig analog zum kanonischen Ensemble, und genauso wie dort lassen sich
auch Energie-Fluktuationen (Spezifische Wirme) untersuchen. Neu ist das Resultat fiir den
Erwartungswert der Teilchenzahl. Wie bei der Energie lassen sich auch fiir die Teilchenzahl die
Fluktuationen berechnen?9]

3.6.4 Aufgaben

1. Man zeige, dass gilt (H)q = U, sowie (N)g = N. Dabei verwende man die Definition von
Q, Glg. (3.23).

2. Man berechne die Varianz der Energie und der Teilchenzahl und zeige, dass (AH)?)q =
ksT?Cya, sowie ((AN)2)a = kT4 |r.

3. Man untersuche die relativen Fluktuationen der Energie und der Teilchenzahl.

4. Man berechne die Korrelation von Energie- und Teilchenzahl-Fluktuationen im grofika-
nonischen Ensemble, (ANAH ). Hinweis: man driicke die Fluktuationen durch die Ope-
ratoren und ihre Erwartungswerte aus.

3.7 Groflkanonisches Ensemble mit Volumenausgleich

Wir betrachten nun zwei Teilsysteme mit einer beweglichen Wand zwischen ihnen (z.B. Kolben
in einem Motor oder elastische Trennwand etc.), s. Abb. [3.11}

3.7.1 Systeme mit Energie-, Teilchen- und/oder Volumenaustausch.
Druck

Wir maximieren wieder die Entropie, die sich nach dem Kontakt beider Teilsysteme einstellt.
Dabei bleibt das Gesamtvolumen konstant, nur die Aufteilung kann sich dndern gemafi Vi =
V-V

oS!
vy

98y

!
E{.N{;V a‘/Q

0= dSy = ..dE, + ...dN!| + avy

B} NV
wobei der Klammerausdruck (gleichzeitig mit den beiden anderen) verschwinden muss. Die dort
auftretende Ableitung definieren wir zu

951 _p
oVlien T’

wobei p der Druck ist (wir sehen spéter, dass er mit dem Druck aus der Thermodynamik
tibereinstimmt). Die Stabilitatsbedingung beziiglich Volumenénderung wird damit zu p; = ps.
Dies konnen wir wieder verallgemeinern auf Systeme mit beliebiger Aufteilung, so dass die
allgemeine Stabilitdtsbedingung beziiglich Kompression oder Expansion ein homogener Druck
ist.

20 Aufgabe: Man berechne die Fluktuation der Teilchenzahl.



3.8. ZUSAMMENFASSUNG DER WICHTIGSTEN ENSEMBLES 93

E1, V1, N4 Ez, V2, N2

isolierte mikrokano-
nische Systeme

thermischer Kontakt
und Teilchenaustausch

Volumenanderun . . )
‘ ¢ Ein mikrokanonisches System

N =N1+Nz =Ny + N’z
Ny = N2=N-No E=E+E2=E1+E%:
E'Y —a—f—m E2=E-E"
Vv, —a—f— =V -V V=Vi+Vz =V'1 + V"

A

Wand
warmeleitend
teilchen-durchlassig
beweglich

Abbildung 3.11: Zwei mikrokanonische Systeme (oben) werden in thermischen Kontakt ge-
bracht, wobei - zusétzlich zum Fall von Abb. - neben Teilchenaustausch auch eine Volu-
mendnderung gestattet ist. Sie gehen in ein einheitliches mikrokanonisches System iiber, wobei
sich die Energie, die Teilchenzahl und das Volumen in den beiden Teilen &ndern, bei fixierter Ge-
samtenergie, Gesamtteilchenzahl und Gesamtvolumen. Ein stabiles Gleichgewicht (Maximum
der Entropie) ist erreicht, wenn sich gleiche Temperaturen, chemische Potentiale und Driicke
eingestellt haben, s. Rechnung.

3.7.2 Herleitung des Dichteoperators

Wir betrachten nun wieder ein “kleines” System, das in einen Thermostaten eingebettet ist.
Zusétzlich zum groflkanonischen Ensemble wird jetzt aber zugelassen, dass sich auch das Sy-
stemvolumen dndern kann.

Aufgabe: Man wiederhole die Herleitung des groflkanonischen Dichteoperators mit der Erweite-
rung auf Volumenédnderung (bewegliche Wand), vgl. Abschnitt (3.7.1)). Zeigen Sie, dass der Dich-
teoperator anstelle des groflkanonischen Potentials die Funktion K (T, p, u) = U—-TS+pV —uN
enthélt.

Bemerkung: In einem homogenen System im thermodynamischen Gleichgewicht konnen p, T',
nicht unabhéngig variiert werden (die Zustandsfunktion kann nicht nur von intensiven Grofien
abhéingen). Dies folgt aus der Gibbs-Duhem-Relation, s. Abschnitt [£.2] Praktisch relevant sind
also Situationen, wo Kombinationen aus maximal zwei Austauschprozessen (Energie-, Teilchen-
bzw. Volumenaustausch) auftreten.

3.8 Zusammenfassung der wichtigsten
thermodynamischen Ensembles

Die statistische Mechanik liefert den strengen Ubergang von der Quantenmechanik (bzw. klas-
sischer Mechanik) des N-Teilchen-Problems zu einer Wahrscheinlichkeitsbeschreibung:
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(1) Hn|¥;) = Ei|V,)
(2) Mit einem vollsténdigen Orthonormalsystem {|i)} konnen wir eine Dichtematrix

NN

0 = (1lald) ,
P<Q)7

Quantenmechanisch

klassisch

definieren, welche die Wahrscheinlichkeit (statistischer Mittelwert im thermodynamischen
Gleichgewicht) des Mikrozustandes |i) bzw. {2 angibt.

(3) Die Normierungskonstante aller diskutierten Ensembles ist die entsprechende Zustands-
summe Z. Aus In(Z) [bzw. -In(Z)] folgt dann das dem Ensemble entsprechende thermody-
namische Potential, aus welchem wiederum alle thermodynamischen Gréien bestimmbar
sind. Insofern sind die Zustandssummen bereits fundamentale Beschreibungen der ther-
modynamischen Systeme.

Wir haben die folgenden drei wichtigsten Ensembles kennengelernt:

isoliert Wiarmeaustausch Wirme- u. Teilchenaustausch System
mikrokanonisch (u) Kanonisch (K) grofkanonisch (G) Ensemble
UV,N T,V,N TV, 1 Fix. TD Grofen
U<E; <U+AFE E;,#U,(Hx=U B, #U, (IALI)G =U Mikroskopische
N=N N=N N#N, (N)a =N GroBen
IN=0U=0 OIN =0, (6H)k ~ \/Lﬁ (0N)g ~ \/Lﬁ , (0H)g ~ \/Lﬁ Relative Flukt.

0/ (U) = zzAlE: - U]

K _ 1 —BE;
Qi_ﬁeﬂl

G _ 1 N—E*,
Q’i,N — Feﬂ(ﬂ N)

Dichteoperator

A > 1 7K =5 e PEi 76 = 3 3 ePN-Ey) Zust.summe
E;€[UU+AE] i N=0 i
S(U,V,N) F(T,V,N) Q(T, V, i) Thermodyn.
=kgIn Z*(U,V,N) = —kgTIn Z¥(T,V,N) = —kgTIn ZG(T,V, i) Potential
Entropie Freie Energie Groflkanonisches Potential
F=U-TS Q=U-TS - uN Thermodyn.
ds = %dU + £dV — %dﬁ dF = —SdT — pdV + pdN dQ) = —SdT — pdV — Ndu Relation

Im Rahmen der Thermodynamik werden wir noch weitere thermodynamische Potentiale ken-
nenlernen, welche von anderen Kombinationen der Variablen U, T,V,p, N, i1 abhingen. Diese
lassen sich im Prinzip ebenfalls auf ein Ensemble zuriickfiihren. Die Rechnungen verlaufen
analog zu denen fiir das kanonische und das groBkanonische Potential. Solche Uberlegungen
konnen helfen, sich klar zu machen, welche Situation ein gegebenes thermodynamisches Poten-
tial iiberhaupt beschreibt.

3.9 Die Gibbssche Fundamentalgleichung

Eine wichtige Grundlage der Thermodynamik sind die Hauptsétze. Hier untersuchen wir den
Energie-Erhaltungssatz (1. Hauptsatz) und die verschiedenen Beitrdge zur Energie. Unsere
Betrachtungen im Rahmen der Statistischen Physik basierten auf einem Wahrscheinlichkeits-
Zugang, dessen zentrale Grofle die Entropie ist, die wir mikroskopisch, aus der Zustandssume,
berechnet haben. Daher ist die Entropie auch der Ausgangspunkt fiir die folgenden Untersu-
chungen.
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3.9.1 Allgemeine Entropiebilanz

Die Gesamténderung der Entropie ist bestimmt durch folgende Anderung physikalischer Grofen:

:g—g ag+ 5 v B gy %

dS(E,V,N,a)
V,N.a ov E,Na ON EVa da

da ,
E,V,N

wobei die jeweils anderen Variable fixiert sind. Die verschiedenen Ableitungen der Entropie
haben wir bereits mit anderen physikalischen Groflen identifiziert, sodass wir erhalten

1 P I A Gibbs’sche
dS = =dFE + =dV — =dN + =d
T - T T * T4 Fundamentalgleichung

3.9.2 Energie-Erhaltungssatz. Beitriage zur Energie
Nun stellen wir die Gibbs’sche Fundamentalgleichung nach dem Energiedifferenzial um:
dE =TdS — pdV + pdN — Ada . (Energiesatz nach Helmholtz) (3.24)

Wir identifizieren nun 7'dS = §Q als zu-/abgefithrte Warmeenergie, —pdV = §Wjeen als mecha-
nische Arbeit, udN = 0Wepem als “chemische” Energie (verkniipft mit der Hinzufiigung/Entfer-
nung von Teilchen), sowie Ada = —dWey als die Energie externer Felder. Damit nimmt der
Energiesatz folgende Form an:

dE = 5Q + 6WMech + 6WChem + 5Wext .

Bemerkung: Die (Gesamt-)Energie ist ein vollsténdiges Differential, d.h. E ist wegunabhéngig.
(Man betrachte £ im Raum, der von S, V, N, a aufgespannt wird. Man kann den Ubergang von
E(S,V,N,a) zu einer anderen Energie E(S’, V', N', a’) kontinuierlich iiber verschiedene Pfade
konstruieren. E(S", V', N’ ') = E(S,V,N,a) + f7 dFE ist unabhéngig vom gewihlten Weg ~
zwischen (S, V, N, a) und (S’, V', N',a’), sieche Abbildung [3.12

Die ,,0 “-Beitrage hingegen sind wegabhéngig.

(a) Wairmeenergie

50 > 0, System nimmt Wiarmeenergie auf, die Temperatur steigt
<0, System gibt Warmeenergie ab, die Temperatur sinkt

Wir definieren 6Q) =: C'dT mit C' > 0. Der gebrauchliche Proportionalitéitsfaktor@ C
ist dabei im Allgemeinen selbst eine Funktion der Temperatur, C(7') (d.h. i.a. liegt kein
linearer Zusammenhang zwischen §@ und dT" vor) und eine MaterialgroBe.

(b) Teilchenaustausch

> 0, endotherm
5Wchem = MdNa 5Wchem
< 0, exotherm
Wir konnen auch schreiben, dass p = %‘ Fiir jedes Material kann man eine chemische

Zustandsgleichung finden der Form p = u(N,V, T, a).

Beispiel: Phaseniibergang zwischen fliissigem und Gas-Zustand mit einer Teilchensorte.
Im Gleichgewicht gilt ;1 = p¢ und ist damit eine Gleichung fiir die Parameter N, V, T a.

2ldie bereits vorher eingefithrte Warmekapazitét
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Abbildung 3.12: Wegunabhéngigkeit der Energiedifferenz. Wir kénnen ein System von (77, V})
auf verschiedene Wege in (T3, V5) tiberfithren. Im Laufe dieses Prozesses wird die Energie des
Systems geéndert. Die Differenz der Energie, E(T1,V)) — E(T3,V5), ist jedoch vom genauen
Prozess unabhingig. Fiir kleine Wegstiicke ist die Anderung der Gesamtenergie (Innere Energie)
also ein vollstandiges Differential.

(c) Mechanische Arbeit

Erinnerung: Mechanische Energie ist das negative Integral der Kraft iiber eine Strecke. Die
Kraft F' in unserer Formulierung wird iiber den Druck p und die Flache A ausgedriickt,
F = pA. Damit wird die verrichtete mechanische Arbeit zu [vgl. Abb. [3.13]

d0Arbeit = Fdh = p Adh,,
~~
av
6WMech = —Fdh = —p Adh,
av

wobei die mechanische Energie, die im System verbleibt, um den entsprechenden Betrag
abnimmt.

3.9.3 Weitere Energie-Beitrige

Einem thermodynamischen System kann durch Einwirkung duflerer Kréfte Energie zugefiihrt
oder entzogen werden, d.h. es nimmt Energie auf (AW > 0) oder es verliert Energie (verrichtet
Arbeit, AW < 0).

Beispiel: Das Beispiel der Druck-Kraft F' = p- A (p Druck, A Flache, F L A) hatten wir bereits
oben diskutiert. Bei Kompression nimmt das System Energie von auflen auf. Bei konstantem
Druck und konstanter Fldche ergibt sich die Energie AW = —p- A- Az = —pAV (Konvention:
Az <0< AW > 0). Dieses Beispiel verallgemeinern wir jetzt.

In der Natur konnen solche Kréfte und dhnliche Energiebeitrage durch viele verschiedene Effekte
entstehen. Im Folgenden sei A eine verallgemeinerte Kraft (intensiv) und a eine verallgemeinerte
Lange (extensiv).

Durch Legendre-Transformationen (siehe Thermodynamik) findet man dann Potentiale, welche
auch von den verallgemeinerten Kréften A abhédngen anstatt von den verallgemeinerten Langen
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Abbildung 3.13: Im Volumen V' herrscht ein Druck p vor. Auf einer Fliche A ergibt dies eine
Kraft F' = pA. Beim Verschieben der Wand um dx nach auflen leistet das System Arbeit in
Hohe Fdx = pAdx = pdV. Die innere Energie des Systems nimmt bei diesem Prozess also um

pdV ab.
Prozess/Effekt Zustandsvariable Energie 6W = A - da
Kompression/Expansion V': Volumen —pdV
von Gasen/Fliissigkeiten p: Druck
3
Elastische Deformation €qp Deformationstensor > oupdeas
a,f=1

(Festkorper /Fliissigkeiten) Oqp 1 Spannungstensor
Oberflaichenédnderung S: Oberflache odS

o : Oberflaichenspannung
Léangenénderung [: Lénge F-dl
(Festkorper) F': Zugkraft
Batterie Q: elektrische Ladung U-dQ

U: Spannung
Elektrische Polarisierung P: Polarisation E-dP
(Atome, Molekiile, Festkorper etc.) | E: Elektrische Feldstérke
Magnetisierung M: Magnetisierung H-dM
(Atome, Molekiile, Festkorper etc.) | H: Magnetische Feldstarke

Tabelle 3.1: Wichtige Zustandsvariable und die mit ihnen verbundenen Prozesse und Energie-

Beitrige.
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a. Dies kann sehr niitzlich sein zum Beispiel bei elektrischen und magnetischen Feldern, die ex-
tern gesteuert werden, und in Reaktion auf die erst Polarisierung oder Magnetisierung auftritt.

3.10 Aufgaben

Fiir den Fall eines nichtwechselwirkenden Systems (ideales Gas) lassen sich viele Ausdriicke
vereinfachen und explizit berechnen. Insbesondere

1. Driicken Sie die kanonische Zustandssumme Z% (N, V, T') eines N-Teilchen-Systems durch
den Ausdurck fiir 1 Teilchen, ZX(1,V,T), aus.

2. Driicken Sie die groBkanonische Zustandssumme durch ZX(1,V,T) aus.
3. Berechnen Sie Z%(1,V,T) fiir ein nichtentartetes System.

Weitere Aufgabenstellungen zu diesem Kapitel waren im Text bzw. in Fuinoten formuliert, s.
z.B. Abschnitt 3.6.4l



Kapitel 4

Thermodynamik im Gleichgewicht

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit “Thermodynamik” — einer auf Axiomen basieren-
den Beschreibung. Sie ist komplementér zu Statischen Physik, die wir in den vorigen Kapiteln
untersucht hatten. Dort stand im Mittelpunkt die Ableitung von wahrscheinlichkeitstheoreti-
schen Groflen aus der Mechanik. Die zentralen Gréflen waren dabei die Gibbsverteilung bzw.
der Dichteoperator und die Zustandssumme. Daraus konnten wir Relationen fiir die Thermo-
dynamischen Funktionen wir Entropie, Energie, Freie Energie oder groflkanonisches Potential,
sowie deren Mittelwert und Fluktuationen begriinden. Im Gegensatz dazu betrachtet die Ther-
modynamik die Konsequenzen dieser Relationen, ohne mikroskopische Begriindung und ohne
deren Giiltigkeitsbedingungen zu iiberpriifen.

Wir betrachten ein Vielteilchensystem im Grenzfall N 3> 1 (thermodynamischer Limes). Das
fithrt zu weitreichenden Konsequenzen:

e Alle Fluktuationen thermodynamischer Grolen sind im Vergleich zu ihren Erwartungs-
werten vernachléssigbar.

e Die Unterschiede in den Resultaten der einzelnen Ensembles verschwinden. Z.B. gilt fiir
die Entropie S* = SK = S¢ Die Rechnungen kénnen daher i.d.R. in dem Ensemble
durchgefiihrt werden, wo sie am einfachsten sind.

e Die thermodynamischen Funktionen, z.B. S, U, F, € sind universelle Funktionen ihrer
Variablen (Ensemble-unabhéngig).

e Zwischen den thermodynamischen Funktionen bestehen universelle Zusammenhdnge, die
Gegenstand der Thermodynamik sind. Thre Allgemeingiiltigkeit wird durch Axiome for-
muliert.

e Die expliziten Ausdriicke fiir die thermodynamischen Funktionen hdngen vom konkreten
System (z.B. Gas oder Festkorper, Material etc.) ab und miissen aus Ergebnissen au-
Berhalb der Thermodynamik bereit gestellt werden. Eine mikroskopische Herleitung wird
durch die Statistische Physik (analytisch oder durch numerische Resultate) gegeben. Dies
hatten wir fiir das ideale Gas demonstriert.

4.1 Gleichgewicht. Zustandsgréfien und -gleichungen
Beispiel: Mikrokanonisches Ensemble.

An Stelle der Funktion S = S(E,V, N) betrachten wir nun die Inverse beziiglich der Ener-
gieabhingigkeit, £ = FE(S,V, N). Dies charakterisiert den Gleichgewichtszustand vollstandig

99
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durch unabhéngige Zustandsvariable.

Beispiel 1: Ideales Gas
Der Zustandsraum des idealen Gases hat die Dimension n = 2, z.B. {T, V'}. Das System lésst
sich charakterisieren durch die Zustandsgleichungen(|

p=p(T,V)= NkgT)V = nkgT (4.1)
sowie
3
U=U0(T,V)= §Nk:BT. (4.2)

Alternativ kénnen wir nun aber zu Zustandsvariablen {U, V'} iibergehen. Der Druck als Funk-
tion dieser Grofien ergibt sich, indem wir in Glg. (4.2) T eliminieren durch T(U,V) = 2-Y

3 Nkg
und in Glg. (1)) einsetzenf
2U
=o(U.V)= 2. 4.3

Bemerkung: Wir haben nun zwei verschiedene Darstellungen derselben Zustandsfunktion p ge-
funden, namlich p(7,V) und p(U, V). Diese Funktionen sind mathematisch sehr verschieden.
Dennoch hat sich in der Thermodynamik eingebiirgert, solche Grofien stets mit demselben Sym-
bol zu notieren. Daher ist es immer notwendig, den Prozess zu spezifizieren, d.h. wir benotigen
Notationen der Form

e 9P
oT lv Vooavile

Beispiel 2: Paramagnet

Der thermodynamische Zustand sei spezifiziert durch 7" und H. Wir betrachten als Zustands-
variable die Magnetisierung M (T, H) = TngI . Hier ist C' die Curie-Konstante und Ty die
Curie-Temperatur (beide materialabhéngig). Die thermodynamischen Funktionen M und H
wurden in Tabelle angegeben.

4.2 Thermodynamische Potentiale

Erinnerung: Im mikrokanonischen Ensemble ist S#(E,V, N) eine Zustandsfunktion. In Analo-
gie zur Mechanik ist S ein ,,Potential“, d.h d.S ist ein vollstdndiges Differential, ist also wegu-
nabhéngig. Weitere thermodynamische Potentiale und ihre Abhéngigkeiten kennen wir bereits
aus dem

e kanonischen Ensemble: die freie Energie F/(T,V, N)
e groflkanonischen Ensemble: das groSkanonische Potential Q(T', V, )
Fazit:

e Aus S, F, () lassen sich alle anderen thermodynamischen Potentiale berechnen.

! Aufgaben: Man berechne p aus der Formel fiir die Entropie, Glg. . Man berechne analog die innere
Energie U. Hinweis: U lésst sich aus S iiber die Temperatur finden.

?Dieser Zusammenhang zwischen Druck und Energiedichte erweist sich als allgemeingiiltig fiir ein ideales
Gas, sowohl fiir klassische als auch Quantensysteme, s. Abschnitt
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e hiufig liefern theoretische Modelle Ergebnisse fiir H und damit fiir die innere Energie.
Dann ist es vorteilhaft, U als thermodynamisches Potential zu betrachten und daraus
dann andere Potentiale zu bestimmen.

Wir fassen jetzt die wichtigsten Eigenschaften der TD Potentiale zusammen:
A. Partielle Ableitungen. Wir haben bereits die Ableitungen der Entropie

dSuﬂLCNj__g%dE—kgédV%—g%dN’

mit physikalischen Groflen identifiziert:

95 _ 1
OE T
95 _»p
oV T
95 _ _n
ON T

Dies funktioniert analog bei anderen thermodynamischen Potentialen.

B. Andere TD Potentiale in den selben Variablen. Aus S haben wir das Potential E(S,V, N)
abgeleitet und dessen Differential,

dE(S,V,N) = TdS — pdV + udN

Daraus folgen dann

T_(?E __0E _0FE
 9Slvn’ p= OV IsN’ H= ON ls,v

C. Ubergang zu konjugierten Variablen. In obigem Beispiel ist S eine oft unhandliche
Grofle, die auch nicht direkt messbar ist. Durch Legendre-Transformation kénnen wir
die Abhiingigkeit von S in eine Abhiingigkeit von der kanonisch konjugierten Variabld’|

T = g—g!v  austauschen. Wir setzen F' = E — T'S und berechnen dessen Differential

dF = dE — d(TS) =TdS — pdV + udN —TdS — SdT = —SdT — pdV + pdN , (4.4)

wodurch wir ein neues Potential (die Freie Energie) in den Variablen TV, N erhalten
haben, mit den partiellen Ableitungen

or
AT lv,n
oF
Vv lrn
oF
ON Ity

Analog kénnen wir einen Ubergang formulieren, bei dem wir die Transformation dV —
dp oder dN — dp durchfithren. Wichtige thermodynamische Potentiale, die sich auf
diesem Wege aus der inneren Energie ergeben, sind

3vgl. Mechanik, Ubergang vom Lagrange- zum Hamilton-Formalismus
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Freie Energie U-TS=F(T,V,a,N)
Enthalpie U+pV =H(S,p,a,N)
Freie Enthalpie U-TS+pV =G(T,p,a,N)
Grof3kanonisches Potential U-TS—uN=QT,V,a,pn)

Die totalen Differenziale dieser Potentiale lassen sich analog zum Beispiel der freien Ener-
gie berechnen.

Bemerkungen:

e Zur  Freien Energie” F: Die Arbeitsleistung eines thermodynamischen Systems bei
einem isothermen Prozess ist gegeben durch 6W = —pdV = dF, s. Glg. (4.4)), also
bestimmt durch F', und nicht durch U.

e Die freie Enthalpie (auch Gibbs-Enthalpie) G ist praktisch giinstig bei homoge-
nen oder stiickweise homogenen Systemen. Dies werden wir bei der Diskussion von
Mehrphasensystemen, Abschnitt 1.6, im Detail sehen. Der Grund liegt darin, dass
in diesen Systemen die Driicke p; = p und die Temperaturen T; = T der einzelnen
Phasen iibereinstimmen.

Anmerkung: Die thermodynamischen Potentiale lassen sich auch als Funktion anderer
Zustandsvariablen hinschreiben, z.B. F'(S,V,a,N) = U(S,V,a,N) — g_g‘Va N0 Im Allge-
meinen sind dessen partielle Ableitungen nach V, a, N dann aber nicht identisch mit denen
von F(T,V,a, N), da der Austausch S(T,V,a, N) <> T(S,V,a, N) die Abhédngigkeiten von
diesen Variablen verdndern kann. Ein Beispiel ist die Entropie des idealen Gases, die wir
im mikrokanonischen Ensemble berechnet hatten, vgl. Formel :

V1 (4rm B\
Nm\ 3 N '
Wir kénnen mittels £ = %N kT die Energie eliminieren und schreiben

e V1 32 5
S(T,V,N)—N{2+ln[Nh3(27rkaT) }} N{2 lnx},

1 5
—S,(E,V,N)=N {— +1n
5 2

ks

wobei wir am Ende den Entartungsparameter eingefiihrt haben. Bei der Ersetzung haben
wir nicht nur F ersetzt, sondern haben auch die N-Abhéngigkeit verandert. Damit gilt

osos
ONlev " ONlIryv’

Gleichungen ([4.5)) gelten uneingeschrénkt also nur, falls das Potential in den genannten
natiirlichen Variablen formuliert ist.

D. Konsistenz-Relationen (Maxwell-Beziehungen). Wir berechnen die gemischten zwei-
ten Ableitungen der thermodynamischen Potentiale. Unter zweifacher stetiger Differen-
zierbarkeit ist das Ergebnis invariant unter Vertauschung der Differentiationen, und so
erhélt man z.B.:

#2S  0%S
oUudvV — avVoU
dp 01

oaUT VT
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Analog kann man andere zweite partielle Ableitungen der thermodynamischen Potentiale
untersuchen, insbesondere auch die N-Abhéngigkeit, und damit Aussagen iiber treffenﬁ

E. Gibbs-Duhem-Relationen. Wir betrachten nun die Entropie als thermodynamisches Po-
tential, S = S(E,V, N), in Abhéngigkeit von ihren drei natiirlichen Variablen, E,V, N,
welches alle extensive Groflen sind. Wir reskalieren nun das System mit einem Faktor
a € R, a > 0, wobei alle extensiven Variable sich gleichermaflen d&ndern:

S=S(E,V,N)— S(aE,aV,aN) =aS(E,V,N). (4.6)

Den Faktor o konnten wir nun herausziehen, weil S extensiv ist und die Vergréflerung
homogen angenommen wurde (z.B. das Gas im Kasten ist homogenﬂ Wir betrachten

nun die Ableitun % ‘a:1 von Glg. (4.6) und erhalten

iozS

E + V+4+—=N
do

oaE oaV oaN =5(E,V.N)

a=1

( oS oS 0S )

a=1

und damit, nach Multiplikation mit 7" und Auflésen nach E

E=TS§—pV +uN Gibbs—Duhem-Relation

Daraus folgt das Differential dF, von dem wir die drei Differentiale aus dem Energiesatz,

Glg. (3.24) abziehen
dE — TdS + pdV — udN = SdT — Vdp + Ndu = 0.

Die rechte Seite dieser Gleichung zeigt, dass Variation der drei intensiven Variablen,
T, p, u, unabhéngig voneinander nicht moglich istm. Anders gesagt, es folgt z.B.

Ndy = Vdp — SdT,

das heiBt, durch die Anderung von p und T ist die Anderung von yu festgelegt (d.h. j ist
abhéngig von p und T).

Fazit: Die Beschreibung eines Systems durch ein thermodynamisches Potential benttigt
stets mindestens eine extensive Grofle.

4.3 Materialgroflen und Relationen zwischen ihnen

4.3.1 Wichtige Materialgréfien

Viele wichtige Materialgrofien lassen sich als ,,Suszeptibilitat“ klassifizieren. Suszeptibilitdten
sind Anderungen von extensiven Eigenschaften bei Variation einer intensiven. In diese Klasse
von Groflen fallen z.B. die

4Aufgabe: man finde alle Maxwell-Relationen fiir die thermodynamischen Potentiale S, F, H, G, €.

5Liegt im Kasten noch zusétzlich ein Kraftfeld vor, ist dies i.A. nicht moglich.

Sbei E,V, N=const,

"Man sieht dies auch, indem man versucht, ausgehend von E = TS — pV + ulV, alle drei extensiven Grofen
wegzutransformieren. Man erhélt dann, dass dieses thermodynamische Potential = 0 ist. Solch ein Potential
enthélt offensichtlich keine thermodynamische Information, bzw. das System kann keine Teilchen enthalten
(N =0,...=0).
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. Wiarmekapazitidten. Wir variieren die Temperatur und finden

5Q _dS
C=57=Tar

was wegabhéngig ist. Abhéngig von den festgehaltenen Parametern ist diese Grofle ver-
schieden, z.B.

_om

C :T@‘
(a) Cv |y N V.N

, die Warmekapazitét bei konstantem Volumen

—or
(b) C, = Tg—‘;’pw =20 - die Warmekapazitit bei konstantem Druck

Bemerkung: Es ist stetsﬂ C, > Cy

. Kompressibilitidt. Wir definieren

_lov
- Vop
Auch hier unterscheiden wir
(a) isotherme Kompressibilitit: kp = —%%‘; ‘TN
(b) adiabatische Kompressibilitéit: kg = _%a_x; (keine Warmezufuhr, da S konstant)
N

Thermischer Ausdehnungskoeffizient.

10V
o=—=—
Vv 8T p,N
Spannungskoeffizient.
-~ 10p
f=-2F
pdT lv,N

Diese Groflen reflektieren die intrinsischen Eigenschaften des betrachteten Systems bzw. Mate-

rials.

4.3.2 Thermodynamische Relationen zwischen Materialgrofien

Die Maxwell-Relationen geben uns die Mdglichkeit, Zusammenhénge zwischen verschiedenen
Ableitungen Thermodynamischer Potentiale aufzustellen. Obige Materialgrofien sind — bis auf
einen Vorfaktor — solche Ableitungen, weshalb dieser Ansatz dort anwendbar ist. Das grobe
Vorgehen ist wie folgt:

Gegeben sei eine Funktionsgleichung x = x(y, z) und sei diese auflésbar, d.h. Funktionen y =
y(x, z) oder z = z(x,7) existieren. Dann gilt (Ubungsaufgabe)

%
ox

dx
zaZ

0z

— =-1.
y Oy

T

8Das zeigen wir in Kiirze
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(Va,p2)

Druck p
isochore Druckédnderung

isobare Kompression/Expansion

Vi,p1)

Volumen V

Abbildung 4.1: Beispiel fiir eine Zustandsédnderung von (pq, V1) nach (pg, V5) in zwei Abschnit-
ten: Zuerst eine isobare Expansion entlang p = p;=const, danach eine isochore Druckerhéhung
entlang V' = Vo=const. Es sind viele weitere Kombinationen von Prozessen moglich, die die
Zustédnde ineinander iiberfiithren.

Damit finden wir Zusammenhénge zwischen Materialgrofien, z.B.

~ o
pB=—
Kt
Cp _ br
CV N Rg
o2
Cp,—Cy =TV—
RT
2
KT — Kg :TVg—p

und viele weitere. Solche Relationen erlauben den Zugang zu einigen Materialgréfien durch
Kenntnis von anderen, oder sie erlauben Konsistenztests von Modellen/Theorien.

Ubungsaufgabe: Man priife obige Relationen.

4.4 Zustandsinderungen. Kreisprozesse

4.4.1 Typen von Zustandsinderungen

Wir unterscheiden Wege im Zustandsraum in Abhéngigkeit davon, welche Grofle entlang des
Weges erhalten bleibt, s. Abb. [4.1]

Beispiel Erhaltungsgrofie | Fall ideales Gas Kommentar

isobar p = const % = const pV = NkgT

isochor V = const L = const

isotherm T = const pV = const

adiabatisch 0Q =0 pV7 =const | y= % ,  Adiabatenexponent
isentrop S = const

polytrop C = const pV* = const k= gs__g
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Bemerkung: Die Angabe der konstanten Parameter ist nicht immer ausreichend, um den Pro-
zess eindeutig zu charakterisieren. Auch die Prozessfithrung (schnell oder langsam) ist relevant,
s. Abschnitt 4.4.4]

4.4.2 Kreisprozesse. Wirkungsgrad

Kreisformig (periodisch) ablaufende Prozesse sind fiir technische Anwendungen (z.B. Kiihlschrank,
Wirmepumpe, Klimaanlage etc.) von groer Bedeutung, da nur sie einen Dauerbetrieb erméglichen.
Sie bestehen aus einer Abfolge von Teilprozessen, bei denen jeweils eine thermodynamische Va-
riable (Druck, Volumen, Temperatur, Entropie) konstant gehalten wird. Dabei zeichnet sich
der Carnot-Prozess durch den hochsten Wirkungsgrad aus’t dabei handelt es sich um einen
Prozess aus vier Schritten:

a) isotherme Expansion (T' = T}, Aufnahme von Warmeenergie ()7 aus Reservoir 1),
b) adiabatische Expansion (S = Ss),

c¢) isotherme Kompression (7" = T,, Abgabe von Wirmeenergie Q2 an Reservoir 2) und
d) adiabatische Kompression (S = 57) .

Der Wirkungsgrad ist dabei gegeben durch das Verhéltnis aus mechanischer Nutzarbeit zu
aufgewendeter Wérmeenergie ()1,

:K:Ql—QQ <T1_T2_77camot

O Q. - N ’
und ist dabei von oben begrenzt durch den Wert des Carnot-Prozesses'}

4.4.3 Die Hauptsitze der Thermodynamik

Hier fassen wir die Hauptsétze der Thermodynamik noch einmal zusammen. Fiir einige Bei-
spielsysteme haben wir sie in der statistischen Physik begriindet. Dass sie allgemeingiiltig sind,
ist hingegen ein Postulat.

0. Hauptsatz: Es existiert ein Gleichgewichtszustand mit Stabilitdtsbedingungen beziiglich
der Systemteile. Gleichgewicht beziiglich Energieaustausch ist erreicht, wenn die Tempera-
tur in zwei beliebigen Systemteilen, T} = T5, gleich ist. Je nach Art der Austauschmoglich-
keiten zwischen den Teilsystemen gibt es weitere Bedingungen, z.B. Gleichheit der che-
mischen Potentiale p; = o, falls Teilchenaustausch moglich ist, oder Druckgleichheit
p1 = po, falls Volumenaustausch moglich ist, s. Kapitel 3.

1. Hauptsatz: Der urspriingliche Ausdruck (Joule, Mayer, Helmholtz) hatte die Form eines
Energieerhaltungssatzes,

dU = (SQ + 5WChem + 5Wmech + 5Wext )

mit dem Problem, dass alle Terme wegabhéngig (also keine vollsténdigen Differentiale)
sind. Uber die Gibbs’sche Fundamentalgleichung konnten die Energiebeitridge nun durch
vollstdndige Differentiale ausgedriickt werden.

9unter allen Kreisprozessen mit den selben Reservoiren bei T} und Tb.
10 Aufgabe: man beweise diese Ungleichung.



4.4. ZUSTANDSANDERUNGEN. KREISPROZESSE 107

2. Hauptsatz: Fiir beliebige thermodynamische Systeme im Gleichgewicht existiert eine Zu-
standsgrofle S, welche es gestattet, die Warmeenergie 6(¢) durch ein vollstandiges Differen-
tial auszudriicken. Diese Grofe heifit Entropie und wurde von Rudolf Clausius eingefiihrt.
Es gilt — fiir langsame Prozessfithrung — also fiir quasistatische Prozessd'l}

s = —5Q.

S besitzt ein Maximum im Gleichgewicht. Der 1. und 2. Hauptsatz ergeben zusammen
also die Gibbs’sche Fundamentalgleichung.

3. Hauptsatz: Der Limes T" — 0 der Entropie existiert, %irr%) S = 5p. Ist der Grundzustand
—

des Systems nicht entartet, so ist Sy = 0.

Bemerkungen:

e Aus dem 1. Hauptsatz folgt, dass kein Perpetuum-Mobile 1. Art existieren kann. Dies ist
eine hypothetische Maschine, die ohne externe Einfliisse und Energiezufuhr (weiter) lduft
und dabei Arbeit verrichtet, also praktisch Energie erzeugt. Die Existenz einer solchen
Maschine stiinde im Widerspruch zum vollstéindigen Differential der Energie.

e Das Perpetuum-Mobile 2. Art ist eine Maschine, die Wérmeenergie eines Reservoirs in
mechanische Arbeit umwandelt["] Eine solche Maschine konnte fiir eine begrenzte Zeit
funktionieren, so lange die Temperatur des Reservoirs hoher ist als die der Maschine.
Sobald sich beide Temperaturen angeglichen haben, ist allerdings kein Warmeenergie-
Transfer mehr moglich, und der Prozess kommt zum FErliegen. Daher steht eine solche
Maschine im Widerspruch zum 2. Hauptsatz und kann daher nicht konstruiert werden.

g, Abschnitt
2Die Existenz einer solchen Maschine koénnte zum Beispiel den Klimawandel bekdmpfen, da sie die
Warmeenergie der Umwelt nutzbar machen kénnte.



108

KAPITEL 4. THERMODYNAMIK IM GLEICHGEWICHT

4.4.4 Quasistatische und Nicht-Quasistatische Prozesse

Nicht-Quasistatisch
L A
° l
° . :
° ° :
1
° ° ° |
o 1
] 1
o 1
1
o 1
° 1
o o I
° 1
N Teilchen !
L A
° l
° l
° ° :
1
o (-] :
o 1
o 1
) 1
1
° 1
1
o o
1 -]
N Teilchen !

Beispiel: Das schnelle Entfernen einer Wand

hinterldasst eine starke Nichtgleichgewichts-
verteilung. Die schlagartige Expansion (siehe
auch Abbildungen und fithrt zu einer
Nichtgleichgewichtsverteilung und zu einer
starken Entropieerhéhung.

Quasistatisch
L

N Teilchen

]

N Teilchen

Beispiel: Die Trennwand wird langsam
(auch ,quasiadiabatisch®) verschoben und
somit das Volumen des Gases vergrofert,
wéhrend sich das System zu jedem Zeitpunkt
im Gleichgewicht befindet. Die Entropie-
erhohung ist dabei geringer.

Anteil dS; zusammen:

modynamik untersuchten Prozesse sind quasistatische Prozesse.

dS = dSqs + dS; .

Die Entropieéinderung dS' setzt sich aus einem reversiblen Anteil dSqs und einen irreversiblen

Fazit: dS > %2, wobei “=" fiir quasistatische Prozesse gilt. Alle in der (traditionellen) Ther-

Bemerkung: Die quantitative Untersuchung nichtquasistatischer Prozesse erfolgt aulerhalb der
TD, z.B. in der kinetischen Theorie, Hydrodynamik, zeitabhéngiger Dichtefunktional-Theorie

etc.

4.5 Stabilitatsbedingungen homogener und
inhomogener thermodynamischer Systeme

Wir betrachten jetzt ein Vielteilchensystem im Thermodynamischen Gleichgewicht (gegeben
zum Beispiel durch das Maximum der Entropie). Die Frage die uns interessiert lautet: wenn
das System zufalligen Storungen ausgesetzt ist - wird es in den GG-Zustand zuriickkehren?
Dieses ist bestimmt durch die Materialeigenschaften im Gleichgewicht, und wir finden jetzt
die notwendigen Anforderungen an diese Groflen dafiir, dass der Gleichgewichtszustand dieses

Systems stabil ist.
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Abbildung 4.2: Drei Arten von Gleichgewicht fiir ein mechanisches System — der GG-Zustand
entspricht dem Minimum der Energie E: a) stabil, b) indifferent, c) instabil. Bei der Auslen-
kung eines Korpers (bzw. Systems) aus dem Gleichgewichtspunkt (hier 0) reagieren die Systeme
unterschiedlich: Ist das Gleichgewicht stabil, wird der Korper ins Gleichgewicht zuriick be-
wegt. Beim instabilen Gleichgewicht wird die Storung noch weiter verstérkt. Beim indifferenten
Gleichgewicht passiert weder noch.

4.5.1 Rdiaumlich homogene Systeme

Wir beginnen mit dem Fall ohne &uflere Felder, so dass der GG-Zustand rdumlich homogen
ist. Das System moge jetzt eine infinitesimal kleine Auslenkung 60X eines externen Parame-
ters aus einem stabilen GG-Zustand “e” in einen Zustand “a” (in der Nihe des GG) erfahren.
Die Situation ist analog zur Mechanik, wo ein Gleichgewichtszustand durch das Minimum der
Energie E charakterisiert ist, s. Abb. Hier betrachten wir ein isoliertes Thermodynamisches
System, wo der Gleichgewichtszustand durch ein Maximum der Entropie bestimmt ist. Bei der
Riickkehr von “a” nach “e” wéchst die Entropie S(U, V, N, a; X), selbst wenn sich U, V, N und a
nicht &ndern, da sie im NGG-Zustand “a” von weiteren Parametern (X) abhéngt. Die Zunahme
erfolgt dann durch den internen Anteil .S;, und wir erhalten aus der Gibbs’sche Fundamental-
gleichung eine Ungleichung

TdS > dU + pdV — Ada — pdN . (4.7)

Mikrokanonisches Ensemble, U, V, N, a fixiert: Fiir kleine Auslenkungen aus dem GG-Zustand
(“e”) in den Zustand “a” kénnen wir die Entropie um “e” entwickeln (bei fixierten Werten

von U,V,a, N, vgl. Abb.

1 2
Sa:S€+5S€}U’mN+55 + ..

Se}U,V,zz,N

Die Variation ist verkniipft mit den Ableitungen nach den externen Parametern®] ITm
Gleichgewichtszustand haben wir 6S€‘U\/a n = 0. Fiir Stabilitét lautet die Bedingung (2.

Ableitung negativ, Entropie maximal): 525'6’ < 0. Das ist das Stabilitétskriterium
UV,a,N

fiir ein mikrokanonische Gesamtheit (TD Parameter U, V, N, a).

135S und spiter 6F bezeichnen kleine Anderungen, die durch kleine Variation der externen Parameter bei

dX
U,V,a,N

fixierten Zustandsvariablen erzeugt werden. In diesem Beispiel 65 = %
X
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Abbildung 4.3: Bei Auslenkung aus dem Gleichgewicht (e) in den Zustand a und Riickkehr ins
Gleichgewicht wichst die Entropie. Die Storung ist verkniipft mit der Anderung einer externen
Variable X, die iiber den Satz der Zustandsvariablen U, V, N, a hinausgeht.

Kanonisches Ensemble, TV, N a fixiert: hier erwarten wir eine Bedingung fiir die Freie
Energie. Aus der Ungleichung (4.7)) folgt dann, dass F' im Gleichgewicht (e) ein Miniimum
besitzt:

TdS >dU =dU—-TS)=dF <0,
_ 2
5F6}V,T,a,N =0, 0 Fe’V,T,a,N >0.

Grof3kanonisches Ensemble, T, V| i, a fixiert: hier erwarten wir eine Bedingung fiir das
groBkanonische Potential. Aus der Ungleichung (4.7)) folgt dann, dass © im Gleichgewicht
(e) ein Minimum besitzt:

TdS > dU — pdN = d(U =TS —uN)=dQ2 <0,
o 2
5Qe|ma’“ =0, ¢ Qe|V,T,a,,u >0.

Ensemble mit variablem Volumen, T p, N, a fixiert: hier erwarten wir eine Bedingung
fiir die Freie Enthalpie. Aus der Ungleichung (4.7)) folgt dann, dass G' im Gleichgewicht
(e) ein Minimum besitzt:

TdS > dU + pdV = d({U —TS+pV)=dG <0,
=0, 0°G.| > 0.

p,T,a,N

5G|

p,T,a,N
Analog findet man die Extremalbedingungen fiir andere Ensembles.

Wir finden jetzt die Stabilitétskriterien, die an Materialeigenschaften zu stellen sind. Sie ergeben
sich, indem konkrete Storungen des GG-Zustandes betrachtet werden.

(i) Stabilitéit beziiglich Kompression/Expansion[”]

Wir betrachten wieder die freie Enthalpie G und verwenden als Materialeigenschaft die
Zustandsgleichung p(V), welche wir als gegeben annehmen. Im Gleichgewicht muss gelten
(nur V ist variabel, daher Ubergang zu einem V-abhingigen TD-Potential)

OF

0= 5G|T,p,a,N =90 [F(T, V, a, N) +pV] }T,p,a,N = (W TaN

+p>(5V.

4das heifit, die externe Variable X, die variiert wird, ist das Volumen
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Abbildung 4.4: Van-der-Waals-Zustandsgleichung (Druck-Isothermen) fiir Wasser (Parameter
von Wikipedia). Fiir T' > Tiy, ist p(V,T) eine monoton fallende Funktion, das System also
stabil. Bei groflen T" geht diese in das ideale Gasgesetz iiber. Bei T' < T,,;; existiert ein Abschnitt,
bei dem p(V,T) steigend und die isotherme Kompressibilitdt «r negativ ist. Diese Instabilitét
fiihrt zu einem Phaseniibergang 1. Ordnung, siche Abschnitt

Die Gleichgewichtsbedingung liefert uns nun — wie zu erwarten — g—g TaN = —p(V,T,a),

d.h., die Zustandsgleichungjﬂ Stabilitat gilt nun, wenn die zweite Variation von G beziiglich
Volumenénderung positiv ist. Wir variieren die erste Variation noch einmal:

! O*F op
0 < 0*G — | =22 (V).
|T»P7“vN V2 T,a,N( ) oV T,a,N( )
Damit erhalten wir, dass das System stabil beziiglich Volumenénderung ist, falls

p

0.
oV <

T,a,N

Anders ausgedriickt, der isotherme Kompressionsmodul muss positiv sein,

10V
kp=——=——| >0.

V oplr

Beispiel: Gas mit Wechselwirkung. Die Zustandsgleichung realer Gase, p(V; T') ist in vielen
Fillen gut durch die Van-der-Waals-Gleichung beschrieben, s. Abb. [4.4k

a
(p‘i'w) (Vm—b):RT,

wobei a der Kohésionsdruck (Gasmolekiile ziehen einander an) und b das Kovolumen
(endliches Volumen der Gasmolekiile) des Stoffes sind. V, ist das Volumen pro Mol und
ist, so wie a und b eine Materialeigenschaft. R ist die molare Gaskonstante.

15Beachte, dass das Resultat vom aktuellen Wert des Volumens abhingt.
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(ii) Stabilitit beziiglich Wirmezufuhr. Da 6Q) ~ dS, variieren wir jetzt die Entropie, bei
festen T, p, N. Wir berechnen wieder die Gleichgewichtsbedingung, die in den Variablen
T, p, N auf die Freie Enthalpie H fiihrt:

!

0G|y = 0=TS + H(S) g,y =0

0OH

= (-T+ — ds

< T35 p,N)
aS p,N N
Die Stabilitdtsbedingung ergibt sich durch nochmalige Variation:
0*H
2 _ 2
0<d G|T7p7N =7 p,N(dS)
N or 1 T ; 0

oS p,N N 08 N CpN

|, n

Das System ist also stabil beziiglich Warmezufuhr (bei konstantem Druck aber variablem
Volumen), wenn Cp,y > 0. Analog findet man die Bedingung Cyy > 0, falls V' anstelle
von p festgehalten wird™]

(iii) Stabilitit in homogenen externen Feldern. Hier nutzen wir die relevanten Bei-
trige zur inneren Energie, Ada. Die Rechnungen kénnen genauso wie bei i) durchgefiihrt
werden, wobei (p, V) durch A,a zu ersetzen sind. Die Stabilitétskriterien lauten dann

0A
%lT,N < 0und C,n > 0.

4.5.2 Raumlich inhomogene Systeme. Einfluss externe Felder

Wir dehnen unsere Stabilitétsbetrachtungen jetzt aus auf den Fall eines ortsabhéngigen ex-
ternen PotentialsE]7 V. (r). Beispiele sind Gasmolekiile im Schwerefeld oder Atome in einem
Oszillatorpotential. In diesen Féllen erwarten wir, dass die Teilchendichte rdumlich inhomogen
sein wird, da die Teilchen in Richtung des Energieminimums beschleunigt werden.
Es stellt sich nun die Frage: Wie verteilen Sich die Teilchen im Raum genau? Welche Dich-
teverteilung bleibt stabil gegen Stérungen? Dazu betrachten wir die lokale (ortsabhingige)
Teilchendichte
. AN(r)

n(r) = lim —=>. (4.8)
Die Idee ist nun, das Verhalten des inhomogenen Systems auf das bekannte Verhalten eines
homogenen Systems zuriickzufithren. Dazu unterteilen wir das Systeme in kleine Raumbereiche,
innerhalb derer das Feld ndherungsweise konstant und damit die Dichte homogen ist, so dass
dort die bisherigen Resultate anwendbar sind®]
Wir definieren nun das lokale Volumen pro Teilchen[™ v(r) :

1
v(r) = prg

16 Aufgabe: man fiir die gleiche Rechnung fiir fixierte 7, V, N durch. Dies fiihrt auf eine Bedingung fiir die
Freie Energie

"Die Gesamtenergie pro Teilchen wird damit % — % + V.

8Der Limes ist natiirlich nicht trivial: Einerseits miissen die Volumenelemente AV klein genug sein,
damit die Dichte als konstant gendhert werden kann, andererseits miissen die Volumenelemente grofi genug sein,
damit die praktische Modellierung (grofier) homogener Systeme genau wird.

19Man erinnere sich an die intensiven Gréflen, die aus extensiven gewonnen werden, v = V/N.
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Abbildung 4.5: Ein nichtwechselwirkendes Gas in einem inhomogenen Feld hat im Gleichge-
wicht eine inhomogene Dichte. Dabei befinden sich die Teilchen bevorzugt (mit erhohter Wahr-
scheinlichkeit) in der Umgebung der Potentialminima. Mit steigender Temperatur werden die
'Oszillationen’ schwécher. (Man denke an das kanonische Ensemble fiir solch ein System.)

Die thermodynamischen Potentiale werden in der inhomogenen Situation nun ortsabhéngig.
Zum Beispiel erhalten wir fiir die Freie Energied®]

Fe / F(r: Vo)n(r) dr, (4.9)

wobei wir als Randbedingungen haben N = [ n(r) d°r.
In Glg. (4.9) haben wir f = F'/N eingefiihrt, die freie Energie pro Teilchen (im homogenen
Fall). Unter dem Einfluss von V,, &ndert sich die Dichte der freien Energie gemésf

f(e,Va) = folT'(x), v(r)] + Va(r),

wobei fy den feldfreien Anteil beschreibt.

Die freie Energie hingt also ab von zwei ortsabhéngigen (und zu bestimmenden) Funktionen,
v(r) und 7T'(r). Fiir diese stellen wir nun eine Gleichgewichtsbedingung auf. Im Gleichgewicht
gilt

0F =0,
! * 3 1
F=F—yu d’r — - N, ,
v(r)
~ (5f0 ov 1 (5f0 oT
0=0F= [ & —‘ O (ot Ve )b+ 2o 2L
/ r{év T(r) U v2(f0+ M)U+(5T'L}(r)7}
%
Wir nutzen nun, dass %!T = g—fi N = P fiir alle r gilt. Die Schwankung muss verschwin-

den, auch bei unabhingiger Anderung von év und 67, also miissen beide Beitrige simultan
verschwinden. Dabei gilt

9 fo
T
20Diese Niherung heiBt Lokale Dichteniiherung (LDA) und nimmt an, dass f am Ort 7 nur von der Zahl der

Teilchen am selben Ort abhéngt. Genau genommen kénnte f auch von der Dichte in der Umgebung abhéngen,
also z.B. von deren Gradienten.

:—8207

v
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nur am absoluten Nullpunkt. Damit folgern wir 67 = 0 = T(r) =T = const. Wir miissen also
nur noch die Terme ~ dv behandeln. Dort finden wir

?[T, v(r)]v(r) + fo[T,v(r)] +Vi(r) = p* = const.

-

c
=3¢ =po(r)

Damit haben wir eine Gleichgewichtsbedingung fiir v(r) als Reaktion auf das externe Potential
V,(r) gefunden. Stabilitit, ausgedriickt durch §F' = 0, ist erreicht fiir n(r) = v=!(r) mit

po[T,v(r)] + Vio(r) = p*, firallereV.
T'(r) = const. (4.10)

Bemerkung;:

e Gleichung (|4.10)) verallgemeinert die Stabilitdtsbedingung homogener Systeme, vgl. Ab-
schnitt [3.6.1, auf den inhomogenen Fall. Im homogenen Fall (V, = 0) erhalten wir
lo = const = p* zuriick.

e Gleichung (4.10) ist fiir beliebige physikalische Systeme giiltig. Die Materialeigenschaften
bestimmen die funktionale Form von p.

e Gleichung (4.10)) ist giiltig sowohl fiir nichtwechselwirkende als auch fiir wechselwirkende
Systeme. In letzterem Fall hat das chemische Potential eine Wechselwirkungskorrektur,

int

o = pid + pint die wir in Kapitel 5 diskutieren werden.

Beispiel: Teilchenverteilung im Schwerefeld, V,(z) = mgz. Fiir das ideale Gas, mit pv = kgT

(v= % ist das “intensive Volumen”, d.h. das Volumen pro Teilchen) finden Wi

n(z) = nge m9*/*8T

Dieses Ergebnis lésst sich auch auf allgemeine Potentiale verallgemeinern, siehe auch Abbildung
4.5 und findet in dieser Form Anwendung in vielen Gebieten, z.B. Debye-Abschirmung in
Plasmen.

4.6 Mehrphasensysteme und Phaseniiberginge

Wir hatten in Abschnitt gesehen, unter welchen Bedingungen ein thermodynamisches Sy-
stem stabil gegen Storungen ist. Wenn diese Voraussetzungen verletzt sind, tritt ein Instabilitit
auf: das System verlédsst den stabilen Zustand und geht in einen neuen iiber. Wir widmen uns
jetzt der Frage, wie dieser neue Zustand beschaffen ist. Ein mogliches Szenario besteht dar-
in, dass der (instabile) homogene Zustand durch einen anderen Zustand ersetzt wird, der an
verschiedenen Stellen im Raum verschiedene Eigenschaften aufweist. Dies ist z.B. bei einem
Phaseniibergang der Fall.

4.6.1 Definitionen. Gleichgewichtsbedingungen

Als Phase bezeichnen wir eine Zustandsform eines makroskopischen thermodynamischen Sy-
stem (dazu zdhlen die bekannten Aggregatzustinde wie gasformig, fliissig und fest. Fin anderes
Beispiel sind verschiedene Festkorperstrukturen, wie etwa Silizium: Bei Normaldruck liegt eine

21Djes ist Gegenstand einer Ubungsaufgabe, s. Abschnitt
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Abbildung 4.6: Phasendiagramm von Wasser. An den Temperatur/Druck-Bedingungen der
Grenzkurven koénnen die Phasen koexistieren. Durch Zu-/Abfuhr von Wéarme oder Volumen
(d.h. Kompression oder Expansion) kénnen die Anteile der Phasen verdndert werden. Beim
Tripelpunkt kann Wasser sogar in allen drei Aggregatzustédnden zugleich (nebeneinander) vor-
liegen. Sind sowohl Druck als auch Temperatur jenseits des kritischen Punkts, kann die Phase
nicht mehr ,fliissig” oder ,,gasférmig* zugeordnet werden. Quelle: Wikimedia

Diamantstruktur vor; bei hohen Driicken geht der Kristall in eine -Zinn-Struktur iiber.

Ein Phasengleichgewicht liegt vor, wenn zwei (oder mehr) Phasen desselben Systems koexi-
stieren: z.B. Wasserdampf und Wasser in einem Gefafl. Im o.g. anderen Beispiel findet man,
dass bei entsprechendem Druck in Silizium Diamantstruktur und g-Zinn-Struktur koexistieren.

Wir finden jetzt die Bedingung fiir ein Phasengleichgewicht: Sei ein System abhéngig
von den thermodynamischen Variablen T',p, N, mit N; + Ny = N, wobei N; die Anzahl der
Teilchen in Phase 1 bezeichnet und N, die Anzahl der Teilchen in Phase 2. Das zugehorige
thermodynamische Potential ist die freie Enthalpie G(T,p, N) = Nu(T,p). Ist G minimal
beziiglich Aufteilung in Ny und Ns, also

0= 5G‘p7T,N = 6 [Ny (T, p) + Nopo (T, p)]
= [Nl(Ta p) - HZ(Ta p)] 5N1
= u(T.p) = ma(T.p), (4.11)

also finden wir wieder die uns bereits bekannte Bedingung fiir das Gleichgewicht beziiglich
Stoffaustausch. Bisher hatten wir allerdings zwei rdumlich nebeneinander liegende Teilsysteme
betrachtet. Hier dagegen wird nicht spezifiziert, wie die beiden Phasen rdumlich angeordnet
sind®]

Zu jeder Temperatur T' gibt es eine Funktion p.(T), welche die Gleichung 16st. Dieses p.
wird auch als Koexistenzdruck bezeichnet.

Verallgemeinerungen: In einem System mit drei Phasen (z.B. Wasser) gibt es mehrere Koexi-
stenzkurven. Der Schnittpunkt der drei Phasen wird auch als “Tripelpunkt” bezeichnet. Weiter

22Bei der Koexistenz zweier Phasen, wie Wassertropfen und Dampf, liegt eine Mischung beider vor.
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kann ein kritischer Punkt auftauchen, bei welchem die Unterschiede zwischen den Phasen ver-
schwinden. (Bei Wasser liegt dieser bei 374.2°C)

Ein Phaseniibergang ist eine Zustandsidnderung (,a — e“), die p.(T") kreuzt. Bei einer , ech-
ten* Kreuzung, d.h. a und e liegen beide nicht auf p.(7T"), wird eine Phase komplett aufgehoben
und eine andere erzeugt.

Verallgemeinerung auf n Stoffe (Mischung, Losung):

Angenommen, fiir jeden Stoff seien m Phasen moglich, aber die Gesamtteilchenzahl N = N; +
N+ ...+ N,, = const sei konstant. Wir driicken die /V; auch durch die Konzentrationen C; = %
aus. Wir haben nun n chemischen Potentiale der Teilchenarten

ul(T,p, Cl, ...,Cnfl)

:um(Tapv Cla seey Cn—l)

Die n Teilchensorten besitzen nun m Phasen, also indizieren wir p
indiziert. Dann erhalten wir die Gleichgewichtsbedingungen

1 2 m
D = = =

(k)

%

, wobei k nun die Phase

i = ==

fir die Unbekannten 7', p, C1(1), C’f), o C’T(Lnf)l, dies sind 2+ (n — 1)m an der Zahl. Das System
ist unterbestimmt, die Zahl der Freiheitsgrade f ist gegeben durch

f=24Mm—-1m—-nm—-1)=24+n—m Gibbs’sche Phasenregel .

Beispiele:
en=1m=2— f=1-— p(T). Das Koexistenzgebiet ist eindimensional: es gibt eine
Koexistenzkurve.
en =1m =3 — f = 0. Das Koexistenzgebiet ist Null-dimensional: es gibt einen
Tripelpunkt.

e n=2m=2— f=2. Koexistenzgebiet ist zwei-dimensional: es gibt eine Koexistenze-
bene.

Analog verfahrt man bei anderen Beispielen.

4.6.2 Phaseniiberginge 1. Ordnung (diskontinuierliche
Phaseniiberginge)

Wir suchen nun die Kurve p.(7T'), entlang derer gilt
—51dT + vidp = dpy = dpg = —sodT + vadp

wobei s und v im Allgemeinen verschieden in den verschiedenen Phasen sind. Es gibt also i.a.
endliche Differenzen@ As = s9 — 57 und Av = vy — v, die beim Phaseniibergang auftreten.
Umstellen der Gleichung liefert
As  dp.
Av  dT
23Die Differenz Av ist verkniipft mit dem Unterschied (Diskontinuitéit) der Teilchendichten in beiden Phasen
— z.B. zwischen fliissiger (Tropfen) und gasférmiger Phase.
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Abbildung 4.7: Maxwellkonstruktion am Beispiel des Van-der-Waals-Gases mit den Parame-
tern fiir Wasser. Unterhalb der kritischen Temperatur existiert ein instabiler Bereich in der
Isothermen(positive Steigung), bei welchem die Isotherme nicht durchlaufen wird. Stattdessen
bleibt der Druck trotz Kompression konstant bei p., wihrend das System von fliissigem in den
gasformigen Zustand wechselt. Die beiden eingefiarbten Flachen sind genau gleich grof.

Mit ds = % = %, wobei 0g die Warmeenergie pro Teilchen ist. Die , Umwandlungswérme “

(pro Teilchen), die mit dem Ubergang aus Phase 1 nach Phase 2 verkniipft ist, ergibt sich dann
zu

q12(T,p) =T [s2(T',p) — 51(T, p)] ,

und wir kénnen den bisherigen Ausdruck umformulieren zu

As _dp. _ qi
Av  dT TAv’

Clausius-Clapeyron-Gleichung (4.12)

Die Clausius-Clapeyron-Gleichung (4.12)) bestimmt den Verlauf der Koexistenzline in der p—T-
Ebene. Bei As # 0, Av # 0 wird ein solcher Phaseniibergang als diskontinuierlich oder auch
von 1. Ordnung bezeichnet.

Bemerkung: Es existieren dariiber hinaus kontinuierliche Phaseniiberginge mit As = 0, Av = 0,
z.B. in manchen Festkorpern (Magnetisierung etc.), s. Abschn. [£.6.3]

Die Form der Zustandsgleichung beim Phaseniibergang 1. Ordnung ergibt sich aus der soge-
nannten Maxwell-Konstruktion. Ein homogener Zustand ist genau dann stabil, wenn

vgl. Abschnitt
Dies ist in Abbildung .7 nicht bei allen Kurven iiberall gegeben, d.h. es gibt Kurven mit

steigenden Abschnitten. Dort bildet sich ein 2-Phasen-System aus. Es stellt sich die Frage nach
dem Koexistenzdruck p.(7) im Bereich der instabilen Isotherme.

Wir bezeichnen im Folgenden die beiden Phasen als fliissig (F) und gasformig (G), und fin-
den die Bedingung fiir die chemischen Potentiale (Berechne U aus der Gibbs-Duhem-Relation,
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Abschnitt 4.2 E; dann F' und f aus U, und 16se nach u auf)
fF(Ta U) + PUF = :uF(Tv pc) = /LG(Ta pc) - fG(Ta U) + Pcug -

Dies liefert uns einen Zusammenhang zwischen drei noch unbekannten Groflen, p., vg und vg.
Wir nutzen, dass f ein thermodynamisches Potential (wegunabhéngig) ist. Stabilitdt der zwei
Phasen ist gegeben bei

pe(T) [vg —vpl = fr(T,vr) — fa(T, ve)
- _f(T7 U) ‘

:—/UF dvg—f (T,v) =

vIiT

_ /UG dvp(T.v).

vF

v
v

Der Ausdruck auf der linken Seite beschreibt die Fliache eines Rechteckes mit Hohe p.(T") und
Breite vg — vp, vgl. Abbildung [4.7] Der Ausdruck auf der rechten Seite hingegen ist die Fliche
unter der Zustandskurve zwischen vy und vg. Anders ausgedriickt (durch Subtraktion einer
Seite): Die Fliche zwischen der horizontalen Geraden bei p. und der Kurve p(v) muss gerade
0 sein. Dadurch werden p., vp und vg festgelegt. Dieses Verfahren trigt den Namen Mazwell-
Konstruktion.

4.6.3 Phaseniiberginge 2. Ordnung (kontinuierliche).
Ehrenfest-Gleichungen

Die fiir Phaseniibergéinge 1. Ordnung charakteristische Diskontinuitét (Differenz in beiden
Phasen) der Entropiedichte, As und der spezifischen Volumina, Av tritt nicht bei allen Pha-
seniibergéingen auf. So beobachtet man zum Beispiel beim Ubergang von der normal-leitenden
zur supraleitenden Phase in Festkorpern keine signifikanten Diskontinuitéten. Nichtdestrotrotz
liegen klar unterschiedliche makroskopische Phasen, und damit ein Phaseniibergang vor, man
bezeichnet diese aber als “kontinuierliche Phaseniiberginge”. Analog ist es bei anderen Pha-
seniibergéngen in Festkorpern, z.B. beim Ubergang zwischen verschiedenen Phasen in Legie-
rungen oder verschiedenen Formen von Eis in Wasser. Bei diesen Ubergéingen verschwinden also
die Diskontinuitdten der ersten Ableitungen der chemischen Potentiale. Folgerichtig erwartet
man dann, dass sich die Hauptunterschiede zwischen den Phasen in den zweiten Ableitungen
der chemischen Potentiale zeigen. In der Tat ist das der Fall. Die entsprechenden Eigenschaften
sind in der Tabelle zusammengefasst. Auch bei Phaseniibergéngen 2. Ordnung existieren
Koexistenzlinien zwischen den Phasen, fiir die allerdings andere Bestimmungsgleichungen ge-
funden werden miissen. Da hier die Diskontinuitdten der ersten Ableitungen der chemischen
Potentiale verschwinden [vgl. Tab. miissen wir die chemischen Potentiale bis zur zweiten
Ordnung entwickeln. Aquivalent, aber giinstiger ist es, die Diskontinuitit von Entropiedichte
und spezifischen Volumina zu entwickeln, da wir hier nur bis zur ersten Ordnung gehen miissen:

0s 0s
— As(T +dT ~ AL ar 4 A2 4.1
0= As(T+dT p-+dp) = Ag| dT + Ag| dp. (4.13)
ov ov
0= Av(T +dT.p+ dp) = A dT Aa—p‘po. (4.14)

Diese Gleichungssystem wird als FEhrenfest-Gleichungen bezeichnetF_Z]. Dies ist ein homoge-
nes Gleichungssystem fiir zwei Unbekannte, ndmlich d7" und dp, das genau dann nichttriviale

24Man beachte, dass bei einem Phaseniibergang 2. Ordnung die Kompressibilitit i.d.R. positiv bleibt und
keine Nicht-Monotonitdt der Druck-Isothermen auftritt.
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Oberservable PU 1. Ordnung PU 2. Ordnung
Ap(T,p) = ps — jy 0 0
A% —As(T,p) = -4 #0 0
A@,u }T Vg — U1 7é 0 0
Ag;’; irrelevant AC” #0
A82“ ’T irrelevant Aay ‘T #0
A 8(392<9T A ;;gp irrelevant A < | #0
Koexistenzdruck: Glg. (4.12) Glg. 4.15)

Tabelle 4.1: Vergleich von Phaseniibergdngen 1. und 2. Ordnung. A bezeichnet die Diskonti-
nuitidt zwischen den Phasen, d.h. AA = Ay — A;. Diese Resultate mit den Variablen p und
V sind vor allem fiir Gase relevant. Sie lassen sich auf andere Phasengéinge iibertragen durch
Substitution p, V' — — A, a, vgl. das Beispiel Supraleiter unten.

Losungen besitzt, wenn seine Determinante verschwindet:

R

=0,

was eine Abhéngigkeit zwischen den vier Ableitungen herstellt. Eine weitere Abhéngigkeit folgt
aus den Maxwellrelationen fiir das chemische Potential (zweiten Ableitungen), vgl. Tab. [4.1}
o 83‘
- oplr

wodurch sich die Entropieableitung nach p eliminieren lédsst. Auch die Entropieableitung nach
T lésst sich durch eine besser zugéngliche Materialgrofie ersetzen: Tas‘ = ¢,. Damit lassen
sich die beiden Ehrenfest-Gleichungen und umformen. Fiir den Koexistenzdruck,
Pe, sowie fiir den Zusammenhang zwischen Diskontinuitéten von spezifischer Warme, ¢, iso-
thermer Kompressibilitéit, k7 und Volumenausdehnungskoeffizient 8 [vgl. Abschnitt beim
Phaseniibergang 2. Ordnung folgt schliefSlich

dpc Acp
4.1
T TA8”| (4.15)
ov o 1?
_Acp Aap + {A— J

Die hier eingehenden Materialgroflen sind i.d.R. gut experimentell zugdnglich. Wenn man sie
in beiden Phasen messen kann, sind akkurate Aussagen iiber den Phaseniibergang moglich.
Analog ist das Ziel theoretischer Betrachtungen und von Computersimulationen, diese Grofien
zu berechnen?|

Beispiel fiir Phaseniiberginge 1. und 2. Ordnung: Supraleiter im Magnetfeld. Su-
praleitung — das Verschwinden des elektrischen Widerstandes bei tiefen Temperaturen — ist
inzwischen in sehr vielen Materialien beobachtet worden und der Mechanismus gut verstanden
(BCS—Theorie)@. Fiir viele Metalle werden zwei Phaseniibergéinge beobachtet:

2 Hsufig sind diese GroBen in Simulationen nicht direkt zuginglich. Ein erfolgreicher Weg besteht iiber die
Linear response theory, bei der diese Groflen verkniipft werden mit geeigneten Korrelationsfunktionen von
Fluktuationen.

26 Ausnahmen bilden nach wie vor die Hochtemperatur-Supraleiter.
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I. in Abwesenheit eines Mangetfeldes H, ein Phaseniibergang 2. Ordnung, unterhalb einer
kritischen Temperatur 7., sowie

II. bei endlichem Magnetfeld und unterhalb von 7T, ein Phaseniibergang 1. Ordnung, bei dem
sich eine geringere kritische Temperatur, T.(H) < T.(0), einstellt bzw. ein kritisches
Magnetfeld (Koexistenzkurve) H.(T'), s. Abb.

=
o B
= Type | cz Type Il
T g
=) 2 Normal
1} ]
= D
B Normal S | Mixture of
c £| normal and
B superconducting
c1

Temperature Tc Temperature Tc

Abbildung 4.8: Typische Phasendiagramme fiir den Normalleiter-Supraleiter-Ubergang. Das
Beispiel im Text betrachtet nur Typ 1-Supraleiter. In einer Reihe von Materialien (Typ 2) gibt
es stattdessen 3 Phasen mit zwei Koexistenzkurven. Quelle: Wikipedia

Wir berechnen nun die Koexistenzkurven. Dazu gilt es zunéchst, die thermodynamische Va-
riable zu identifizieren, die mit dem Magnetfeld, H, verkniipft ist. Dies ist die Magnetisierung
M, d.h. das mittlere magnetische Moment der Atome pro Volumen, M =}, . Wie wir aus

Tab. wissen, ist mit der Anderung der Magnetisierung im Magnetfeld eine Arbeitsleistung
oW = HdM ,

verbunden, die zur Energiebilanz beitrigt genauso wie die Arbeit bei der Expansion oder Kom-
pression eines Gases, —pdv. Dabei wichst die Energie im System, wenn M wéichsﬂ. Die Ana-
logie zwischen beiden Systemen konnnen wir wie folgt zusammenfassen

p+— —H
v+— M
gas- bzw. fliissige Phase <— normal- bzw. supraleitende Phase

qre < qsn = T'(sy — sg) > 0.

Phaseniibergang 1. Ordnung: Mit diesen Analogien ergibt sich aus der Clausius-Clapeyron-

Gleichung (4.12)) die Koexistenzkurve beim Phaseniibergang 1. Ordnung zwischen normallei-
tender und supraleitender Phase (s. Abb. 4.§):

dHc(T) o gsN
e (i (MNS_ AR (4.16)

Die Magnetisierungen in den beiden Phasen lassen sich in folgender Weise bestimmen. In
der normalleitenden Phase sind die Magnetmomente zufillig ausgerichtet und die Magneti-
sierbarkeit — der Proportionalitéitsfaktor zwischen Magnetisierung und Magnetfeld — gering,

2TIm Gegensatz dazu wiichst die Energie bei einer Kompression, also Verringerung des Volumens.
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Xy = My/H < 1. Der Zusammenhang zwischen dem externen Feld H und dem Gesamtfeld
im Material, B, ist aus der Elektrodynamik bekann@

B=H+4rM = (1 +4nx)H = pH ,

so dass My sehr klein ist und das Gesamtfeld in der normalleitenden Phase im wesentlichen
mit dem externen iibereinstimmt, By ~ Hpy. Anders ist die Situation im Supraleiter: dort
wird das Magnetfeld aus dem Material herausgedriickt (Meifiner-Ochsenfeld-Effekt), und die
Magnetisierung M, wird durch das externe Feld bestimmt:

1
O:BS=H+47TMS —)MS:—4—H.
s

Mit Einsetzen dieser Ergebnisse in die Koexistenzfeldgleichung (4.16]) kénnen wir die Ubergangs-
wérme berechnen:
_ TH, dH,
N= " AT

Eine gute Ndherung fiir das kritische Feld ist durch eine quadratische Temperaturabhingigkeit
gegeben, H.(T) = Hy[l — (%)2], so dass wir fir die Ubergangswirme erhalten

H? [(T\? T\?
— o (= I
N =750 (T) (T)

Daraus folgt insbesondere, dass bei der kritischen Temperatur, die H = 0 entspricht, gsny = 0.
Das heifit umgekehrt: in Abwesenheit eines Magnetfeldes liegt keine Diskontinuitét der Entropi-
en in beiden Phasen vor; in diesem Fall kann also nur ein Phaseniibergang 2. Ordnung auftreten.

Phaseniibergang 2. Ordnung.

Hier interessiert uns die Diskontinuitéat der zweiten Ableitungen des chemischen Potentials un-
terhalb der kritischen Temperatur, bei H = 0. Von Interesse ist vor allem der Sprung der
spezifischen Wirmen bei konstantem Magnetfeld, Acy—o, beim Ubergang aus der normallei-
tenden in die supraleitende Phase, den wir analog zu Glg. berechnen konnen, die wir
noch einmal aufschreiben:

Ac, dp. , Ov
=P _ CA——
T —or “arh
Cs — CN B _dHC 8_]\/[ B
a=0  OT la=0
dH.,

_ 9 _HC -0 ‘ _
dT 1H=00T 47 H=0

1 [dH, 2
= — 4.1
47 { dT H0:| ’ (4.17)

T  |7=T.(H=0) dTl’

wobei wir die oben gefundenen Werte fiir die Magnetisierungen eingesetzt haben. Glg. (4.17)) ist
die Rutgers-Formel fiir den Phaseniibergang zweiter Ordnung in einem Supraleiter bei H = 0.

Damit haben wir die wesentlichen Phdnomene bei Phaseniibergéingen in Typ I-Supraleitern
diskutiert. Dariiber hinaus existieren Typ II-Supraleiter, die ein komplexeres Verhalten zeigen,
wie im rechten Teil von Abb. angedeutet ist. Wegen der groflen technischen Bedeutung
von widerstandslosem Stromfluss wird aktiv an neuen supraleitenden Materialien geforscht,
insbesondere an solchen, die méglichst hohe Sprungtemperaturen, 7., aufweisen.

28CGS-Einheiten
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4.6.4 Phaseniiberginge vom \-Typ

Es gibt Phaseniibergénge, fiir die die Klassifikation nach 1. oder 2. Ordnung nicht zutreffend ist.
Dazu zahlt der Ubergang zum Bose-Einstein-Kondensat, der mitunter auch als vom “A-Typ”
bezeichnet wird. Einige Informationen dazu werden in Abschnitt gegeben.

4.7 Chemisches Gleichgewicht. Massenwirkungsgesetz

In der Chemie ist der Stoffaustausch bei chemischen Reaktionen wie z.B.
NQ -+ 3 H2 : 2 NH3

von fundamentaler Bedeutung. Wir suchen die Anteile der Produkte (Endzustédnde) und Edukte
(Anfangszustande) im Gleichgewicht. Wir definieren den stochiometrischen Koeffizienten v; fiir
die beteiligten Stoffe als Koeffizient vor dem chemischen Symbol, wobei die Ausgangsstoffe
(linke Seite) der Reaktionsgleichung willkiirlich ein negatives Vorzeichen bekommen. Fiir das
obige Beispiel haben wir also

Vl:_la N27
V2:_37 H27
1/1:2, NH3

Durch diese Wahl ldsst sich jede Reaktionsgleichung als eine einfache Summe schreiben:

K
> A =0, (4.18)
=1

wobei die A; die beteiligten Stoffe bezeichnen (Ny, Hy, NH3).

Wir sind nun an den Gleichgewichtsverhéltnissen der Produkte und Edukte interessiert. Da-
zu betrachten wir fiir K Stoffe einen thermodynamischen Zustand abhéngig von den Varia-
blen T, p, N1, N, ..., Ng, Ni,, wobei N die Teilchenzahl des Losungsmittels bezeichnet. Fiir
G(T,p, N1, Na, ..., N, Np) im chemischen Gleichgewicht gilt (z sei die Reaktionsvariable.
Diese bewirkt, zusammen mit den v;, dass die N; in den richtigen Verhéltnissen verdndert
werden, wie im Folgenden zu sehen.)

dNZ = l/idZL’,
oG =06
0=— = Z V4
ox T,p i1 8]\71 T,p,Nj+;
1223
K
— Z vipti = 0, Chemisches Gleichgewicht (T, p=const) (4.19)
i=1

Bemerkung: Bei mehreren Reaktionen gibt es mehrere z;.

Beispiel: Wasserstoff im Ionisationsgleichgewicht /Dissoziationsgleichgewicht wird durch zwei
Reaktionen charakterisiert:

e +p  =—H
-1 -1 1
He + fp = [r
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fiir die Ionisation und

2H—H,
—2 1
200 = pm,

fiir die Dissoziation. Im chemischen Gleichgewicht miissen die Konzentrationen so vorliegen,
dass beide Gleichungen simultan erfiillt sind.

Beispiel: Ideales Gas:

pd = kpTlne +  O9T,p)

Bindungsbeitriage

mit den Konzentrationen ¢; = %

Eingesetzt in Glg. (4.18) finden wir

k k
1
In||c'=———= v, ®(T,
g A ; (T, p)
=In Kid(T,p)
Damit kénnen wir das
k
H &= K'Y, Massenwirkungsgesetz
=1
formulieren.
Bemerkungen:

e Dieser Ausdruck gilt fiir ein klassisches ideales Gas. Fiir Fermionen oder Bosonen ist
er durch die entsprechenden Resultate fiir das chemische Potential zu ersetzen, s. Ab-

schnitt [6.2]

e Dariiber hinaus fehlen in dieser Betrachtung Wechselwirkungsbeitrige, die zu Zusatz-
beitragen aller Thermodynamischen Potentiale fithren. Fiir die chemischen Potentiale
bedeutet das die Ersetzung durch

pi = i

Die Berechnung der Wechselwirkungsbeitréige stellt ein wichtiges aktuelles Problem der
Statistischen Physik dar. Sind diese Ausdriicke gefunden, kénnen die obigen Formeln,
insbesondere Glg. , unverédndert benutzt werden. Eine aktuelle Diskussion des Mas-
senwirkungsgesetzes fiir dichte Plasmen mit Quanten- und Wechselwirkungseffekten ist
in Ref. [Bonitz and Kordts, 2025] zu findenf®]

29d0i:10.1002/ctpp.70001
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4.8 Aufgaben

1. Man untersuche den Gleichgewichtszustand eines idealen Gases im externen Feld.

(a) Das Gas befinde sich im Schwerefeld der Erde. Man berechne die Hohenabhéngigkeit
der Teilchendichte, n(z), und der Temperatur, T'(z), iiber dem Meeresspiegel.

(b) Das Gas befinde sich im Oszillatorpotential %'[w?(z — 20)* 4+ w;y*]. Man berechne
n(z,y) und T(z, y)

(c) Man verallgemeinere das Resultat aus ii. auf eine Mischung aus 2 Gasen mit m; =
10meg; die Frequenz sei sortenunabhéngig.

2. Man untersuche das Ionisations-Dissoziations-Gleichgewicht von Wasserstoff als Funktion
von Temperatur und Dichte (Druck). Fiir die chemischen Potentiale verwende man

ta = kpTlnn,A2, a=e,p, A2 = h/(2nmakpT)"?
ty = kgTInngA} — kgTInZ™, b= H,H,,
le;nt — ZgiefEi/kBT ~ e*Ebo/k‘BTi

)

Hier ist A, die thermische DeBroglie-Wellenléinge von Elektronen bzw. Protonen, und
7t hegeichnet die Zustandssumme der Bindungszustéinde der Atome bzw. Molekiile (i
numeriert alle Energie-Eigenwerte und g; deren Entartungsfaktor), die durch den Beitrag
des Grundzustandes (Eyy < 0) angenéhert werden soll.

i. Formulieren Sie die Bedingungen fiir das Ionisations-Dissoziations-Gleichgewicht durch
die chemischen Potentiale.

ii. Finden Sie daraus ein Gleichungssystem fiir die Dichten der Sorten n, = N,/V und
die Konzentrationen ¢, = N,/N. Fiir die Gesamtteilchenzahl verwende man die Ge-
samtzahl aller Elektronen (fixiert), die entweder frei oder in Atomen bzw. Molekiilen
gebunden sind, N = N.+ Ny +2Np,. Die Gesamt-Elektronendichte ist entsprechend
n=N/V.

iii. Man stelle qualitativ dar: die Isothermen c.(n), cy(n), cg,(n), sowie — fiir eine fixierte
Dichte n — die Temperaturabhéngigkeit der Konzentrationen und untersuche den
Ionisations- und Dissoziationsgrad (Anteil freier Elektronen bzw. Anteil atomaren
Wasserstoffs).

iv. Das vorliegende Modell eines partiell ionisierten Wasserstoff-Plasmas vernachléssigt
wesentliche Wechselwirkungseffekte und ist daher nur bei geringen Dichten n giiltig.
Eine wesentliche Verbesserung kann erzielt werden durch Beriicksichtigung der Cou-
lombwechselwirkung in der inneren Energie der geladenen Teilchen: U, + U, =
3kgT(N. + N,)/2 + Uips. Im Rahmen der Debye-Approximation verwende man
Ut ~ —ke*N, mit k? = 47 (n.+n,)e*/kpT. Die Wechselwirkung fiihrt zu einer Kor-
rektur der chemischen Potentiale von Elektronen und Protonen. Finden Sie diese und
geben Sie das modifizierte Massenwirkungsgesetz an.

v. Berechnen Sie die Isothermen der Konzentrationen der einzelnen Sorten unter Beriick-
sichtigung der Coulomb-Wechselwirkung. Diskutieren Sie die Grenzen dieses Mo-
dells. Was ist im Limes grofler Dichten zu erwarten?



Kapitel 5

Statistische Mechanik Klassischer
Systeme

Motivation: Wir méchten nun Vielteilcheneigenschaften im Gleichgewicht mithilfe von Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen genauer untersuchen.

5.1 Quasiklassische Ndherung
Ist der Entartungsparameter
x=nA} <1,

so ist der Uberlapp der Wellenfunktionen gering und Quanteneffekte sind unerheblich. Dann
spielen auch Spineffekte, d.h. der Unterschied zwischen Fermi- und Bosestatistik, keine Rolle.
Quantengase werden wir separat in Kapitel 6] untersuchen.

Erinnerung 1: In der Formel ist Ay, = \/#W die thermische DeBroglie-Wellenlénge.

Erinnerung 2: Die klassische kanonischer_-] Wahrscheinlichkeitsverteilung ergibt sich aus der Ha-
miltonfunktion H = H(Q2) = H(ry,p1, .., TN, PN)

5.2 Maxwell- und Maxwell-Boltzmann-Verteilung

In der klassischen kanonischen Verteilung finden wir also die Phasenraumdichte

1 1
PO.T.V.N)= ———____ o BH)
(2.7, V. N) N'Z(T,V,N)* ’
mit der kanonischen Zustandssumme
1 ds?
Z(T'V.N) = — | ——=_ ¢ BH)
L.V, N) N!/(27rh)3Ne

Fiir ein klassisches System aus N identischen Teilchen hat die Hamiltonfunktion die folgende
allgemeine Form:

H(Q) = Z me + Z Vi) + Z W(r; —1;).

!Die groflkanonische Verteilung wird analog konstruiert. Zusitzlich werden noch verschiedene Teilchenzah-
len zugelassen H — Hpy, und je nach N hat Hpy unterschiedlich viele Abhéngigkeiten. In Normierung und
(anderen) Berechnungen von Erwartungswerten muss immer zusétzlich iiber N summiert werden.

125
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Der erste Term beschreibt die kinetische Energie, " = H,(p) = H,(p1, P2, ---, Pn), der zweite
die potentielle Energie durch ein externes Feld, V(r) = V(ry,ro,...,ry). Der letzte Term, mit
w Beitréagen, beschreibt die Wechselwirkung. Damit konnen wir den Hamiltonoperator
aufspalten in einen impulsabhéngigen und einen Koordinaten-abhéngigen Anteil:

H(Q) = Hy(p) + H.(r),

so dass wir im klassischen FallZ die Phasenraumdichte als Produkt zweier Faktoren schreiben
konnen,

P(Q) = fn(p) - Wn(r).

Dabei haben wir zwei Groflen definiert: Die Impulsverteilungsfunktion ist gegeben durch

wobei sich f noch weiter faktorisieren lasst: f(p;) = f(pix)f(Diy) f(Di2), da Pi = {Diws Diy: Dix}-
Wir finden nun die Normierungskonstante:

11 d3 x plZU p%z
=== e~ AHx B B o BRE
N N!Z/ (27h)3N csN H / dpize”"2m O / dpiye "2 C / dp;.e” "2

-~ -~

:1 =1 =1

Wir wéhlen die Normierung so, dass jedes 1D-Integral normiert ist. Wir berechnen C' als

2 1
/dpe_ap = \/g — o= 2rmkpT = py -
R

Der Impuls p;, wird auch als thermischer Impuls bezeichnet. Wir finden also die Impulsver-
teilung eines Teilchens als

1

(27rmkgT)3/? e Pam Maxwell-Verteilung

f(p) =

Nicht-wechselwirkendes System in externen Feld: Weiterfithrende Ergebnisse kénnen
einfach erhalten werden, wenn wir die Wechselwirkungen vernachléassigen und nur das externe
Potential berticksichtigen, also H,(r) = V(r). Das externe Potential ist, (wie zuvor der Im-
puls) eine Grofe, die in gleicher Weise mit allen Teilchen koppelt. Analog kénnen wir also die
Hamiltonfunktion als Summe von Einteilchen-Beitrdgen schreiben

N
H = ZHZ" mit  H;(r;, p;) = 2pz + V(r;), “Ein-Teilchen-Beitrag”
i—1
N
— P(p,r) = [[ f(pisrs), mit  f(ps,r;) = e PO,

=1

2Beachte: in der Quantenmechanik ist das anders: die Beitrige kommutieren nicht, und es ist somit keine
Faktorisierung moglich!
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— V(x)
n(x)

X

Abbildung 5.1: Die Dichteverteilung, die aus der Maxwell-Boltzmann-Verteilung folgt: Die
Dichten sind erhéht bei den Potentialminima. Diese ,,Schwankungen® sind stérker, je nied-
riger die Temperatur ist. Dieses Verhalten hatten wir bereits im Abschnitt untersucht
(gleiche Grafik wie in Abbildung |4.5)).

Wir normieren nun die Ein-Teilchen-Verteilung:

3 2

(27h)3 1 A3
— = = 1
C = Brmbp TR Ver — e = XV (5.1)

Vel — /d3r e PV (5.2)

Vel in Glg. bezeichnet dabei ein effektives Volumen, das ein Teilchen im Potential ein-
nimmt und das mit der Stéarke und Reichweite des Potentials zusammenhéngt. v, Glg. ,
lasst sich als ein modifizierter Entartungsparameter auffassen, der den homogenen Fall y =
Ag’h% verallgemeinert. yy ist selbstverstéindlich nicht invarian unter Potentialverschiebungen
V' — V + ¢, dieser Beitrag kiirzt sich in der Wahrscheinlichkeitsdichte jedoch wieder heraus.

Wir haben also die

2
f(p,r) = xvexp {—ﬁ {;—m + V(r)] } ,  Maxwell-Boltzmann-Verteilung (5.3)
gefunden, mit der Normierung [ % f(p,r) =)1. Die Maxwell-Boltzmann-Verteilung ist giiltig

fiir nichtwechselwirkende klassische Systeme. Durch Integration von Glg. (5.3) iiber p folgt di-
rekt die Dichteverteilung, n(r), im externen Potential

n(r) = Ce PV

vgl. Abbildung [5.1] Dieses Ergebnis stimmt mit dem Resultat fiir die Stabilitdt im externen
Feld {iberein, das sich aus dem chemischen Potential ergab, vgl. Abschn. [4.5.2]

3Wenn das Potential ein Minimum besitzt, ist die natiirliche Wahl der Koordinaten, den Ursprung in das
Minimum zu legen.
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5.3 Zustandssumme des klassischen idealen Gases im
externen Potential

Wir verallgemeinern nun unser bisheriges Ergebnis fiir ein homogenes ideales Gas auf den
inhomogenen Fall im Potential V (r). Die Zustandssumme (Zustandsintegral) des klassischen
idealen Gases ist gegeben durch

: 1 [ dVedVp 1T a2 v
7T, V,N) = N'/ 2n i) He Bam =BV (x:)

vt l/d:areﬂvm !
NN |V '

Im thermodynamischen Limes, N! — (%)N, erhalten wir dann den Ausdruck
Z9T,V,N) = [23(T,v)]"

mit der , Ein-Teilchen-Zustandssumme

: ve 1 1
Zid T, /dgr e PV — —
(1) = ARV N Xv

Die Zustandssumme des N-Teilchen-Systems ist also vollstéandig durch die Eigenschaften der
einzelnen Teilchen bei einer endlichen Temperatur bestimmt. Aus Z'¢ folgen schlieBlich alle
thermodynamischen Funktionen nach den bekannten Formeln.

5.4 Gleichverteilungssatz und Virialsatz

Wir leiten zunéchst den Gleichverteilungssatz der statistischen (klassischen) Mechanik her.
Dazu betrachten wir ein N-Teilchen-System wobei jedes Teilchen die Freiheitsgrade {r;, px } mit
1,k = x,y, 2z habe.

Gleichverteilungs-Satz: Unter der Voraussetzung, dass alle Freiheitsgrade quadratisch in

H(r,p) emgehenl hefert jeder Freiheitsgrad einen mittleren Energiebeitrag von kgT

Beweis: Der Erwartungswert im kanonischen Ensemble

<§’ o€, >

wobei & € {71z, .oy "Nz, D1z, -, PNz}, €rgibt

R o H(Q) _sue) _
<§’0&> 7w [ #0eg e =

_ 1 / BN, 1\ 9 —BHE) _ Nachrechnen mit Kettenregel
7K ’ B ) 0& Als néchstes: partielle Integration
kgT / 6Ny ,—

= dNQ e PHEO) — LoT
7K

~
—zZK

4Das System befindet sich also in einem Oszillatorpotential.
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Dies ist ein bemerkenswertes Resultat, da es fiir einen beliebigen Hamiltonian gilt, unabhéngig
von der Form des Potentials und auch unabhéngig davon, ob Wechselwirkungen vorliegen. Wir
schreiben das Ergebnis daher noch einmal auf:

OH
<5¥> kT (5.4)

Im Folgenden betrachten wir den Spezialfall aus der Formulierung des Theorems, dass die Ha-
miltonfunktion von der Form H (r, p) = ar?4bp? ist. Dann folgt sofort &0, H = 2Hy,, wobei Hy,
entweder den Orts- oder den Impulsanteil (eine kartesische Komponente) der Hamiltonfunktion
bezeichnet. Damit haben wir also gefunden, dass in diesem Fall

kT — <@§—§> — 2(H ) (5.5)
i/

gilt. Also liefert der Freiheitsgrad &; einen Energiebeitrag von ’“BTT Dies gilt sowohl fiir die

Potentialbeitrdage als auch fiir die kinetische Energie, wobei letzteres auch weiterhin gilt, wenn
das Potential nicht mehr quadratisch ist.

Bemerkungen:

e Der Beweis wurde im kanonischen Ensemble gefiihrt. Er verldauft identisch auch im grof3-
kanonischen Ensemble.

e Das Ergebnis ldsst sich auf nichtquadratische Potentiale erweitern. Dazu betrachten wir
ein Potential der Form
V(r;) =ar®, meZ,

wobei i die kartesische Komponente bezeichnet. Das Resultat ([5.5)) wird dann in folgender
Weise abgewandelt:

ria—H =mV(r;),

67“Z~
1
m

Das heifit, die mittlere potentielle Energie im Freiheitsgrad “i” ist um einen Faktor m

kleiner als kgT'. Fiir ein Oszillatorpotential ergibt sich wieder kgT'/2.

Die letzte Beobachtung machen wir uns im Folgenden zu Nutze. Zunéchst betrachten wir den

Ausdruck

oH

der als Virial der Kriifte bezeichnet wird®] Wie wir eben gesehen haben, lisst sich der ther-
modynamische Erwartungswert des Virials (oder einzelner Summanden) durch die Temperatur
ausdriicken. Diesen Befund konnen wir verallgemeinern und kompakt zusammenfassen zum

SDer Begriff wurde von R. Clausius eingefiihrt.
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Virialsatz: Sei die Hamiltonfunktion eines nicht-wechselwirkenden Systems gegeben durch
N p?
H(Q)=T(P)+V(R) = = 4V
@)= TP+ V(R =S { vt |
Vk(rk) = Ozkxl‘;nkz + Ozkyy]:nky —+ OékZZ]:nkz .

Aus dem Gleichverteilungssatz folgt damit fiir die mittlere kinetische und potentielle Energie
von Teilchen “k”:

kgT
=3,
1 1 1
(Vi) = { + + }kBT = m;, 'kpT,
mkw mky mkz
und damit schlieflich das Virial-Theorem fiir ein Teilchen bzw. das Gesamtsystem
3
(L) = 5mu(Vi)
N g N
S =2 may
k=1 k=1

Fiir praktische Anwendungen wichtig ist die Moglichkeit, einen Erwartungswert (der z.B. schwie-
rig messbar oder berechenbar ist) durch einen anderen auszudriicken. Dies ist ein weitgehend
allgemeingiiltiges Resultat, da die Klasse der zugelassenen Potentiale sehr breit ist und auch
Unterschiede fiir die einzelnen Teilchen zugelassen sind. Wir nennen einige Beispiele:

e Isotropes parabolisches Potential fiir alle Teilchen, d.h. my, = my, = m;, = 2. Dann ist
m; ' = 3 und (T,) = (V;), fiir alle k.

2

e Anisotropes Potential: my, = my, = 4 ,my, = 2. Dann ist m; ' =1 und (Ty) = %(Vk>,
fiir alle k. Beispiele fiir solche Dipol-Quadrupol-Potentiale sind Penning- oder Paulfallen,
die derzeit eine grofle Rolle in der Atom- und Ionenphysik spielen.

5.5 Das nichtideale klassische Gas

Wir wenden uns jetzt wieder klassischen Vielteilchensystemen in der Gasphase zu. Bisher hat-
ten wir die statistischen und thermodynamischen Eigenschaften des idealen Gases detailliert
diskutiert. Dies ist allerdings ein Modell, das nur in bestimmten Grenzen Giiltigkeit besitzt.
Der Grund ist natiirlich, dass zwischen Gasatomen bzw. -molekiilen Wechselwirkungskréfte
wirken, die einen z.T. erheblichen Einfluss auf die thermodynamischen Eigenschaften besitzen.
Die Methoden, die wir kennengelernt haben, sind sehr gut geeignet, den Einfluss dieser Effekte
ndherungsweise zu beriicksichtigen. Im Falle starker Wechselwirkung sind die Methoden der
Wahl dagegen Computersimulationen.

5.5.1 Einfithrung. Nichtidealitdtsparameter

Die Abweichung eines Systems vom idealen Gas lédsst sich in einfacher Weise quantifizieren.
Dazu gehen wir aus von einem allgmeinen Hamiltonian

N
H:ZHi+ Z w(r; —rj),
i=1 1<i<j<N
_n
2m

H; + V(r;), idealer Anteil, (5.7)
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wobei die Summe mit den Wechselwirkungs-Beitragen die Abweichung vom idealen Gas be-
stimmt. Durch ihr Auftreten erhélt die innere Energie einen zusétzlichen Wechselwirkungsbei-
trag (wir bezeichnen ihn mit “int” fiir interaction), und analoge Zusatz-Beitrége tauchen in
allen anderen thermodynamischen Funktion auf’}
3

U = §Nl€BT -+ Uint[w] s

p = nkpT + pin[w],

p=kpTInx + ping[w],

und so weiter.
Die Stérke der Wechselwirkung, in Relation zur Energie des idealen Gases, wird hiufig durch
den dimensionslosen Nichtidealitdtsparameter (oder Kopplungsparameter) abgeschétzt,

[{w)]

I':= ,
SkpT

(5.8)

wobei der Nenner die mittlere kinetische Energie pro Teilchen und der Z&ahler die mittlere
Wechselwirkungsenergie pro Teilchen angibt. Haufig ist eine sinnvolle Abschéitzung fiir letztere
gegeben durch (w) ~ w(a), wobei a = (|r;;|) der mittlere Teilchenabstand ist] Der Kopp-
lungsparameter erlaubt es, verschiedene Phasen des Vielteilchensystems qualitativ zu
unterscheiden:

e Fiir I' < 1 verhilt sich das System wie ein ideales Gas.

e Fiir I' < liegt ein schwach/moderat nichtideales Gas vor. Dieser Bereich lasst sich i.a. mit
Methoden der Stérungstheorie untersuchen.

e Fiir I' > 1 dndert sich das Verhalten qualitativ: es setzt eine langreichweitige Abhéngigkeit
der Teilchen von einander ein. Das Verhalten dhnelt dem einer Fliissigkeit oder sogar dem
eines Kristalls.

e Ob die Uberginge zwischen unterschiedlichem Verhalten abrupt passieren, also ob ein
Phaseniibergang vorliegt, héingt von der Art der Wechselwirkung ab. Ein Phaseniibergang
zum Kristall tritt insbesondere in Systemen mit Coulomb-Wechselwirkung (Plasma, Elek-
tronengas im Metall, Elektronen-Loch-Plasma in Halbleitern etc.) auf. Der kritische Wertf]
ist von der Groflenordnung I'., &~ 100 und unterscheidet sich je nach Dimensionalitat und
Geometrie des Systems, s. z.B. Ref. [Bonitz et al., 2010a].

e Das Konzept eines dimensionslosen Kopplungsparameters lédsst sich auch auf Quanten-
systeme ausdehnen. Der Hauptunterschied dort ist, dass die mittlere kinetische Energie
durch den relevanten Quanten-Ausdruck zu ersetzen istﬂ

5.5.2 Virialform der Zustandsgleichung. Klassische Simulationen

In diesem Abschnitt widmen wir uns realen Gasen mit beliebiger Form und Stérke der Wech-
selwirkung. Fiir klassische Gase ist dann nur eine numerische Behandlung moglich, die al-
lerdings nahezu exakt durchgefiihrt werden kann (abgesehen von statistischen Fehlern, die

5Die Grundannahme ist, dass beide Beitrige additiv sind, was fiir klassische Systeme gerechtfertigt ist. Fiir
Quantensysteme hingegen kann die Wechselwirkung auch die kinetische Energie modifzieren.
"Die Linge a wird hiufig auch als Wigner-Seitz-Radius bezeichnet. In einem homogenen System gilt % =
4T 3
v = ?a .
8Hier spielt I' die Rolle eines Ordnungsparameters.

92.B. fiir Fermionen bei tiefen Temperaturen durch die Fermi-Energie, s. Abschn.
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sich aber z.B. durch Vergroflerung der Simulationsbox systematisch reduzieren lassen). Die
Standard-Simulations-Methoden fiir thermodynamische Eigenschaften sind Molekulardynamik
oder Metropolis-Monte Carld¥] s. z.B. [Bonitz and (eds.), 2006, Bonitz et al., 2010b]. Diese Si-
mulationen sind partikel-basiert, d.h. es werden N Teilchen in einem vorgegebenen Volumen
simuliert, fiir die die thermodynamischen Funktionen berechnet werden. Dies ist fiir die inne-
re Energie trivial, da nur die Hamiltonfunktion (5.7)) zu berechnen ist. Zusétzlich muss noch
eine Mittelung iiber das Ensemble (mit der entsprechenden kanonischen Wahrscheinlichkeits-
verteilung) durchgefiihrt werden. Fiir den Vergleich mit Experimenten ist allerdings die innere
Energie nicht vorteilhaft. Stattdessen lisst sich z.B. die Zustandsgleichung (der Druck) direkt
messen. FEin Simulationsergebnis fiir den Druck ist natiirlich — im Prinzip — mit Hilfe der be-
kannten thermodynamischen Relationen durch Differentation der inneren Energie zu erhalten.
Deutlich vorteilhafter und genauer ist allerdings die Virialform der Zustandsgleichung, der wir
uns im Folgenden zuwenden.

Beitrag der Gefiflwand zum Virial. Unser Ziel ist die Berechnung des Drucks aus dem
Virialsatz. Der Druck der Teilchen ist homogen im ganzen System (Stabilitédt) und damit auch
an der Wand. Er ist verkniipft mit der Reflexion von Teilchen an der Wand, die wir simulieren
durch ein kurzreichweitiges repulsives Potential, V,,, das also an der Wand einen steilen positiven
Peak besitzt. Dieses Potential iibt auf ein Teilchen “/” in Wandnéhe eine Kraft, F;,, aus, die es
weg von der Wand treibt,

OV
81'1'
(dF ;) = pdA, mittlere Kraft aller Teilchen auf Flachenelement dA ,

= —-F;, = +F,;, Kraft von T. i auf die Wand,

das heifit, ein beliebiges Teilchen iibt eine Druckkraft F,; auf die Wand aus, die im Mittel zu
einem Druck p aller Teilchen auf ein Flédchenelement dA fithrt. Das Virial dieser Wandkraft
erhalten wir durch Summation iiber alle Teilchen in Reichweite des Potentials (also an der
Wand), was wir in ein Oberflichenintegral mit der Flédchen-Normale n iiberfithren kénnen

N
Zri% :pj{ r-ndA=
= O ov
:p/dVdivr:?)pV,
1%

wobei wir den Gauflschen Satz angewendet haben.
Jetzt betrachten wir das Virial der gesamten Hamilton-Funktion (5.7)), die wir durch das Wand-
potential erweitern, H — H + V,,,

<Zrz gi> =3pV + <Z 8‘(; )> +%Z<riviw(|ri — 1)) =

i=1 =1 i?'éj
N
oV (r
‘3”<Zrz > Y ol s, 69
l#J

wobei wir im letzten Term beriicksichtigt habenH, dass in der Summe jeder Abstand r;; zweimal
auftritt. Nach dem allgemeinen Gleichverteilungssatz, Glg. (5.4)), ist der Beitrag des gesamten

0Fine detaillierte Einfiihrung wird in der Vorlesung “Computersimulationen I” gegeben.
11 Aufgabe: man fiihre die einzelnen Schritte durch.
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Hamiltonians, links in Glg. (5.9), gleich 3NkgT, so dass wir das folgende Endresultat fiir die
Zustandsgleichung finden

N

2 1 oV (r;) o
PV =g hn — 5 <Zr’ or; > 6 > (riy Orywllrs = 150))

i=1 i#j

Der erste Term reproduziert den uns bereits bekannten Zusammenhang zwischen Druck und
Dichte der (kinetischen) Energie. Die folgenden Terme sind die Korrekturen durch ein externes
Potential bzw. die Wechselwirkung zwischen den Teilchen und lassen sich als Arbeit externer
Kriifte bzw. der Wechselwirkungskriifte zwischen den Teilchen interpretieren[?]|

5.5.3 Zustandssumme des nichtidealen Gases.
Konfigurationsintegral

Wir kehren nun zuriick zur kanonischen Zustandssumme fiir die volle Hamilton-Funktion (5.7

und nutzen wieder die Faktorisierung der Wahrscheinlichkeitsverteilung in einen impulsabhéngi-

gen und einen ortsabhéngigen Anteil, P(Q) = fx(p)wy(r). Als Resultat der Impuls-Integration
erhalten wir einen Faktor At_h?’ fiir jedes Teilchen und damit

1 VN

ZK(TavaN) = WWQ(TavaN)a
1
QT.V.N) = o5 / d*Ny e=PVELrN) (5.10)

wobei Q) das Konfigurations-Integral bezeichnef™| und wir die Gesamt-Potentielle Energie ein-
gefithrt haben, Vg (r) = > V(r;) + Y w;yj, sowie die Abkiirzung w;; = w(r;;) = w(|r; — ;).

i 1<j
Konfigurations-Integral des homogenen Gases. Fiir den Fall V' = 0 lasst sich das Integral
(5.10]) weiter vereinfachen:

1
QT.V.N) = o5 /d3N7“ I e . (5.11)
1<j

Dieses Resultat ist ein guter Ausgangspunkt fiir Storungsentwicklungen.

5.5.4 Zustandssumme bei schwacher Nichtidealitit.
Paarkorrelationsfunktion

Die Paarwechselwirkung in Gasen ist typischer Weise repulsiv (positiv) bei kleinen Abstdnden
und attrativ (negativ) bei groﬁenlf] und verschwindet mit r;; — oo. In einem charakteristischen
Abstand ry liegt ein Minimum der Tiefe Uy = w(ry) vor.

Paarverteilung und Paar-Korrelationsfunktion. Die Form der Funktion w(r) bestimmt
die Abstandshiufigkeit von Teilchen des Gases. Diese wird als Paarverteilung bezeichnet"?]

g(r) =e P =¢(r) 4 1. (5.12)

2Man demonstriere das und untersuche insbesondere, wann diese Krifte den Druck erhthen bzw. absenken.

BWir haben es dimensionslos gewiihlt, was zu dem zusitzlichen Faktor V'V in der Zustandssumme fiihrt.

1Ein typisches Beispiel ist das Lennard-Jones-Potential.

5Das explizite Resultat, Glg. ist eine Naherung, die auch als bindre StoBapproximation bezeichnet
wird. Sie gilt, wenn der Einfluss dritter Teilchen auf den Paarabstand gering ist.
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In einem nicht-wechselwirkenden System ist natiirlich g(r) = 1, d.h., beliebige Abstédnde zweier
Teilchen sind gleichwahrscheinlich und daher ¢ = 0. Die Funktion ¢(r) beschreibt daher die
Abweichung vom nicht-wechselwirkenden Fall und wird i.d.R. als Paar-Korrelationsfunktion
bezeichnet.

Im Folgenden betrachten wir den Fall endlicher aber schwacher Wechselwirkung. Das Kriterium
dafiir lautet hier

I' ~ BlUg| < 1, schwach wechselwirkendes Gas
9i(r) = 1 = Puwyy,
Cij(’l") ~ —ﬁwij y

Wir setzen jetzt ¢;; in Glg. (5.11]) ein und nutzen, dass ¢ klein ist:

1

1<j

:% d3NT{1+ZCU+O(C2>}:
1<j
1) d3 d3 O 2 _
VN 2 rid’r; {ci; + O(c*)} =
N(N

—QV_ 1)/d3r{c +O(F2)}

wobei wir im letzten Schritt zu Relativ (r)- und Schwerpunkt (R)-Koordinaten iibergegangen
sind und die R-Integration ausgefiihrt haben (sie gibt V'). Mit der Abkiirzung

a(T) = /d% c(r) = 4r /OOO drr®c(r) ~ —4r 3 /OOO drr?w(r), (5.13)

folgt schlieBlich fiir das Konfigurationsintegral und die Zustandssumme bei schwacher Kopplung

VN=2 N(N —
IR

=1+

Q(T,V,N) =1+ %a(T) +0(T?),

Z(T,V,N) = ]\1” (A%)N {1 + %a(T) + O(Fz)} .

Zustandsgleichung eines Gases mit schwacher Wechselwirkung. Wie bisher, sind mit
der Zustandssumme alle thermodynamischen Eigenschaften bekannt. Wechselwirkungskorrek-
turen lassen sich dabei allein durch den Korrelationsparameter ausdriicken. Wir illustrie-
ren dies am Beispiel der Freien Energie und der Zustandsgleichung.

F(T,V,N)=—=NkgTIlnZ = —NkgT (1—i—ln A3 ) —kBT{l—i— %a(T)} ,
th

OF kT 0 N -
p(T,V,N) = EG TN— N 9o {Nlnv—i—ln [1+2—UQ(T)}}—
. k’BT l_a(T)
o 20 |’

wobei wir in der letzten Zeile den Logarithmus fiir kleine Abweichungn um 1 entwickelt haben.
Der erste Term ist der Druck des idealen Gases und der zweite gibt den Einfluss der Wech-
selwirkung an. Aus Glg. ist klar, dass bei dominant attraktiver Wechselwirkung w < 0
und damit @ > 0 ist und der Druck abnimmt. Umgekehrt fiihrt eine repulsive Wechselwirkung
zwischen den Teilchen zu einer Zunahmes des Druckes im Vergleich zum idealen Gas.
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5.6 Awufgaben

1. Fir ein relativistisches klassisches ideales Gas berechne man

(a) die kanonische Zustandssumme

(b) Man betrachte insbesondere i) den schwach relativistischen, sowie ii) den ultrarela-
tivistischen Grenzfall.

(c) fur ii) berechne man die Freie Energie, den Druck, die Entropie und die inntere
Energie
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Kapitel 6

Statistische Mechanik von
Quantengasen

6.1 Quantengase mit Spin. Besetzungszahl-Darstellung

Wir kehren jetzt zuriick zur Berechnung der Zustandssumme eines Vielteilchensystems. Im Ka-
pitel [2| hatten wir bereits eine quantenmechanische Rechnung fiir ein ideales Gas durchgefiihrt.
Dabei hatten wir schwache Entartung vorausgesetzt, y < 1. Dies hatte allerdings nur den
Grund, dass die Rechnung keine Spinstatistik beriicksichtigt, was bei geringem Uberlapp der
Wellenfunktionen der einzelnen Teilchen gerechtfertigt ist. Diese Einschrankung lassen wir jetzt
fallen, damit wir Vielteilchensysteme von Fermionen und Bosonen beschreiben kénnen.

6.1.1 Einfiihrung. Beispiele

Fermionen: Vielteilchensysteme aus

e Elektronen, insbesondere in Festkorpern, in dichten Plasmen

Elektronen in Mehrelektronen-Atomen

Protonen, Neutronen in Kernen

Quarks im Quark-Gluon-Plasma

Antimaterie (z.B. am CERN erzeugte: Positronen, Antiprotonen)

Bosonen: e Helium 4-Atome: Suprafluiditidt (Kapitza, Landau, Bogolyubov u.a.)
e Kalte Gase aus Bose-Atomen (Nobelpreis 2001 fiir Ketterle, Cornell und Wiemann)

e “Composite bosons”: Cooperpaare (Elektronenpaare), Exzitonen in Festkorpern

6.1.2 Symmetrische und Antisymmetrische Vielteilchen-Zustéinde.
Spinstatistik-Theorem

Wir betrachten ein ideales Quantengas aus N identischen Teilchen (identische Massen und
Spins, m; = m, s; = s), die einen additiven Hamiltonian besitzen,

N 9
H=S hi, h=2
2m

i=1

+U(r:), (6.1)

mit einem beliebigen Einteilchenpotential U.

137
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Einteilchenproblem: Alle Einteilchen-Hamiltonians besitzen dieselben Eigenzustéindd']
hloy =alg), 1=12..., a<e<.., |¢) e, (6.2)

die einen Einteilchen-Hilbertraum aufspannen und nach ihren Energie-Eigenwerten geordnet
sind. Die Quantenzahl | = (p;, 0;) enthélt Impuls und Spinprojektion.

N-Teilchenproblem: N Teilchen, die durch den Hamiltonian | . ) beschrieben werden, ver-
teilen sich auf die Orbitale |<Z5l Glg. (6.2)). Das N-Teilchen-System ist damit durch den Satz
von Quantenzahlen j = {ji, j2...jn} charakterisiert, mit der N-Teilchen-Wellenfunktion

W) = [V, jn) G’HNZH1®H1~~®H1,

H|U;) = E;|¥;), E;= Zeﬂ.

Ji=1

Symmetrie von Wahrscheinlichkeitsdichte und Wellenfunktion. Auf den ersten Blick
hat es den Anschein, als konnte jedes Teilchen sein Orbital mit der Quantenzahl j; unabhéngig
von allen anderen einnehmen (das System ist als nicht-wechselwirkend angenommen). Es zeigt
sich aber, dass das nicht der Fall ist und hier wichtige Unterschiede fiir Fermionen und Bosonen
existieren. Dazu betrachten wir zunéchst die Permutationssymmetrie.

Beispiel: Permutation zweier Teilchen. Wir betrachten zur Illustration das Beispiel, dass
im N-Teilchen-Zustand |[¥;) das Teilchen mit der Nummer &k das Orbital jj, einnimmt und
Teilchen Nummer [ das Orbital j;. Jetzt betrachten wir einen anderen Zustand, [W’), der sich
von |U;) nur dadurch unterscheidet, dass Teilchen [ (Teilchen k) jetzt das Orbital k (1) einnimmt.
Wegen der Ununterscheidbarkeit der Teilchen sollte das keine messbaren Konsequenzen haben,
insbesondere sollten beide Wahrscheinlichkeitsdichten identisch sein, d.h.

[{05105) 7 = (W51 w5) %, (6.3)
W) = Pul¥;) = +T;), (6.4)

wobei der Permutationsoperator Py in Glg. (6.4) die Wirkung hat, den Platz von Teilchen k
und [ im N-Teilchen-Zustand auszutauschen. Dadurch bleibt natiirlich die Norm, Glg. .
invariant. Dass bedeutet, dass sich die Zusténde [¥;) und [¥) nur durch ein Vorzeichen un-

terscheiden konnenrf] s. zweite Glg. . Diese Permutationseigenschaften lassen sich direkt of
N-Teilchen ausdehnenl

Spinstatistik-Theorem: Das positive Vorzeichen in Glg. (6.4) wird realisiert fiir Bosonen
(Teilchen mit ganzzahligem Spin, s = 0,1,2,...) und das negative fiir Fermionen (halbzahliger
Spin, s = 1/2,3/2,...). Dieses Theorem wurde von Pauli und Fiertz bewieser['}

Dieser kleine Unterschied im Vorzeichen in Glg. (6.4) fiihrt zu dramatischen Unterschieden in
den Eigenschaften von Fermionen und Bosonen, wie wir in den Abschnitten [6.2] und [6.3] sehen

L Als Beispiel betrachte man N Teilchen im Oszillator-Potential

2Man kann zeigen, dass Pkl hermitesch ist und daher reelle Eigenwerte besitzt. Dadurch ist in Glg. ( . die
ein Eigenwertproblem von sz darstellt (natiirlich kommutiert P mit H und besitzt daher dieselben Eigenfunk-
tionen), nur der reelle Koeffizient (Eigenwert) +1 mdoglich.

3Details werden in der Wahlfach-Vorlesung “Theoretische Physik” bzw. in der Vorlesung “Quantenstatistik”
behandelt

4Der Beweis erfordert Methoden der relativistischen Quantentheorie.
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werden.

Besetzungszahl-Darstellung. Die Unterschiede in den beiden Zustéinden |¥;) und |¥}) sind
offensichtlich irrelevant fiir messbare Groflen. Was beide gemeinsam haben, ist die Zahl der
Teilchen in den Orbitalen mit den Quantenzahlen j; und ji. Dies legt eine neue Darstellung der
N-Teilchen-Zusténde nahe, bei der von der (irrelevanten) “Identitét” der Teilchen abstrahiert
und stattdessen nur die Zahl n; aller Teilchen, die sich in Orbital j; befinden, gezéhlt wird.
Diese Zahlen n; = 0,1,2,... N nennt man die Besetzungszahlen (der 1-Teilchen-Orbitale |¢;)).
Die Besetzungszahl-Darstellung erweist sich als physikalisch korrekt und gleichzeitig effizient
fiir die statistische Mechanik und Thermodynamik von Bosonen und Fermionen. Dafiir kommen
wir ohne detaillierte Kenntnis der Zustdnde aus. Wir benotigen lediglich die Teilchenzahl und
N-Teilchen-Energie, die sich durch die Gesamtheit der Besetzungszahlen, {n,} = {ni,ns,...}
ausdriicken lassen:

N=> n,, (6.5)
p=1

Ej=Ejijjn =Y &np. (6.6)

p=1

Man beachte, dass es i.a. unendlich viele Einteilchenorbitale gibt, iiber die zu summieren ist,
obwohl wir nur N Teilchen im System haben, die nur N Orbitale besetzen (die restlichen n,
sind gleich Null).

6.1.3 Statistische Mechanik in der Besetzungszahl-Darstellung.
Grof3)kanonischer Dichteoperator und Zustandssumme

Mit der Besetzungszahl-Darstellung finden wir sofort die kanonische Zustandssumme:

K(T,V, N) Ze*ﬁE—Ze TEOT i S, =N, (6.7)
p

{np}

wobei wir im zweiten Teil das Resultat verwendet haben und die Summe iiber alle
Besetzungszahl-Kombinationen lauft, die die Nebenbedingung (/6.5 erfiillen. Diese Nebenbe-
dingung bauen wir jetzt explizit in die Zustandssumme ([6.7)) ein:

Z5(T,V, N) ZA(N—an> B , (6.8)
p

{np}

mit dem Kronecker-Symbol A(z) = 1, fiir x = 0 und A(x) = 0 sonst.
Die Form erweist sich als sehr vorteilhaft fiir die Berechnung der groflkanonischen Zu-
standssumme, zu der wir jetzt iibergehen.

Grof3)kanonische Zustandssumme. Wir verwenden das Resultat aus Abschnitt in das
wir den Ausdruck einsetzen:

Z9T,V,p) =Y PN ZK(T, VN) =
N=0

p

{np} N=0
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Hier wird iiber alle moglichen Kombinationen von Besetzungszahlen {n,} summiert, wobei alle
moglichen Gesamtteilchen-Zahlen N auftreten. Die innere Summe ist dabei nur fiir ein einziges
N von Null verschieden, fiir das N = Zp n, erfiillt ist. Damit kann diese Summe ausgefiihrt
werden, und wir erhalten

B3 (n—ep)n
ZG(T,V,M)zzep:l v
{"p}

_ Z Z o eBlu—en)na | Blu—e2)n2 ’

ny n2

wobei wir berticksichtigt haben, dass die Summe iiber {n,} eine unabhéngig Summation iiber
alle einzelnen Besetzungszahlen bedeutet und wir die Summe im Exponenten als ein Produkt
von Exponenten umschreiben konnen. Jeder dieser Exponenten wird dabei nur von einer ein-
zelnen Summe erfasst, so dass der Ausdruck als ein Produkt geschrieben werden kann;

ZOT V) =[] 6T Vi),  mit G(T,V,p) = Ze Heep)np (6.9)

Damit haben wir die groflkanonische Zustandssumme identischer Quantenteilchen mit Spin
gefunden. Sie ist in Glg. dargestellt als ein Produkt von Beitrégen ¢, aller Einteilchen-
Orbitale |¢,) mit der Energie €,, wobei iiber alle moglichen Besetzungszahlen n, des Orbitals
summiert wird.

Grof3kanonisches Potential. Das grofl)kanonische Potential folgt wie bisher aus der Zustands-

summe (6.9):

T, V,p) = —kpT Z9T,V, 1) = —kpT Y InG(T,V, p), (6.10)

p

und ergibt sich hier als Summe aller einzelnen Orbitalbeitrége.

Grof3kanonischer Dichteoperator. Unser bisheriges Resultat fiir den Grofikanonischen Dich-
teoperator, bleibt in Operatorform unverandert,

eB(uN—H)

pe(T, Vi) = 20TV )

allerdings dnderst sich die Matrixform. Bisher hatten wir dafiir N-Teilchenzustdnde mit den
Quantenzahlen j = (j1, jo, ... jn) sowie ein vorgegebenes N verwendet, fiir die sich eine Diago-
nalmatrix ergab, mit den Diagonaleintriigen p$§'y (T, V, ) = (Z°)~" exp{B(uN — E)}. In der
Besetzungszahl-Darstellung geht die Dichtematrix direkt iiber in (sie bleibt diagonal)

BZ(U €5)Np

) .

P{np}(T Vi) =

wo der Mikrozustand durch die Gesamtheit der Besetzungszahlen, {n,} bestimmt ist.
Thermodynamische Erwartungswerte lassen sich mit den Resultaten fiir die groflkanonische
Dichtematrix und die Zustandssumme leicht berechnen. Die Observablen miissen
dabei aber durch die Besetzungszahlen ausgedriickt werden. Als Beispiel betrachten wir die
mittleren Besetzungszahlen und die mittlere Teilchenzahl.
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Erwartungswerte der Besetzungszahlen. Die mittlere Besetzungszahl von Orbital |¢,) im
groflkanonischen Ensemble folgt aus

<np>G(T7 V7 H’) = Z np p{Gﬁp}(T7 V7 ,U) =
{np}
Zn @5”19 H—ep) . H Cp

DFD

Zeﬁnp(ﬂ €p) . H Cﬁ

np DEP
| T
— kBTa HCP( 7V7N)‘ ’
ol TV

(6.12)

wobei wir im Zahler und Nenner den Faktor mit p = p separat aufgeschrieben haben. Die
Beitréage aller Faktoren (5 mit p # p in der zweiten Zeile kiirzen sich, und es verbleibt nur der
Beitrag der reduzierten Zustandssumme desselben Orbitals, ¢,, Glg. (6.12)).

Analog berechnen wir die mittlere Teilchenzahl im System unter Verwendung von Glg.
geméf den Standardausdriicken fiir das groflkanonische Ensemble

OT, V, ) ’
ol TV

_ kBTZ Jln Cp(Ta ‘/a :u)

el i = - )

—an (T,V,u) = N.

Die mittlere Teilchenzahl stimmt, wie zu erwarten war, mit dem Eigenwert /N von N iiberein. In
gleicher Weise lassen sich die Erwartungswerte und Fluktuationen anderer thermodynamischer
Groflen berechnen.

Alle bisherigen Resultate gelten gleichermaflen fiir Fermionen und Bosonen. Wir werden in
Kiirze sehen, dass der einzige wesentliche Unterschied zwischen beiden in den méglichen Werten
der Besetzungszahlen liegt. Fiir die Fermionen gilt dabei das Pauliprinzip, wéhrend fiir Bosonen
besondere Vielteilcheneffekte, wie Bose-Einstein-Kondensation und Suprafluiditéat auftreten.

6.2 Fermistatistik

Wir beginnen die Untersuchung der Thermodynamischen Eigenschaften von Teilchen mit Spin
mit dem Fall halbzahligen Spins. Dieser fiihrt — wie wir am Beispiel zweier Teilchen gesehen
hatten — auf einen Vorzeichenwechsel der Wellenfunktion unter Teilchenaustausch, s. (6.4,
woraus sofort das Pauliprinzip folgt.

6.2.1 Pauliprinzip

Wenn wir in Gleichung jetzt den Spezialfall j, = ji betrachten, ist der Zustand |[W))
physikalisch identisch zu [¥}), gleichzeitig gilt aber |U%) = —[W;) = |¥;). Dies ist nur moglich
fiir |¥,;) = 0. Das heifit, der Vielteilchenzustand mit j, = j, existiert nicht. Ubersetzt in
Besetzungszahlen bedeutet das: n; = 2 ist nicht moglich. Wegen der Allgemeingiiltigkeit un-
serer Betrachtungen (sie gelten fiir beliebige Orbitale und beliebig viele Teilchen im System)
schlussfolgern wir: Fiir Fermionen kann ein beliebiges 1-Teilchenorbital |¢;) nur einfach besetzt
(oder unbesetzt) sein. Das heifit, die zuldssigen Werte der Besetzungszahlen fiir Fermionen sind
gegeben durch

n, ={0,1}, ¥p, Pauliprinzip
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Dies ist das allgemeine Prinzip fiir Fermionen, das Wolfgang Pauli bereits 1925 gefunden hatteﬂ.

6.2.2 Groflkanonisches Potential fiir Fermionen. Fermiverteilung

Das Grofkanonische Potential des Fermigases folgt sofort aus der allgemeinen Formel in Beset-
zungszahldarstellung, Glg. (6.10]), durch Beschrankung der Besetzungszahlen auf 0 und 1:

1
GIT Vi) = 3 el =1 4 flumen)

np=0

AT, V,p) = —kpT Y In (14 Xm)) (6.13)
p

Aus Glg. (6.13) und (6.12)) folgt die mittlere Besetzungszahl fiir Fermionen:

5(#‘%)

0
(np)a(T, V. ) = kpT - 15 cble)

B(n—ep) —
aﬂ(w In [1+ 20| = kT3

Fiir das Resultat, das sich durch Kiirzen ergibt, fiihren wir eine neue Bezeichnung ein, die die
Abhéngigkeit von der Energie des Orbitals p explizit macht:

1
<np>G(T7 v, /L) = n(ep; TV, ,U) = oB(

Ep——‘u)_i_l . (6.14)

Damit haben wir die Fermi-Dirac-Verteilung gefunden, die angibt, wie groff im Mittel die

n(ep)

Abbildung 6.1: Fermi-Dirac-Verteilung (6.14]) fiir eine endliche Temperatur. Fiir ¢, < p sind
die Besetzungen gleich 1. An der Stelle ¢, = p fiillt die Besetzung (fiir beliebige p und T') auf
1/2 ab.

Besetzung des Orbitals mit der Energie ¢, ist und wie diese von Temperatur, Volumen und
chemischem Potential abhéngt.

Bemerkungen:

e Beachte, dass die Verteilung (/6.14)) nur auf diskreten Energiewerten €, definiert ist.

Sfiir diese und andere Beitriige zur Quantentheorie erhielt Pauli den Nobelpreis 1945
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e Bei der Ableitung der Fermiverteilung haben wir nicht explizit Annahmen iiber ein
ideales System verwendet. Tatsédchlich gilt die gefundene Energieabhdingigkeit auch fiir
wechselwirkende Systeme. In diesem Fall sind allerdings die Energieeigenwerte ¢; nicht
diejenigen eines Einteilchensystems/|

Normierung der Fermi-Verteilung. Erwartungswerte. Da die Summe der Besetzungs-
zahlen immer N ergibt, gilt dies auch fiir deren Ensemble-Mittelwerte:

(N)e = n(e;T,V,u) = N(T,V,pn). (6.15)

Fiir eine vorgegebene Teilchenzahl, Temperatur und Volumen liefert Glg. eine (implizite)
Bedingung fiir das chemische Potential, = u(T,V, N).

Die Fermiverteilung ist eine gut definierte Wahrscheinlichkeits-Verteilung (das gilt streng ge-
nommen fiir n(ey; T, V, 1) /N, da diese GroBe auf 1 normiert ist). Wir konnen sie daher fiir
die Berechnung von Erwartungswerten im groflkanonischen Ensemble verwenden. Zum Beispiel
erhalten wir fiir den Erwartungswert der Energid'|

<[:I>G(Tv Vi) = Z<np€p> = Z epn(ep; T, Vi),

p p

und analog fiir Erwartungswerte anderer Operatoren.

Explizite Resultate fiir thermodynamische Gréflen von Fermionen héngen von den mikrosko-
pischen Details des Systems ab. Diese gehen ein in das chemische Potential, das durch eine
separate Rechnung gefunden werden muss und auch von der Wechselwirkung zwischen den Teil-
chen abhéngt. Im néchsten Abschnitt betrachten wir den einfachsten Fall eines Fermisystems:
das ideale Fermigas. Wir betrachten dieses zunéchst fiir 7' = 0 und erweitern das Restultat
anschliefend in Abschnitt auf endliche Temperaturen.

6.2.3 Das ideale Fermigas bei 17" = (0. Fermienergie und thermody-
namische Groéfien

Wir betrachten ein nicht-wechselwirkendes Quantengas identischer Fermionen mit der Energie-
Dispersion FE(p) = p?/2m und Spin s. Ohne das chemische Potential zu kennen (dies ergibt
sich erst aus der Rechnung), kénnen wir den Grenzwert der Fermiverteilung fir T — 0
bestimmen: es ergibt sich eine Stufenfunktion,

1, €p<M0<V,N),
lim n(ep; T, V. p1) = no(ep; V, pio) = (6.16)
=0 07 €P>M0(‘/7N)a

mit einer scharfen “Kante” bei der Energie po(V, N) = limg_,o (T, V, N). Dieser Grenzwert des
chemischen Potentials wird als Fermienergie, Er, bezeichnet und hangt mit dem Fermi-Impuls,
pr und der Fermi-Wellenzahl, kp, zusammen,

B

N)=F N) = = )

6Sie ergeben sich aus der Diagonalisierung der Einteilchen-Dichtematrix und entsprechen den sogenannten
natiirlichen Orbitalen. Das Umschreiben von Glg. in eine Fermiverteilung beziiglich der Impulse mittels
€, = p*/2m gilt allerdings nur fiir ein ideales Gas.

"Dies ist der Erwartungswert der Gesamtenergie des N-Teilchensystems. Wiirde man die Wahrscheinlich-
keitsdichte n(ep)/N verwenden, ergibe sich die Energie pro Teilchen.
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Damit lasst sich die Grundzustandsfunktion (6.16]) auch schreiben als
no(Ep; V, N) = @[EF(‘/, N) — Ep] .

In einem dreidimensionalen isotropen Fermigas bedeutet das, dass nur Zusténde innerhalb der
“Fermikugel” besetzt sind, d.h. mit p? + pf/ +p? < p3.

Erwartungswerte von Observablen. Zustandsdichte. Damit konnen wir Erwartungswer-
te einer beliebigen Observable f, die von den Besetzungszahlen und damit von €, abhéngt,
berechnen durch Integration {iber die Fermikugel und Summation {iber alle 2s 4+ 1 Spinprojek-

tionen]

—

o=—5 p

(Na=_ flenleg)= Y > flenle). (6.17)

Da keine Spinabhéngigkeit der Summanden vorliegt, ergibt die Spinsumme den Spinentartungs-
faktor, gs = 2s + 1. Von der Impulssumme gehen wir {iber zum Volumenintegral in Kugelkoor-
dinatenﬂ und nutzen die sphérische Symmetrie,

o0

V
e — ——— 4 dpp® ...
; (2rh)? [t
0

und wechseln schliellich zu einer Integration iiber die Energie, gemif p*dp = (2m’¢)'/2de.
Damit finden wir folgendes Resultat fiir den Ausdruck (6.17)

(Ne(TVop) = [ deDlesV) (e TV, (6.18)
D(e: V) = Do(V) V2, Dy(V) = % | (6.19)

wobei wir die Zustandsdichte eingefithrt haben, d.h. die Anzahl von Einteilchenzustéinden im
Intervall [e, e + de]. Man beachte die wurzelférmige Abhéngigkeit von der Energie, die eine Kon-
sequenz der Dimensionalitit (d = 3) des Systems istlﬂ. Das bedeutet, dass der Erwartungswert

einer Funktion von €™ auf ein Energieintegral iiber die Fermiverteilung multipliziert mit e”*+1/2
fithrt. Das sind die Fermi-Integrale, die wir in Abschnitt einfithren werden. Zunéchst
widmen wir uns jetzt den Erwartungswerten im Grenzfall 7" — 0.

Erwartungswerte im Grundzustand. Wir gehen jetzt in den Ausdriicken (6.18]) zum Limes
T — 0 iiber, wofiir wir den Index “0” verwenden werden,

Ho

(P9, o) = Dol(V) / decf(c) (6.20)

0

Im Folgenden betrachten wir Spezialfille der allgemeinen Formel ((6.20)).

8Wir verwenden zunichst die allgemeine Fermiverteilung, damit wir das Resultat spiter weiter verwenden
konnen. Den Ubergang zum Grundzustand fithren wir erst am Ende aus.

9Das setzt voraus, dass die Impulseigenwerte quasikontinuierlich sind, was fiir hinreichend groe Teilchenzahl
erfiillt ist.

10Tn einem zweidimensionalen Elektronengas ist die Zustandsdichte energieunabhingig, wihrend sie in 1D
mit der Energie abnimmt, s. Aufgaben.
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1. Fiir den einfachsten Fall, f — 1, ergibt der Erwartungswert genau die Normierung der
Fermi-Verteilung, vgl. (6.17)). Nach Berechnung des bestimmten Integrals erhalten wir

2
N =Dy i (6.21)

woraus wir sofort das chemische Potential im Grundzustand (die Fermienergie) finden,
das nur von der Kombination V/N = n abhéngt:

polw) = Er(n) = | 22 -

:h_2k2 kp = 6rn) *
om ¥ °F Js

2. f(e) = e: dies ergibt die mittlere Energie im Grundzustand,

2

0
2
U0<N7 V) - <2p_> (N= V) = <6>2¥<N7 V) =Dy - _Ngm )
m/a 5)
wobei der letzte Faktor aus der Integration von €2 resultiert. Nun verwenden wir Glg. (6.21)
und ersetzen QDO,ug/ > 53N , so dass das Endergebnis lautet

Us(N,V) = <%>Z (N,V) = Nng(n) o« Nn?/3. (6.22)

Das bedeutet, im Grundzustand ist die innere Energie pro Teilchen von der Grélenordnung
der Fermienergie. Da alle Energiezustinde mit ¢ < Er genau einfach besetzt sind, ergibt
sich ein Koeffizient kleiner 1. Die Mittelung iiber die Zustandsdichte fiithrt auf den Faktor
3/5.

3. Zustandsgleichung. Den Druck des idealen Fermigases im Grundzustand erhalten wir
direkt aus der inneren Energie iiber den Umweg iiber die Freie Energie:

. OF 0 . oU,
po=—lm ol = gyl iU = TS) = =7 |

Unter Verwendung von Glg. (6.22)) finden wir schliellich

3 v OFr 2 vEr s

po(n):— =-N—xn

2R = 2
5 oV IN b Vv (6.23)

4. Weitere Erwartungswerte, wie Teilchenzahl-Fluktuationen und Entropie betrachten wir

spater, im Abschnitt 6.3.2]
Diskussion der Zustandsgleichung.
o Aus Glg. (6.22)) und (6.23)) folgt ein Zusammenhang zwischen Druck und Energiedichte

_ 20,

P=3v-

Das selbe Resultat hatten wir fiir das klassische ideale Gas gefunden, s. Glg. (4.3)).
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e Das Fermigas hat selbst bei 7' = 0 einen endlichen DrucK| py, der positiv ist, also Repul-

sion der Teilchen zur Folge hat. Daraus resuliert auch eine signifikante Geschwindigkeit
der Teilchen (die Fermigeschwindigkeit vp, mit Ep = mov%/2), selbst bei T = 0 (s. Auf-

gaben, Abschn. [6.5]).

Stabilitit der Materie gegen Gravitations-Kollaps: wir betrachten die Anderung
der Energie des Fermigases (die Elektronen haben hier den dominanten Beitrag) bei
Beriicksichtigung der Gravitationsenergie, W§& = —GT—EL, wobei “a” die Teilchensorte
(z.B. Elektronen und Protonen) bezeichnet, und r, ist der mittlere Teilchenabstand bei
einer gegebenen Dichte n, = N,/V. Durch Ubergang zum Quanten-Kopplungsparameter
(Brueckner-Parameter),

Ta —
4 ng 1/3
ap

3 \1/3
fa = (47ma> ’

wobei 7, der mittlere Teilchenabstand ist und ap den Bohr-Radius bezeichnet, ergibt sich
fiir die Energie pro Elektron

, (6.24)

Ty =

U+ Ui Apemi Bl C4

Fermi Coul
. 6.25
N r2 T T + ’ ( )

wobei wir weitere Beitréige, wie die repulsive Coulombwechselwirkung von Elektronen bzw.
Ionen, die kinetische Energie der Tonen, sowie die Gravitation der Elektronen weggelassen
haben. Dabei ist der Koeffizient der inneren Energie des Fermigases, A, positiv. Sowohl
Gravitation als auch Coulomb-Anziehung zwischen Elektronen und Ionen sind attraktiv,
daher sind auch die Koeffizienten B und C' positiv.

Beide attraktiven Terme fithren zu einer Erniedrigung der Energie bei Verringerung von
rs, also Erhohung der Dichte (Kompression) und begiinstigen somit einen Kollaps des
Systems. Wéren die Elektronen klassische Teilchen, hétten sie eine kinetische Energie von
3kpT' /2, die sich mit zunehmender Dichte nicht &ndert und den Kollaps nicht verhindern
kann.

Tatséchlich sind die Elektronen aber Fermionen, und ihre kinetische Energie ist durch
den ersten Term in Glg. gegeben. Dieser wirkt dem Kollaps entgegen: die kinetische
Energie des Fermigases nimmt bei Kompression zu, und zwar schneller (~ n??) als die
anderen Beitrige (~ n!/ 3). Das fiihrt dazu, dass eine kritische Dichte nicht iiberschritten
wird. Damit sorgt die kinetische Energie des Fermigases (das Pauliprinzip) fiir die Stabi-
litdt der Materie. Die Zahlenwerte lassen sich leicht abschétzen, s. Aufgaben.

Relativistische Effekte. Chandrasekhar-Grenze. Da mit wachsender Dichte die
Fermi-Energie immer weiter anwéchst, erreicht sie schlieflich Werte die vergleichbar mit
der Ruhe-Energie der Elektronen, m.c? ist. Tatséchlich werden solche Dichten in kompak-
ten Sternen erreicht. Das bedeutet, dass die Energiedispersion, E(p) nicht mehr p?/2m
ist, sondern durch den relativistischen Ausdruck ersetzt werden muss (s. Aufgaben). Im
ultrarelativistischen Grenzfall ergibt sich E(p) ~ cp, und die Rechnung fiir die Fermi-
energie muss modifziert werden, [ dpp® — [ de€e?. Man iiberzeugt sich leicht, dass dann
Ep ~ n'/? an die Stelle der nichtrelativistischen Skalierung tritt, s. dazu Abschn. [6.2.6]

1im Gegensatz zum klassischen idealen Gas, wo pg = nkpgT, und der Druck bei T — 0 verschwindet
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Dies ist aber dieselbe Dichteabhéngigkeit wie die der attraktiven Gravitation, so dass
die Stabilisierung gegen den Kollaps nur noch begrenzt moéglich ist. Tatséichlich konnte
S. Chandrasekhaﬂ bereits 1929 berechnen, dass es eine kritische Masse gibt, oberhalb
derer die Gravitation iiberwiegt und ein Stern nach Erloschen der Fusionsprozesse (Weifler
Zwerg) kollabiert — zu einem Neutronenstern oder Schwarzen Loch:

27"
M., = 1.45727 (7) MsonnE

wobei Z die Zahl der Protonen und A die Zahl der Nukleonen pro Elektron ist. Das
Verhéltnis Z/A variiert stark, in Abhéngigkeit vom Charakter der Materie im Sterninne-
ren und somit auch der Zahlenwert fiir M.,.

¢ Quantenkopplungs-Parameter im Elektronengas. Der oben eingefiihrte dimensi-
onslose Parameter (/6.24)) ist ein Maf§ dafiir, wie nah die Eigenschaften eines Fermigases
mit denen des idealen Fermigases iibereinstimmen. Der Parameter r, iibernimmt somit
die Rolle des Quanten-Kopplungsparameters I'; in einem Fermigas bei 7" = 0, anstelle
des klassischen Nichtidealititsparameters I'. Man zeigt leicht, dass tatséchlich™|

Uin
S [

<Ekin>

wobei fiir die kinetische Energie die innere Energie und fiir die Wechselwirkungs-
energie die mittlere Coulombenergie, zweier Elektronen, U, ~ ®_ mit dem mittleren
Teilchenabstand 7. einzusetzen ist.

Im Limes r; — 0 ergibt sich das ideale Fermigas. Fiir die Leitungselektronen der meisten
Metalle ist dagegen r, ~ 2...5, d.h. diese Elektronen sind nichtideal und signifikant durch
ihre Coulomb-Wechselwirkung beeinflusst. Diese Effekte untersuchen wir etwas genauer
im Abschnitt [6.2.7]

&
Amegre

6.2.4 Das Fermigas bei endlichen Temperaturen.
Sommerfeld-Entwicklung

Wir wollen jetzt die Resultate fiir das ideale Fermigas auf den Fall endlicher Temperaturen
ausdehnen. Dafiir messen wir die Temperatur durch den dimensionslosen Entartungsparameter

Fiir © < 0.1 sind analytische Resultate moglich, die zuerst von Arnold Sommerfeld gefunden
wurden, wihrend fiir hohere Temperaturen i.d.R. Computersimulationen Verwendung finden.
Wir kehren zuriick zum Resultat fiir Erwartungswerte bei endlichen Temperaturen, Glg. ,
in das Integrale iiber die Fermiverteilung multipliziert mit der Potenz €* eingehen, was auf die
Fermi-Integrale fiihr"]

oo

F, 1(B,p) = /de & onlep, B). (6.26)

0

2Dafiir und fiir weitere Arbeiten erhielt er 1983 den Physik-Nobelpreis.

13 Aufgabe: Man finde den Proportionalititsfaktor.

14Wir verwenden einen verschobenen Index, da dies die Ableitung der Sommerfeld-Entwicklung erleichtert.
Man beachte, dass unterschiedliche Definitionen der Intergrale im Umlauf sind. Eine alternative Definition
enthiilt noch eine Gamma-Funktion im Nenner: F, = F,/T'(v + 1).
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In der Regel tauchen halbzahlige Potenzen auf (in 3D), insbesondere fiir die Teilchenzahl (f =

" v —1=1), sowie fiir die Energie (f =€': v —1=32).
Wir integrieren (6.26)) partiell und finden (der Term ohne Integral verschwindet)

Frr(B) = - 7 de e (—g—”) . (6.27)

€

Mit der Substitution x = (e — p) folgt

—(Z—Zde = —g—de = g(z)dz,
el‘

folgt fiir das Integral (/6.27)

17 ,
Fyl—;/d:cg(a:) n+ kpTx]” =
—Bu
v kT ) (kpT\’ kpT1?
:'u—/dxg(x) DL G )( b ) x2+0[i} . (6.28)
v I 2 I It
—Pu

wobei wir in der zweiten Zeile die binomische Formel verwendet haben.
Wir werten dieses Integral jetzt im Grenzfall niedriger Temperaturen — die Referenz-Energie ist
die Fermienergie — aus, also fiir © < 0.1. Dann kénnen wir folgende Vereinfachungen vornehmen:

1. kBTT ~ ’f—OT = 0, damit konnen wir den Ausdruck in den eckigen Klammern in ((6.28)
vereinfachen.

2. —Bu — —é — —o00. Das verwenden wir fiir die untere Integrationsgrenze in Glg. (6.28)).

3. Bei der Auswertung der Integralbeitrage in Glg. (6.28)) fallt der Term ~ xg(x) weg, da
der Integrand ungerade ist, und es verbleiben die Integrale mit geraden Potenzen,

| drg =1,
o) 2
dra’g(z) = = .

/ zz” g(x) 3

—00

Mit diesen Ergebnissen finden wir die Sommerfeld- Entwicklung fiir die Fermi-Integrale und fiir
Erwartungswerte

6

ot v(iv+1) 5. 4
R = 0 {10 2 e 1 oger,

() a(B, 1) = DOFVJF%(B,/L) )

Fy1(B,p) = “7 {1 + M#@?} +0(eY,
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Fiir die wichtigen Fille der mittleren Teilchenzahl und der inneren Energie folgt daraus (mit
Termen bis zur 2. Ordnung)

2 2
N(B.1) = ()6 = DyFy = Dy {1 ¥ gcﬂ | (6.20)
1 2 5/2 51

wobei allerdings der Vorfaktor g noch eine Funktion der Temperatur ist. Diesen miissen wir
noch durch pg = Er und eine Korrektur der Ordnung ©? ausdriicken:

e Aus Gleichung (6.29) finden wir das chemische Potential bei endlichen Temperaturen.
Dazu eliminieren wir zunéchst in (6.29)) die Teilchenzahl unter der Annahme, dass N(7) ~
N(0) = %DOE;/z und lésen nach pu(7T") auf:

w(n,©) = Ep(n) [1 + %2@21 o ~ Er(n) [1 — 7;—;@2} : (6.31)

e Analog finden wir aus Glg. (6.30) die innere Energie, wobei wir im zweiten Schritt das
chemische Potential durch ((6.31]) ausdriicken:

U(T,Er) 3 (T)1+%@2N
N M e T

3 2 Sy 2
~3E (n) |1+ D g (6.32)
5T 2" o] ‘

Damit haben wir die innere Energie des idealen Fermigases pro Teilchen bei endlichen
Temperaturen (O < 0.1) gefunden. Sie wichst mit der Dichte, ~ n??, wie im Grund-
zustand, und dariiber hinaus ~ 72, mit der Temperatur. Diese Dichte-Abhiingigkeit ist
ein wesentlicher Unterschied zum klassischen Gas, wo die Energie pro Teilchen nicht von
der Dichte abhéngt. Beim Fermigas ist dies eine Konsequenz des Pauliprinzips, da jedes
zusétzlich hinzugefiigte Teilchen einen energetisch hoheren Zustand einnehmen muss als
die bereits vorhandenen.

e Aus Glg. (6.32)) finden wir die spezifische Wirme bei konstantem Volumen:

1 10U 35 , 2

NN = NoT ey 512" 19 = hEO:
die bei niedrigen Temperaturen sehr klein ist. Im Festkorper ist ihr Beitrag damit i.d.R.
viel kleiner als der des Kristallgitterﬂ. Im Limes T" — 0 verschwindet die Warmekapazitét,

in Ubereinstimmung mit dem 3. Hauptsatz.

Der kleine Werte der elektronischen Warmekapazitét ist leicht zu verstehen. C' ist ja ver-
kniipft mit Fluktuationen der Energieﬂ. Diese treten nur auf, wenn Elektronen zwischen
verschiedenen Energien der Fermiverteilung Ubergénge ausfithren. Zusténde, die voll be-
setzt sind (n, = 1), kénnen nicht zu den Fluktuationen beitragenﬂ Fluktuationen sind
daher auf ein Energieintervall der Breite k57T um die Fermienergie herum beschriankt.

15 Allerdings miissen fiir Anwendungen auf reale Festkérper Wechselwirkungs-Beitréige bei der Beschreibung
der Elektronen beriicksichtigt werden, s. Abschnitt

16 Aufgabe: man berechne diese.

1"Diese Zustinde sind als Endzustand fiir Ubergéinge blockiert, man spricht daher auch von “Pauli blocking?”.
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Abbildung 6.2: Mittlere Besetzungszahlen (links) und quadratische Fluktuationen der Beset-
zungszahlen (rechts) fiir vier Temperaturen. Die Linien sind analytische Ergebnisse, die Symbole
Monte Carlo-Simulationen in der Besetzungszahl-Darstellung. Nichtwechselwirkende Fermionen
in einem Oszillatorpotential. Temperatur und Energie in Einheiten von hw. Graphik: F. Froh-
nert.

e Fluktuationen der Besetzungszahl lassen sich analog zu (n,) berechnen (Aufgabe). Das
Resultat ist im rechten Teil von Abb. [6.2] fiir vier Temperaturen geplottet. Im linken Teil
sind die zugehorigen Besetzungszahlen gezeigt.

6.2.5 Naherungen fiir die Fermi-Integrale

Fiir die Berechnung thermodynamischer Grofilen sind die Fermi-Integrale von zentraler Be-
deutung. Auch wenn sie numerisch sehr einfach berechenbar sind, erweisen sich analytische
Néherungen mitunter als niitzlich. Davon gibt es eine Vielzahl. Hier geben wir eine Variante
an, die auf R. Zimmermann zuriick geht und in Ref. [Kremp et al., 2005] reproduziert wurde.
Mit dem modifizierten Entartungsparameter Y = x/(2s + 1) findet man fiir das chemische
Potential folgende Néherung

In ¥ + 0.3536% — 0.00495%2 + 0.000125%%, ¥ < 5.5
Bu(n,T) = -

<
1.209%%/% — 0.68035 /% — 0.85y 2, X >

6.2.6 Relativistische Fermionen. Fermienergie

Hier wollen wir die wichtigsten Trends kennenlernen, die sich aus relativistischen Geschwin-
digkeiten ergeben. Dabei werden wir annehmen, dass die Fermionen stark entartet sind, also
O < 1, so dass eine Grundzustandsberschreibung ausreicht. Mit der relativistischen Energie-
Dispersion

€2 = p*c® + mict, (6.33)
folgt fiir die Gesamtteilchenzahl im System, analog zum Vorgehen in Abschn. [6.2.3],

PFr
3

\%4 V P
N = (28 + 1)(27[_—}1)3471'/dpp2 = QSWZLW?F’
0
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und damit

2 _ .2 2 2.4 __
Ef = ppc”+mge =

3p3c3 Y3
= An?® + mlc*, A= [ Tna. } : (6.34)
Wir betrachten noch zwei Grenzfille, die sich durch den Werte des Parameters
A 2/3
0= —T; .
m§e

unterscheiden.

I. Schwach relativistischer Fall, § < 1. Es folgt aus Glg. (6.34)
1 1
Er = moc? [1 + 0]"% & myc? 1+§5—§52+... =

A 1 A?
n?3 — - p3 4

2
= EF — mMogC = ——= —
2myc? 8 mict

]

wobei der erste Term auf der rechten Seite genau der nichtrelativistische Grenzfall ist und
der zweite die erste relativistische Korrektur.

I1. stark-relativistischer Fall, 6 > 1. Hier folgt analog

1/2
Ep = A1/2n1/3{1+%z} AY2pl/3 {1—1—2—15 —1—} =

672\ /3 micd /g, \1/3
s /3 L(_> L
c ( 0 ) n’v 4+ on \6m2 n +

Der erste Term ist der ultrarelativistische Grenzfall und der zweite die erste Korektur.

Relativstische Zustandsdichte. Neben der Fermi-Energie ist auch die Zustandsdichte eine
wichtige Grofle, da sie direkt experimentell zugénglich ist@. Das ist insbesondere bei wechsel-
wirkenden Systemen wichtig, wo die Dispersion von der idealen abweicht und kein einfacher
Zusammenhang zwischen Energie und Impuls existiert. Als Referenz ist dennoch die Zustands-
dichte auch fiir das ideale relativische Fermigas von Interesse. Aus der Dispersion folgt

ede = Ppdp,
1 1/2
p = E |:€2 — mgc4] 5

und damit lédsst sich die Impulsintegration in eine Energie-Integration iiberfiihren

Er
o _ drgV
N = DFf / dee [@—mic] D =TT
moc2
Er
_ / deD"(e), DP=Dle [ —mi]"?. (6.35)
moc?

Dies ist die relativistische Zustandsdichte. Die Zahl der fiir die Fermionen verfiigharen Zusténde
wéchst also im Interval [e, € + de] mit der dritten Potenz der Energie an — ein drastischer
Unterschied zum nichtrelativistischen Fall, wo wir (in 3D) eine Skalierung mit /e gefunden

hatten, vgl. Glg. (6.19)).

18, B. in Photoemissions-Messungen
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6.2.7 Wechselwirkende Fermionen*

Wir betrachten jetzt den Einfluss der Wechselwirkung zwischen den Teilchen auf die Thermody-
namischen Eigenschaften von Fermionen™] Als Beispiel betrachten wir das Elektronengas, wo
die Wechselwirkung ihren Ursprung in der Ladung der Teilchen hat (Coulomb-Wechselwirkung).
Die Beitriage der Coulolmb-Wechselwirkung zur inneren Energie hatten wir bereits in Glg. ((6.25))
diskutiert: sie skalieren bei 7" = 0 mit der Dichte wie 1/r,. Fiir kleine ry ist eine Storungsentwick-
lung beziiglich r¢ moglich. Das Resultat fiir die Innere Energie pro Teilchen, in Einheiten von
Ryd (13.6eV) lautet [Mahan, 2008]

Uy _ U, Foxc
NRyd ~ NRyd | NRyd’

Upin  2.21 Foxe 0916

Okdn 2.2 - 0.0622In 7, — 0.096 + O(r,) . 6.36
NRyd 2 ' NRyd o nr +0(r) (6.36)

Der erste Term entspricht der kinetischen EnergieFE], wéahrend der zweite der fithrende Beitrag
der Wechselwirkung ist — die Hartree-Fock-Energie. Die néchsten Terme werden bei grofleren
rs relevant. Eine vollstdndige Parametrisierung der inneren Energie, die auch fiir r, > 1 giiltig
ist (Bereich der Elektronenfliissigkeit) gelang 1980 durch Quanten-Monte-Carlo-Simulation, die
von D.M. Ceperley et al. entwickelt wurden [Ceperley and Alder, 1980

Die Ausdehnung dieser Resultate auf endliche Temperaturen gelang mit Pfadintegral-Monte-
Carlo (PIMC)-Simulationen in unserer Gruppe [Schoof et al., 2015, |Groth et al., 2017], ein
Uberblick ist in Ref. [Dornheim et al., 2018] zu finden. Einige ausgewihlte Resultate sind in
Abb. dargestellt. Das linke Bild zeigt die Austausch-Korrelationsenergie Exc fiir zwei Tem-
peraturen, © = 0.5 und © = 2. Genau wie im Grundzustand, s. Glg. ist sie negativ, und
ihr Betrag wéchst mit r,, da die quantenmechanische Ausdehnung der Elektronen abnimmt. Der
Betrag von Fxc nimmt mit steigender Temperatur ab, wegen der thermischen Vergroflerung der
Wellenfunktionen, und ist damit deutlich geringer als im Grundzustand. Die Simulationsdaten
wurden durch Kombination von zwei unabhéngigen PIMC-Methoden erzielt: CPIMC (PIMC
im Besetzungszahlbild) [Schoof et al., 2011] ist akurat fiir kleine rg, wihrend PB-PIMC (per-
mutation blocking PIMC) fiir grofle r¢ funktioniert. Die blauen Symbole in Fig. stammen
von RPIMC (restricted PIMC)-Simulationen [Schoof et al., 2015] und sind deutlich ungenauer.

Das rechte Bild zeigt CPIMC-Simulationen fiir die Impulsverteilung, n(k; ©,r,), wechselwir-
kender Elektronen, verglichen mit dem Grundzustand (gestrichelte Linien). Im Gegensatz zum
klassischen Gas mit Wechselwirkung, vgl. Abschnitt [5.2] wo die Impulsverteilung unabhéngig
von der Wechselwirkung ist (die ortsabhingigen Beitrage des Hamiltonians konnten einfach aus-
integriert werden), liegt hier eine klare Abhéngigkeit von der Coulomb-Wechselwirkung VOI@:
Bereits bei T' = 0 fithrt die Wechselwirkung zu einer deutlichen Abweichung vom idealen Gas
(Stufenfunktion): die Besetzungen unter der Fermikante, k < kp sind reduziert und dariiber
deutlich erhoht, und dieser Trend verstérkt sich mit der Kopplungsstéarke r,. Fiir endliche Tem-
peraturen ist das Verhalten dhnlich, wie an den verrauschten Simulationskurven zu erkennen
ist. Wahrend die ideale Fermiverteilung fiir © = 2 rapide exponentiell abféllt (schwarze Linie),
erstrecken sich die Kurven mit Wechselwirkung bis zu grofien Impulsen. Hier ist der Abfall nicht

zusitzliches Kapitel

20 Aufgabe: berechnen Sie den Koeffizienten durch Vergleich mit der Grundzustandsenergie des idealen Fer-
migases.

21Diese Ergebnisse waren u.a. die Grundlage fiir den Erfolg der Dichtefunktionaltheorie, da sie zuverlissige
Niherungen fiir die Austausch-Korrelationsenergie in lokaler Dichteniherung (LDA) erméglichten. Die Idee der
LDA hatten wir bereits in Abschnitt kennengelernt.

22Das liegt daran, dass orts- und impulsbhingige Beitrige zum Hamiltonian nicht kommutieren.
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Abbildung 6.3: Homogenes Elektronengas bei endlichen Temperaturen. Links: Austausch-
Korrelationsenergie pro Teilchen, multipliziert mit r,, in Einheiten von Ryd fiir zwei Tem-
peraturen. Im Limes r; — 0 geht der Ausdruck gegen eine Konstante, wie im Grundzustand, s.
Glg. . Aus Ref. [Groth et al., 2016]. Rechts: Impulsverteilung mit Wechselwirkung, fiir
kgT = 2Er und zwei Dichten, bestimmt mit exakten CPIMC-Simulationen und verglichen mit
dem idealen Fermigas bei 7" = 0 (schwarz gestrichelt) und bei © = 2 (volle Line). Die Simula-
tionen zeigen einen algebraischen Abfall bei groen Impulsen k: n(k) ~ k78, im Gegensatz zum
exponentiellen Abfall der Fermifunktion. Aus Ref. [Hunger et al., 2021]. Weitere Details sind
im Text erklart.

exponentiell sondern gemiB n(k) ~ k78, in Ubereinstimmung mit analytischen Vorhersage.
Die Existenz hochenergetischer Elektronen im wechselwirkenden Fermigas ist von grofler prak-
tischer Bedeutung, da diese durch Stéfle zu Anregungsprozessen in Materie (Anregung oder
Tonisation von Atomen und Molekiilen) beitragen kénnen.

Abb. gibt einen Uberblick iiber die verschiedenen Phasen, die geladene Teilchen einnehmen

koénnen.
e Die Linie y = 1 trennt klassisches (oberhalb) von quantenmechanischem Verhalten.

Aufgabe: Man zeichne die Werte fiir Dichte (bei 7' = 0) sowie Temperatur ein, bei denen a)
Elektronen und b) Protonen relativistische Effekte zeigen.

6.3 Bosestatistik. Bose-Einstein-Kondensation.
Suprafluiditit

Wir kehren jetzt zuriick zu den allgemeinen Formeln fiir Quantengase in Besetzungszahl-
Darstellung, s. Abschnitt [6.1.3] Im Folgenden betrachten wir den Fall symmetrischer Wellen-
funktionen und deren Konsequenzen fiir die moglichen Werte der Besetzungszahlen und fiir die
daraus resultierenden thermodynamischen Eigenschaften.

6.3.1 Groflkanonisches Potential fiir Bosonen. Boseverteilung

Wir betrachten in diesem Kapitel den Fall symmetrischer Zustédnde. Wenn wir — so wie vorher
bei Fermionen in Abschnitt — in Gleichung (/6.4)) wieder den Spezialfall j; = j; betrachten, ist

235. Referenzen in [Hunger et al., 2021]. Die Potenz ist abhiingig von der Paarwechselwirkung. So ergibt sich
z.B. fiir fermionische Atome mit Kontakt-Wechselwirkung, W (r) oc 6(r), ein Abfall mit k=4.
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Abbildung 6.4: Phasendiagramm von Fermionen in der Dichte-Temperatur-Ebene mit Linien
konstanter Werte der charakteristischen dimensionslosen Parameter. Oben: ausgedehnte Para-
meterbereich. Der griine Bereich beschreibt starke Kopplung. Das pinke Band ist der Bereich
des Quark-Gluon-Plasmas. Mehr Details, s. Text. Aus Ref. [Bonitz et al., 2010a)

der Zustand |W’) nicht nur physikalisch identisch zu |¥;), sondern auch mathematisch - es tritt
kein Vorzeichenwechsel auf. Das bedeutet, dass fiir Bosonen jedes Orbital mehrfach besetzt
sein kann. Die bosonischen Besetzungszahlen unterliegen also keinerlei Einschrankungen (es
gibt kein Pauliprinzip):

n,={0,1,...N}, Vp,

System aus N Bosonen
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Daraus ergibt sich sofort fiir die grolkanonische Zustandssumme

29T, V,p) = [ G(T. Vo),
P

> —— > p
Cp(Ta ‘/7 ,U/) = Z 65(‘“761’)”? — 1—eB(n—ep) 0 ’ (637)
np=0 o0, €0 S M,
wobei fiir die Energie-Eigenwerte angenommen wurde 0 < ¢y < ¢; < €5 < ... Mit dem Ergebnis

(6.37)) folgt fiir das GroBSkanonische Potential, aus Glg. (6.10))

AT, V,p) = kpT Y In[1—elma)]. (6.38)

p

Mit dem allgemeinen Ausdruck (6.12)), sowie Formeln (6.37) und (6.38) finden wir sofort die
mittleren Besetzungszahlen fiir ein Bosesystem:

Oln eBu—ep)
1 . . .
= e 1’ Bose-Einstein-Verteilung .

Das ist die Bose-Einstein-Verteilung, die beide bereits 1924 gefunden hatten?] Sie beschreibt die
mittlere Besetzung des Orbitals |¢,) und unterscheidet sich vom Resultat fiir Fermionen ledig-
lich durch das Vorzeichen im Nennex{gﬂ Beide Verteilungen sind in Abb. gegeniibergestellt.

6.3.2 Vergleich von Fermi-, Bose- und Boltzmannstatistik (klassi-
scher Limes). Entropie und Teilchenzahl-Fluktuationen

Klassische Grenze und Quantenkorrekturen. Wir stellen nun die Frage, wie sich der
bekannte Grenzfall des klassischen Gases (die Maxwell-Boltzmann-Statistik),

(T, p) = =) |

aus der Bose- oder Fermiverteilung gewinnen lasst und was die Bedingungen dafiir sind. Dazu
ziehen wir den klassischen Faktor aus der Bose- bzw. Fermiverteilung heraus [das obere (untere)
Vorzeichen entspricht Bosonen (Fermionen)| und entwickeln anschlieend den Nenner fiir den
Fall |i—€|8 > 1 und ¢ > p,

1 J—
1 F eB(n—ep) o

— Plu—e) {1 + ePlu—ep) 4 %ew(“_ep) + ... } ;

np(T, ) = 70 =er)

wobei der erste Term in der Klammer den klassischen Grenzfall darstellt und die anderen die
Quantenkorrekturen.

24Das erste Mal tauchte diese Verteilung bereits 1900 in Plancks Formel fiir die spektrale Energieverteilung
des schwarzen Korpers auf, s. Abschn.

25 Allerdings unterscheiden sich die grofkanonischen Potentiale und chemischen Potentiale beider Systeme
gravierend.
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2(1(1)(E))
' 1/(exp(x)-1)
Bosons
1.5
1/(exp(x)+1)
Fermions
E-
4 H

Abbildung 6.5: Mittlere Besetzungszahlen (n(e)) als Funktion der Energie ¢ — p fiir ideale
Bosonen (Bose-Einstein-Statistik, obere Kurve) bzw. ideale Fermionen (Fermi-Dirac-Statistik,
untere Kurve), bei konstanter Temperatur 7" > 0. Das chemische Potential p héngt von Tempe-
ratur und Dichte ab; im Bose-Fall ist es immer kleiner als die Energie und wiirde im Grenzfall
der Bose-Einstein-Kondensation verschwinden; im Fermi-Fall dagegen ist es positiv (bei "= 0
K entspricht es der Fermi-Energie). Die Maxwell-Boltzmann-Verteilung, e, liegt zwischen
beiden und geht bei € = p durch 1. (Quelle: Wikipedia)

Allgemeine Formel fiir die Besetzungszahlen. Die Fille Boltzmann-, Fermi- und Bose-
statistik lassen sich in einer Formel zusammenfassen:

] 1, Fermi-Dirac,

ny (T, 1) = e mra T 0, Maxwell-Boltzmann, (6.39)
—1, Bose-Einstein,

was fiir eine Reihe von analytischen Rechnungen vorteilhaft ist. Das zeigen wir im Folgenden
fiir die Teilchenzahl-Fluktuationen und fiir die Entropie.

Teilchenzahl-Fluktuationen. Die Fluktuation der Besetzungszahlen berechnet sich wie
iiblich aus

(Any)?) ;= () — () ) - (6.40)

Fiir die mittlere Besetzungszahl kennen wir das Ergebnis bereits; analog finden wir ein Resultat
fiir das mittlere Quadrat

0
n, = k:BT@ Ing,,
(kgT)* &°
<(np)2>c = G a_,uQCp'

Daraus ergibt sich fiir die Differenz, Glg. (6.40)),

9?2 ) ePlep—n)
((Ang)?) = (kpT)*>— ¢, = kT —ng =

41

(efler=1) + a)®
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Schliefflich finden wir die relativen Fluktuationen der Besetzungszahlen:

A a\2
. _ ((Ang) >a _ Bleo—n) — 1 a. (6.42)

a?2 a
Tlp Tlp

np —
Daraus folgt, dass die relativen Fluktuationen dort am grofiten sind, wo die Besetzungszahl
niedrig ist. Dariiber hinaus verdeutlicht der a-Term den Einfluss der Spin-Statistik: Die relativen
Fluktuationen sind am geringsten fiir Fermionen und am gréfiten fiir Bosonen:

<U <U

Offensichtlich reduziert das Paulipr1nz1p die Fluktuatlonen, da es Anregungen aus Zustinden
oberhalb der Fermikante nach unterhalb unterdriickt. Dagegen begiinstigt die Bosestatistik
Fluktuationen. Im Fall der Bosekondensation, vgl. Abschnitt [6.3.3] sind die relativen Fluk-
tuationen allerdings vernachléssighbar im Kondensat (da n,—o > 1), hingegen signifikant in
angeregten Zustanden, auflerhalb des Kondensates, s. dazu auch die Aufgaben, Abschn.

Entropie von Quantengasen. Wir berechnen jetzt die Entropie des idealen Bose- und Fer-
migases unter Verwendung des allgemeinen Ausdruckes . Im Groflkanonischen Ensemble
folgt die Entropie durch Differentation des Groflkanonischen Potentials 2. Interessanterweise
stimmen die Ausdriicke fiir €2 fiir Fermionen, Glg. und Bosonen, Glg. bis auf zwei

Vorzeichen iiberein, so dass wir sie in einer Formel zusammenfassen konnen (dabei gilt a # 0)
QT V,p) = —akpT» In[l+ac’v=)] . (6.43)
p

Die Exponente konnen wir mit Hilfe von Glg. (6.42)) durch die Bose- bzw. Fermiverteilung
ausdriicken und erhalten

Q"(T,V,,u):—akBTZhl {1—# il a] :ak:BTZIH(l—an;).
P

p

Damit haben wir das Grolkanonische Potential umgeschrieben und durch die Bose- bzw. Fer-
miverteilung ausgedriickt. Dies ist vorteilhaft fiir die Berechnung der Entropie, geméf der all-
gemeinen Formel

SUT,V,p) 990

kg OkgTlv
0
:—agln(l—ang) —akBT;akBTln(l—ang) . (6.44)
Wir formen nun die Summe im zweiten Term um, wobei wir ausnutzen 9,7 = — (%93, sowie

0
%np = —n;2(ep — e

1—an§1 .1—ang

Blep—p) —

a
np

= —le2 kBThl |:

so dass wir schreiben konnen

6285n

0
zp:akBTln(l—an :—az 1—an“ =
u 1—ang
_—aﬁzp:npln{ o ]

p
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Dies setzen wir nun in Glg. (6.44) ein und erhalten

1
S(TVM ——aZlnl—an —l—ann{ an}:

P

= Z{ ng —a)In(l —anl) —nilnnt} .
p

Nach Einsetzen von a erhalten wir das Endergebnis fiir die Entropie eines idealen Bose- bzw.
Fermigases (oberes bzw. unteres Vorzeichen):

SBIE(T, V, )

o => {=(1£n,)n(l£n,) —n,lnn,} . (6.45)

p

Im Fall der Maxwell-Boltzmann-Statistik (a — 0) bleibt nur der zweite Term ﬂbrigjﬂ

Aufgabe: Man untersuche dieses Ergebnis genauer, s. Aufgaben, Abschn.

6.3.3 Das ideale Bosegas. Bose-Einstein-Kondensation

Wir kehren jetzt zu Bose-Partikeln zuriick. Wir erwarten zwei Fille: fiir y < 1 ist der Teil-
chentiberlapp vernachléssigbar, und das System verhélt sich wie ein klassisches Gas mit Maxwell-
Boltzmann-Statistik. Wir betrachten im Folgenden den umgekehrten Fall: y = 1. Hier erwar-
ten wir einen wichtigen Einfluss der Bosestatistik auf die Vielteilcheneigenschaften. Gleichzeitig
spielen i.a. Wechselwirkungseffekte ein Rolle. Diese vernachléssigen wir in diesem Abschnitt. Zur
weiteren Vereinfachung nehmen wir spinlose Teilchen an, d.h. s = s, = 0. Die Quantenzahlen
der Teilchen im homogenen Fall sind dann nur die Impulse, 7 — p, mit den Einteilchen-Energie-
Eigenwerten, €, = % mi 0<¢, <o0.

Grundzustand des idealen homogenen Bosegases. Bei 1" — 0 ist die energetisch niedrig-
ste Konfiguration der Teilchen gegeben durch die Besetzungszahlen

_ N, p=0,
np:np: O p%o

das heifit, alle Teilchen bevolkern den Grundzustand, |¢p—o), der also makroskopisch besetzt ist.
Dieser Zustand heifit Bose-Einstein-Kondensat®} Entsprechend finden wir die Innere Energie
des Bosekondensats:

Zepnp ZO N—i—Zep 0=0.

p#0

Kohirenz-Eigenschaften. Da im BEC (fast) alle Teilchen dasselbe Orbital ¢y besetzen, sind
alle durch eine gemeinsame Wellefunktion beschrieben und zeigen Kohérenzeigenschaften. Ein
experimenteller Nachweis besteht daher darin, das Kondensat in zwei Teile zu trennen und
diese anschlieflend zu iiberlagern. Im BEC sollte das zu einem periodischen Interferenzmuster
fithren. Tatséchlich sind diese direkten Nachweise erbracht worden. Dafiir wurde ein Kondensat
z.B. in ein Fallenpotential mit zwei nahe beieinander liegenden Minima eingesperrt. Nachdem

26Man priife diese Aussage, da wir in Glg. a # 0 angenommen hatten.

2"Die Grundzustandsenergie ey = 0 tritt nur fiir ein infinites System auf.

28Der Terminus suggeriert Analogien mit der Kondensation von Gasen in die fliissige Phase, was allerdings
nicht zutrifft.
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das Potential ausgeschaltet wurde, expandieren die beiden Kondensate und iiberlagern sich, s.
z.B. Abb.[6.8

Besetzungszahlen bei tiefen (endlichen) Temperaturen. Bei Ubergang aus dem Grund-
zustand zu niedrigen Temperaturen konnen sich die Eigenschaften des Systems nur stetig
dndern. Die meisten Teilchen werden im Grundzustand verbleiben, und die Grundzustands-
energie ist nach wie vor gleich 0. Das bedeutet fiir die Besetzung

1 1

ng~N=——n~ ——,
’ e~Pr —1 Bu

(6.46)

Eine makroskopische Besetzung in Glg. (6.46]) kann nur auftreten, wenn das chemische Potential
folgende Bedingungen erfiillt:

L [Bul <1,
2. n<0.

Unter diesen Bedingungen kann die Exponente in Glg. (6.46|) entwickelt werden, was auf die
letzte Gleichung fiihrt. Im thermodynamischen Limes und 7" — 0 geht das chemische Potential
gegen [y — —% — —0.

Der Kondensatanteil (Condensate fraction). Bei endlichen Temperaturen sind nur Ny <
N Teilchen im Kondensat, wahrend der Rest,

N, = an,

p#0
angeregte Zustinde besetzt. Dies fiihrt auf die Definition des Kondensatanteils,

No(T,v) N.(T,v)
a(Tyv)=——7—-=1— ——7—-, 6.47
von dem wir erwarten, dass er mit steigender Temperatur monoton abnimmt. Wir berechnen
jetzt, wie diese Temperaturabhéngigkeit genau aussiecht und wie das Kondensat verschwindet.
Dazu berechnen wir die Zahl der angeregten Teilchen, wobei wir von einem isotropen System

ausgehen,

1
No(Tov) =3 Blep—m) —1°

p#0

Wir gehen jetzt zum Impulsintegral {iber, wobei wir annehmen, dass wir den Minimalimpuls

auf 0 setzen kénnen, ohne einen groen Fehler zu machen?] AuBerdem setzen wir p =~ 0 und
. . . .. — B2 o927 3/2 1 _1/2

wechseln zu einer dimensionslosen Energievariable, © = 5-p*, mit p°dp = pj}," 55z7/“dx,

Vg, 00 1
N,(T,v) = —2 47r/ dpp?———— =
0

(27Th)3 eﬁ% —1
Vo2 [* /2 Vo2

— dp— = — = 6.48
A3 71/ /0 mez —1 A3 7l 93/2 ( )

29Dje Zahl der Teilchen in der Nihe des Impulsursprunges ist proportional zu p?dp und damit vernachlissigbar.
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mit der thermischen DeBroglie-Wellenlénge Ay, = h/py, und dem Spin-Entartungsfaktor g; =
2s + 1 = 1. AuBlerdem haben wir eine Abkiirzung eingefiihrt, die verschiedene Typen von
Bose—Integralenm bezeichnet:

00 v—1
0 =0(0)= [ o =T)w), (6.49)
0 xyfl [e'e} o
g,,(ﬁ,u)z/o dxm:/o drz” " ny(T, ), (6.50)

wobei ( die Riemannsche Zeta-Funktion ist, die fiir » > 1 konvergiert.

Bose-Integrale, (-Funktion und Polylogarithmus. Im Folgenden geben wir einige Rela-
tionen und wichtige Fille fiir diese Groflen an, die z.B. bei der Berechnung der Teilchenzahl N,
bzw. der Energie relevant sind, s. z.B. |[Greiner et al., 1993],

=1
2I(z)=T(2+4+1), V)= —,
@=TE+D, =3
v=1 ra =i, ¢(1) = 0,
3 3 ml/? 3 3
= — 'l=-] = — Z ) ~2612 Z) =1 1/2
v 5 (2) 7 C(2> 612, 9(2) 306/,
2
v=2: re=1t, C(2)z%%1.645, g(2) = 1.645,
5 5 3rl/? 5 5
= (5= — | =~ 1.341 —) =1 1/2
() () o(3) e
v=3: ra3)=2, ¢ (3) = 1.202, g(3) =2.404,
7 7 15m1/2 7 7
= (=)= “ ) ~1.12 — ) =21137/2
=g t(5) =T c(g)=rem afg) -z,
wt d
=4 I'(4) = 4) = — ~ 1.082 4) = —
Polylogarithmus folgt

Damit erhalten wir fiir die Teilchenzahl auerhalb des Kondensates, Glg. (6.48)), sowie fiir den
Kondensatanteil, Glg. (6.47)),

V 3
NI(T7U> ~ A_3 C <§> 3
th

3 3/2

5 T

C(C(T,’U) ~1-— M =1- (T) , Q¢ > O, (651)
X c

mit dem Entartungsfaktor y = nA3, in den die Dichte aller Teilchen eingeht. Damit wird
deutlich, dass der Kondensatanteil mit der Temperatur in der Potenz 3/2 abnimmt, wobei wir
aus Dimensionsgriinden eine charakteristische Temperatur 7, eingefiihrt haben.

Kritische Temperatur, 7., der Bose-Einstein-Kondensation. Aus Gleichung ((6.51)) folgt
sofort, dass die Kondensation bei T" = T, verschwindet. Die kritische Temperatur ergibt sich

30in Analogie zu den Fermi-Integralen I,,. Man beachte, dass auch hier unterschiedliche Definitionen verwendet
werden: insbesondere wird mitunter ein Faktor 1/I'(v) vor das Integral geschrieben.
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N

Abbildung 6.6: Kondensat-Anteil o, des idealen Bosegases, sowie Entartungsparamater y, als
Funktion der Temperatur. Das Kondensat entsteht unterhalb der kritischen Temperatur T,
wenn der Entartungsparameter den kritischen Wert . erreicht.

aus
¢(3) (3)
0=1- — x(T.) =¢ (=) =2612, 6.52
NG X(Te) = ¢ | 5 (6.52)
21 h? n \2/3
kele = 7m (2.612) ’ (6.53)

was einer charakteristischen minimalen Stérke der quantenmechanischen Entartung (Wellen-
funktions-Uberlapp) entspricht. In Glg. haben wir das Ergebnis fiir die kritische Tempe-
ratur angegeben, unterhalb derer Bose-Einstein-Kondensation auftritt. Wegen der Abhéngigkeit
x ~ nT~3/? ergibt sich eine charakteristische Dichteabhiingigkeit von T,. Gleichzeitig erkennt
man, dass T, umgekehrt proportional zur Masse der Teilchen ist. Der Effekt ist also am besten
fiir Atome mit niedriger Kernladungszahl zu beobachten.

Interessanterweise verschwindet der Kondensatanteil bei T, abrupt, wie bei einem Phaseniiber-
gan@. Davon iiberzeugen wir uns durch Berechnung der Temperatur-Ableitung:

d 3T1/2_{ 0,

— 0,
—_—, = ————— =
c 3/2 31 _
dT 273/ —57 =T.,

die bei T' = 0 verschwindet und bei der kritischen Temperatur einen endlichen Wert aufweist,

vgl. Abb. 6.6l

Bemerkungen: Die durchgefiihrte Rechnung und damit die gefundenen Ergebnisse gelten nur
unter einer Reihe von Annahmen:

e Es wurde ein makroskopisches Bosegas (N — oo) angenommen.

e Die Rechnung wurde fiir ein dreidimensionales Gas durchgefiithrt. In 2D und 1D ist,
streng genommen, keine BEC moglich (homogener makroskopischer Fall), s. Aufgaben,
Abschn. [6.5

31Der Kondensatanteil spielt die Rolle des Ordnungsparameters. Die Ordnung des Phaseniibergangs ist an
der spezifischen Wérme ablesbar, s.u.
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e Es wurde ein homogenes System vorausgesetzt. In einem externen Potential ergeben sich
modifizierte Bedingungen fiir BEC. In einer Falle ist BEC auch in 1D und 2D moglich.

e Wir haben Wechselwirkungen zwischen den Teilchen vernachléssigt. Wechselwirkungen
fithren dazu, dass Teilchen aus dem Kondensat “herausgedrangt” werden und angeregte
Zusténde besetzen, also wéchst NV, und a,. nimmt ab.

Historische Bemerkungen: Die Untersuchung makroskopischer Bose-Systeme begann be-
reits in den Anfangsjahren der Quantenmechanik und hat in den 1990er Jahren einen ersten
Hohepunkt erreicht.

a.) Die Vorhersage der “Kondensation” von Bosonen geht auf N. Bose (1924) zuriick, der
Photonen (Spin s = 0) betrachtete. A. Einstein verallgemeinerte die Vorhersage 1924 auf
Bosonen mit beliebigem Spin.

b.) Erste erfolgreiche Experimente mit Bosonen wurden mit *He durchgefiihrt. Wegen der star-
ken Wechselwirkung ist dieses System bei tiefen Temperaturen allerdings fliissig und BEC
nicht zu beobachten. Stattdessen entdeckte P.L. Kapitza 1937 den Effekt der Supraflui-
ditdf™ (reibungslose Stromung).

c.) Theoretische Erklarungen der Suprafluiditdt wurden von F. London (1937) und L.D. Land-
au (1941) gegeben, der ein Zwei-Fliissigkeits-Modell entwickeltﬂ Weitere Beitrage zur
Theorie wechselwirkender Bosonen und Suprafluiditat gehen insbesondere auf N.N. Bo-
golyubov, A. Abrikosov, V. Ginzburg und A. Leggett zuriick®)]

d.) Die experimentelle Entdeckung der BEC in einem Quantengas gelang 1995 fiir Alkaliatome
(Rubidium, einige 10 000 Atome in einer Falle), nachdem Kiihlungsmethoden der Atome
zu niedrigen Temperaturen im Bereich von 100nK verfiighar geworden waren. Die ersten
Experimente gelangen den Gruppen VOI]F_E] E. Cornell und C. Wiemann (JILA, Colorado),
sowie W. Ketterle (MIT). Ein Ergebnis der Experimente ist in Abb. gezeigt.

e.) Heute werden in vielen Gruppen weltweit Experimente mit Bosegasen in Fallen durch-
gefiihrt, wobei eine Vielzahl von Atomen, aber auch Molekiilen verwendet wird. Aufler-
dem werden mit Hilfe optischer Laser Atome in einem Gitter angeordnet (optische Gitter),
was Prézisionsmessungen der Eigenschaften von Kristallen mit variabler Wechselwirkung
ermoglicht. Die Theorie von BEC in Fallen wurde von Stringari, Pitaevskii und Mitarbei-
tern ausgearbeitet [Dalfovo et al., 1999].

f.) Neben atomaren und molekularen Bose-Kondensaten in der Gasphase existiert BEC auch
in Festkorpern. Kandidaten hierfiir sind bosonische Anregungen von Elektronen. Ein Bei-
spiel sind gebundene Elektronen-Loch-Paare — Exzitonen — die sich in erster Ndaherung wie
Bosonen verhalten, s. z.B. Ref. [Butov et al., 2002]. Das Problem dabei ist, dass Exzito-
nen in Halbleitern iiblicherweise instabil gegen strahlenden Zerfall sind - sie rekombinieren
durch Emission eines Photong"®} Eine interessante Alternative sind sog. indirekte Exzito-
nen, die in Doppelschicht-Strukturen (e-h-bilayer) entstehen kénnen. Alternativ konnen
Elektronen und Locher auch in einer einzelnen Schicht durch ein elektrisches Feld rdaumlich

32Nobelpreis 1978

33Nobelpreis 1962

34Nobelpreis 2003 fiir die drei Letztgenannten

35Nobelpreis 2001

36Djes trifft zu fiir direkte Halbleiter. Bei indirekten Halbleitern ist die Lebensdauer durch andere Rekombi-
nationsprozesse limitiert.
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Abbildung 6.7: Entstehung eines Bose-Einstein-Kondensates aus Rubidium-Atomen bei Ab-
senkung der Temperatur (bzw. Erhéhung der Dichte) von links nach rechts, das rechte Bild
entspricht x > x., vgl. Abb. [6.6] Gezeigt ist die Impulsverteilung der Atome (nach Ausschal-
ten der Falle). Resultat von Cornell und Wiemann (JILA) 1995. Das Kondensat wurde in einer
anisotropen harmonischen Falle produziert, so dass wegen der Orts-Impuls-Unschirfe eine (ani-
sotrope) ausgedehnte Verteilung entsteht.

getrennt werden und BEC aufweisen, s.z.B. [Boning et al., 2011]. Diese indirekten Exzito-
nen weisen deutlich hohere Lebensdauern auf. Alternative Beispiele fiir bosonische Qua-
siteilchen, in denen BEC beobachtet wurde, sind Magnonen (Spinwellen), Polaritonen
(Bindungszustand aus Exziton und Photon) oder Plasmonen (Plasmaschwingungen).

g.) Aufgrund ihrer verschwindenden Masse sollte BEC bei Photonen leicht zu realisieren sein,
insbesondere fiir Strahlung im thermischen Gleichgewicht (z.B. Hohlraumstrahlung). Al-
lerdings ist in diesen Systemen wegen des verschwindenden chemischen Potentials die Zahl
der Photonen nicht erhalten (es kostet keine Energie, Photonen zu erzeugen). Bei nied-
rigen Temperaturen werden Photonen von den Wanden stark absorbiert. Die Situation
ist eine andere in einer Mikrokavitdt (micro cavity): Die Spiegel dieses Systems fungie-
ren wie ein Fallenpotential und “erzeugen” gleichzeitig eine effektive endliche Masse der
Photonen, so dass sie sich wie massebehaftete Bosonen verhalten [Klaers et al., 2010].

6.3.4 Thermodynamische Eigenschaften des idealen Bosegases
Wir berechnen jetzt einige wichtige thermodynamische Groen (Besetzungszahlen, innere Ener-

gie, spezifische Warme), wobei wir die Félle unterhalb und oberhalb der kritischen Temperatur
unterscheiden miissen.

1. mittlere Besetzungszahlen, n,(7, N): Dafiir kennen wir das Ergebnis bereits:
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) ey

0.5
Absorption

Abbildung 6.8: Interferenz von zwei expandierenden atomaren BEC, die in einer Falle mit zwei
Minima erzeugt wurden, nachdem die Falle ausgeschaltet wurde. Das Interferenz-Signal wurde
durch Streuung mit einem off-resonanten Laser produziert (die Periode betriagt 20 bzw. 15 um),
die Bilder links und rechts unterscheiden sich in der Laserleistung. Messung der Ketterle-Gruppe
von 1997, Abb. aus Ref. [Andrews et al., 1997|
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a) T <T.:
T\ 32
np:()(T,N):N 1— T = Ny,
1
npo(T, N) = ——.
ePom — 1

b) T > T,: hier ist der Kondensatanteil o, = 0 und die Besetzung folgt fiir alle Impulse
aus der Bose-Verteilung mit endlichem chemischem Potential:

1

2

(T ) = ——
P 65(%_N> -1

2. Erwartungswert der Energie (von Potenzen ¢™): mit den Resultaten fiir die Bo-
seintegrale, Glgn. (6.49)) und (6.50) folgt fiir die zwei Félle

a) T <T.:
m vV 2 " 3 3 5y
(€™ )n, = A_fhm(kBT) r <§+m) C(§+m> ~ T2

b) T >1T,:

m 14 2 m 34m
(€" ), = A—g,hm(kBT) gg+m(/@ﬂ) ~ T2

Die Félle Teilchenzahl und innere Energie folgen daraus mit m = 0 bzw. m = 1. Daraus
folgt die

3. Innere Energie pro Teilchen:

a) T <T.:
U _{g _ (o 3, .¢(3) 5
2N N (T = 2T 1—a.(T)] ~T%? 54
N N N:c[ CYC( )] 2/{53 C(%) [ CYC( )] ) (6 i) )
wobei wir fiir die letzte Abschétzung Glg. (6.51)) verwendet haben.
b) T'> T.:
U (e 95 (B
— =2 =kgT—2 : .
NN G (6:55)

4. Spezifische Wirme: diese berechnen wir durch Ableitung der inneren Energie pro Teil-
chen nach der Temperatur, bei konstantem Volumen:

a) T < T.: Unter Verwendung von Glg. (6.54) folgt die spezifische Warme (Warmekapa-
zitét geteilt durch N)
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Abbildung 6.9: Spezifische Wirme bei fixiertem Volumen des idealen Bosegases. Am kritischen
Punkt der Bosekondensation ist ¢y stetig, aber die Temperatur-Ableitung von ¢y (dritte Ablei-
tung des chemischen Potentials) weist eine Diskontinuitét auf. Nach der Ehrenfest-Klassifikation
liegt ein Phaseniibergang 3. Ordnung vor. In der Literatur wird dagegen mitunter von einem
A-Typ gesprochen, wegen der Form der cy-Kurve.

b) T > T.: Das Resultat folgt durch Ableiten von Formel (6.55)). Die Rechnung ist hier
etwas aufwéndiger und fithrt auf das Ergebniﬂ

ev(T) _ 15952 (Bp) 9932 (Bp) (6.56)

kg 4 93/2(5/1) 491/2(5#) 7

damit ist die spezifische Wéarme deutlich gréfler als bei einem klassischen einatomigen Gas
(3kp/2, Dulong-Petit-Gesetz). Bei T' — 0 geht auch ¢, gegen 0, im Einklang mit dem 3.
Hauptsatz. Fiir T' > T, ergibt sich ein monotoner Abfall. Der klassische Limes ergibt sich
aus Formel mit S — 0 zu 15/4 — 9/4 und geht damit monoton (von oben) in das
Dulong-Petit-Gesetz iiber. Das Verhalten im gesamten Temperaturbereich ist in Abb.
skizziert.

5. Zustandsgleichung: Wir gehen aus vom groflkanonischen Potential 2 = —kgT'In Zg,
das fiir das ideale Bosegas folgende Form hat, vgl. (6.37)),

AT, V,2) =kpT» In[l—PB=0)] 4+ Oy(T, 2),
p#0

Qg =kgTIn(1l - 2),

wobei wir die Fugazitit z = e eingefiihrt und g, den Beitrag des Grundzustandes
mit p = 0, separiert haben. Durch Ubergang zum Integral, wie vorher, erhalten wir mit
x = e und partieller Integration,

| * 1/2 —x

Vv 4 o0 1:3/2
T —— [ g —— —
PEA3 371/ /0 C o Ter — 1
V 5)

3TDetails findet man z.B. in Ref. [Greiner et al., 1993)].
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Daraus folgt fiir den Druck,

o0 BET(3) gspalz), T>T.
p=7-| =
Vlr WC(3) T<T..

Der Druck des idealen Bosegases skaliert mit der Temperatur wie 7°/2. Unterhalb der kritischen
Temperatur ist der Druck offensichtlich unabhéngig von der Dichte, da Teilchen im Kondensat
nicht beitragen. Andererseits ist die Kondensation natiirlich abhéngig von der Gesamtteilchen-
dichte, die ja in den kritischen Wert des Entartungsparameters x eingeht, vgl. .

6.3.5 Das (ultra)relativistische ideale Bosegas

Wir betrachten jetzt relativistische nicht-wechselwirkende Bosonen mit der Energie-Dispersion

E(p) = mPc 1 ¢,
e(p) = clp|, ultrarelativistische Grenze .

Nachdem wir bereits klassische relativistische Systeme, vgl. Abschn. [5.6] sowie relativistische
Fermisysteme untersucht haben, vgl. Abschn. [6.2.6] wenden wir uns jetzt dem Fall der Bose-
Statistik zu und beschriinken uns auf den ultrarelativistischen Grenzfall’¥. Mit der modifzierten
Dispersion, €, ~ cp, lassen sich alle thermodynamischen Groéflen, beginnend mit dem grofika-
nonischen Potential, wie bisher berechnen.

Grof3kanonisches Potential. Fiir () folgt aus der grofkanonischen Zustandssumme in Beset-
zungszahl—Darstellun mit der Fugazitit z = e#

AT, V,2) = —kgTI Z9(T,V,2) = kT Y _In[1 — ze ] =

p
00

— kBT /dee ln ze’ﬁe} )

0
Mit der Abkiirzung = = fe und der relativistischen thermischen DeBroglie-Wellenlénge

h

Ap=
f V2 kgT/c

38Dieser Fall tritt zum einen bei sehr hohen kinetischen Energien, zum anderen bei Teilchen der Ruhemasse
0 auf.
39Wie {iblich gehen wir von der Summe zum Integral {iber:

Var 7 9 Var o 7 AnV 2
zp: - W/dpp h3e3 /d - /dGDUR( ), Durle) = B3h3 (6.57)
0 0 0

wobei wir die ultrarelativistische bosonische Zustandsdichte identifiziert haben, die der Grenzfall des vollen
relativistischen Ausdruckes (6.35)) ist.
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folgt nach partieller Integration

ATV, z) \/7k;BT/dxx In 1—26 "D]:
1% 1 x3e ™

k:T de ——— —

A3 b (3)/x1—ze“f

2
\/7 kgT ga, (6.58)

wobei wir die Definition des Bose-Integrals verwendet haben. Dariiber hinaus haben wir
beriicksichtigt, dass 1 — 0, da es im ultrarelativistischen Grenzfall (entspricht Masse gleich 0)
keine Energie kostet, Teilchen-Antiteilchen Paare zu erzeugen (die Ruheenergie ist gleich 0).
Aus diesem Resultat folgt sofort die

Zustandsgleichung:

oNT,V,z=1)

p(T,V,z=1) = — FT

1 [2kgT
T,z

Der Druck eines ultrarelativistischen idealen Bosegases ist also unabhéngig vom Volumen (von
der Dichtﬂ und wéchst mit der Temperatur in der vierten Potenz.

Energie-Erwartungswerte, (¢"). Dieselben Umformungen wie fiir € fithren auf das Ergebnis

("N (T,V,z=1) = Zem

PP —1
P
2V [ ame?
2 ey [ d .
- A3(B) /xeff—l

0

2V
— \/>A3 (kBT) 9m+3 -

Daraus folgt insbesondere

e die Teilchenzahl (Potenz m = 0):

2V
N(VvT) = \/;A_gg37
R

die allerdings nur die angeregten Teilchen und nicht die im Kondensat (ihre Zahl divergiert
wegen €y = 0) enthiélt.

e die innere Energie (m = 1):

U(V,T) = (e) = \/2; kpT gy < T, (6.60)

5/3

4Oganz anders als bei Fermionen, wo p x n
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e das Verhéltnis Druck zu Energiedichte: mit Hilfe der Ergebnisse ([6.59)) und folgt
sofort

1U

ngvy

so, wie fiir ein relativistisches ideales Fermigas. Im Gegensatz dazu hatten wir im nicht-
relativistischen Fall (klassisches, Fermi- oder Bosegas) einen Faktor 2/3 erhalten.

e die Freie Energie: aus F = U — TS = —pV folgt F = —%
e die Entropie: aus der Freien Energie erhalten wir

1 AU

— _— 3
S T(U F) 5T T°,
e die Wirmekapazitit:
ou U
=—| =4—= T3.
CV T . T 35

Der Fall dimensionsreduzierter Bosegase ist Gegenstand einer Aufgabe, s. Abschn. [6.5

6.3.6 Wechselwirkende Bosesysteme. Suprafluiditiat*

Mit diesem Thema hat sich meine Gruppe intensiv beschéftigt, s. z.B. die Referenzen

[Boning et al., 2011}, [Filinov et al., 2009, [Dornheim et al., 2015]. Zwei Beispiele von Quanten-
Monte Carlo-Simulationen sind in den Abb. und gezeigt. Untersucht wurde ein re-
prasentatives Modellsystem, das fiir viele aktuelle Experimente mit bosonischen Molekiilen oder
indirekten Exzitonen von Bedeutung ist:

. N 2y
H:_Zl 2m

d.h. N Bosonen befinden sich in einer Ebene (2D Dichte n = a?) wechselwirken miteinan-
der iiber Dipolwechselwirkung mit dem Dipolmoment p, wobei ¢, die Dielektrizitédtskonstante
des umgebenden Mediums ist (im Vakuum ¢, — 1), die die Wechselwirkung abschirmt. Die
relevanten dimensionslosen Parameter sind [Filinov et al., 2010]

2
i

41 3 v (6.61)
2 epfri —r P '

1
vn'
hQ
Eoz—zocn,
ma
P 1 1 1/2

T 4B a
kpT
T="E
Ey

a =

)

Hier ist Fy ein Maf fiir die kinetische Energie eines Teilchens, wahrend D der Dipol-Kopplungs-
parameter ist, der die Stiarke der Wechselwirkung misst. D tritt an die Stelle der Parameter
I’ bzw. ry = a/ap fiir geladene Teilchen (Coulomb-Wechselwirkung) tritt. Interessant ist die
Dichte-Skalierung: wéhrend r; mit wachsender Dichte abnimmt (die Coulombwechselwirkung
skaliert mit o< 1/a), nimmt D mit der Dichte zu, wegen der kubischen Abstandsabhingigkeit.
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Abbildung 6.10: Phasendiagramm eines makroskopischen zweidimensionalen Bosesystems mit
repulsiver Dipolwechselwirkung der dimensionslosen Stiarke D, s. Glg. . (b) Anteil der
normalen Dichte, n, (D), als Funktion der Kopplung fiir eine konstante Temperatur 7./ Ey = 1.
Der Anteil der suprafluiden Dichte betréigt ns(D) = 1—n,, (D). Die anderen Kurven entsprechen
verschiedenen Typen von Quasiteilchen-Anregungen: Phononen (ph) und Rotonen (r). Resultat
von Pfadintegral-Monte-Carlo-Simulationen. Abbildung aus Ref. [Filinov et al., 2010].

Aus diesem Grund wird der am stirksten korrelierte Zustand — der Kristall — bei groflen Kopp-
lungsparametern erreicht, hier bei D & 18, vgl. Abb. [6.10]

Fiir D < 18 schmilzt der Dipol-Kristall und geht in eine Fliissigkeit mit kurzreichweitiger
Ordnung iiber, deren Eigenschaften von der Temperatur abhéngen: fiir kgT' > 1.4F, liegt eine
normale Fliissigkeit vor. Unterhalb einer kritischen Temperatur 7T, die von D abhéngt, erfolgt
ein Phaseniibergang zu einer suprafluiden Phase (Gemisch aus normaler Fliissikeit dem Anteil
n, und Suprafliissigkeit mit ny = 1 — n,). Die Abhéngigket n, (D) ist Abb. [6.10/b gezeigt.
Man erkennt, dass der grofite suprafluide Anteil bei D a 1...2 erreicht wird (dort ist auch
T. am hochsten). ng nimmt sowohl mit fallendem D ab (schwéchere Wechselwirkung) als auch
wachsendem D, da dies gleichzeitig einen Trend zur Teilchenlokalisierung bewirkt. Im Kristall
verschwindet der Teilchen-Uberlapp und damit auch die Surprafluiditét.

Man beachte, dass es bei dem vorliegenden 2D-System Besonderheiten beim Phasendiagramm
gibt. So existiert in 2D keine strenge langreichweitige Ordnung im Kristall. Der Schmelzprozess
und auch die Mechanismen beim Normal-Suprafluid-Phaseniibergang weisen daher Besonder-
heiten auf, s.z.B. [Filinov et al., 2010|. Dies wurde insbesondere von Berezinski, Kosterlitz und
Thouless untersucht*]

Der Mechanismus der Suprafluiditdat ldsst sich am FEinteilchen-Spektrum verstehen, das in
Abb. gezeigt ist. Die gepunktete Linie zeigt die gewohnliche quadratische Dispersion freier
Teilchen. Mit wachsendem D weicht die Dispersion des nichtidealen Bosegases (violette Punkte)
immer stérker von der idealen Dispersion ab@ Wiéhrend das Verhalten bei groflen Impulsen
sich dem des idealen Gases wieder anndhert, gibt es drastische Unterschiede bei kleinen und

41K osterlitz, Thouless und Haldane erhielten 2016 den Nobelpreis fiir die Untersuchung von topologischen
Phaseniibergéingen.

42Dieses Spektrum ergibt sich aus der niherungsweisen Diagonalisierung des Hamiltonians mit Wechselwir-
kung, Glg. . Die Ergebnisse hier wurden mit exakten Pfadintegral-Monte-Carlo-Simulationen gewonnen.
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Abbildung 6.11: Einteilchen-Dispersion des 2D-Dipolsystems aus Abb. fir T'= 0.5
und vier Wechselwirkungs-Stéarken. Anstelle der gewhnlichen parabolischen Energie-Dispersion
hw(q) = ¢*/2 stellt sich hier die gepunktete Kurve (pink) ein. Fiir kleine Impulse ¢ dominieren
Phononen (lineare Dispersion), bis sich ein Minimum einstellt, dass sog. Rotonen entspricht. Re-
sultat von Pfadintegral-Monte-Carlo-Simulationen aus Ref. [Filinov et al., 2010]. Die anderen
Kurven stellen andere Modelle dar, die Néaherungscharakter besitzen.

mittleren Impulsen. Fiir den Reibungsverlust ist vor allem der lineare Anstieg bei kleinen Im-
pulsen verantwortlich, €(p) & csp, wobei ¢, eine effektive Geschwindigkeit ist. Er bedeutet, dass
Anregungen, z.B. durch thermische Fluktuationen, stark unterdriickt sind. Eine Fliissikeit, die
mit einer Geschwindigkeit u < ¢, stromt, kann daher keine Energie an die Bosonen abgeben
(das wire gleichbedeutend mit Reibung, Viskositét) und flieBt daher verlustfrei. Der Wert von
cs wichst mit D, somit wird der Effekt durch die Wechselwirkung verstéarkt. Bemerkenswert ist
auch das Minimum der Dispersion in der Gegend von qa ~ 6, das sich bei groflien D einstellt.
Es ist verkniipft mit sog. Rotonen. Das sind kollektive Anregungen von Teilchengruppen, die
héufig Rotations-Charakter (Wirbel) besitzen.

Abschlieflend sei bemerkt, dass eine solche nicht-monotone Dispersion nicht nur in Bosegasen
auftritt. Sie wurde auch in stark wechselwirkenden klassischen Systemen geladener Teilchen
gefunden, s. z.B. Ref. |Golden and Kalman, 2000], sowie im Fermigas (Elektronengas bzw. -
Fliissigkeit) bei starker Kopplung [Dornheim et al., 2022].
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6.4 Das Photonengas. Plancksches Strahlungsgesetz

6.4.1 Photonen als ultrarelativistische Bosonen

Elektromagnetische Wellen besitzen ein lineare Frequenz-(Energie-)Dispersion, w(k) = ck, wozu
eine lineare Energiedispersion korrespondiert. Durch Multiplikation mit A folgt

e =hw=cp|, p=1nk,

p

was exakt mit dem Verhalten ultrarelativistischer Bosonen iibereinstimmt, die wir in Ab-
schn. [6.3.5]untersucht hatten. Eine Besonderheit der bosonischen Anregungen des elektromagne-
tischen Feldes (der Photonen) besteht darin, dass es im allgemeinen drei Polarisationsrichtungen
der Wellen gibt{} zwei transversale und eine longitudinale, das heifit, jeder Energiezustand ist
3-fach entartet. Photonen verhalten sich also wie Bosonen mit Spin s = 1.

Im Folgenden betrachten wir nur die elektromagnetischen Wellen und verwenden daher den
Entartungsfaktof™| g, = 2. Die Zustandssumme des Photonengases ergibt sich somit aus dem
Resultat fiir das ultrarelativistische ideale Bosegas (mit u = 0), Glg. (6.57)), gemé8

Dow(€) = gsDurle),

wobei jeder Energiezustand eine mittlere Besetzung aufweist, die durch die Bose-Verteilung,
n(e) = [e’¢ — 1]71, gegeben ist. Die Zahl der Photonen im Energie-Intervall [e, € + de] ist daher

dN (€) = n(€)Dpn(e€) de.
Daraus folgt die spektrale Dichte der Photonen pro Volumen (n = N/V | € = hw)
dn(w) idN(e)h_ dm h

do —V de B3
1 w?
 m2eB efhw — 17

(hw)? gsn(hw) =

sowie die rdumliche Energiedichte (v = U/V') im Intervall [w,w + dw]

du(w) hwdn(w) B

dw dw
B h w3
o2 eBhw — 1

Diese Formel unterscheidet sich von der Planckschen Strahlungsformel durch einen Faktor 4.
Das liegt daran, dass Planck die Strahlung betrachtet hat, die aus einem Hohlraum durch eine
kleine Offnung austritt (Schwarzer Korper nach Kirchhoff). Unser Resultat dagegen beschreibt
ein Photonengas mir isotroper Geschwindigkeits-Verteilung, bei der der Erwartungswert von
|v| = c ist. Wenn dagegen nur Photonen betrachtet werden, die in eine vorgegebenen Richtung
fliegen (z.B. in positiver z-Richtung), so folgt fiir den Mittelwert der z-Projektion (v, > 0) einer
isotropen Verteilung (v.) = 1(|v|) = ¢/4 und wir erhalten fiir die spektrale Energiedichte der
Hohlraumstrahlung

= 12 o 1 (6.62)

43Die transversalen Wellen entsprechen den elektromagnetischen Wellen im Vakuum, wihrend die longituti-
dinale vor allem in Medien relevant ist, z.B. Plasmaoszillationen beschreibt.
4“4 Wir folgen hier der Herleitung bei Greiner.
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Plancksches Strahlungsspektrum
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Abbildung 6.12: Plancksches Strahlungsspektrum fiir verschiedene Temperaturen (doppelt lo-
garithmisch). Das Wiensche Verschiebungsgesetz ist klar ablesbar.

Das ist die Plancksche Strahlungsformel, die er im Oktober 1900 erstmals der Offentlichkeit
vorgestellt hatte, ohne etwas von Bosestatistik zu wissen. Das Resultat stimmte hervorragend
mit den experimentellen Daten iiberein und wurde durch neuere Messungen immer wieder
bestétigt. Fiir die Ableitung der Formel, die er vorher durch Kombination der Wien- sowie
Rayleigh-Formeln gefunden hatteﬁ (s. Grenzfille unten) fithrte Planck seine Quantenhypothese,
E = Nhv, ein und leitete damit die korrekte Entropieformel fiir ein ideales Bosegas ab, die ihn
auf seine Formel fiir die Energiedichte fﬁhrtﬂ.

Bemerkungen:
e Im Grenzfall hoher Frequenzen, fuww > kpT ergibt sich aus (6.62)), mit der Entwicklung
1
~ ,—Bhw —Bhw
—eﬁhw_lNe {1+e },
(@) % P {1y )
PRI 23 © ‘ ’

wobei der erste Term die Wienformel darstell@ (entspricht unterscheidbaren Teilchen
mit Boltzmann-Statistik und kontinuierlichen Energien) und der zweite die erste Quan-
tenkorrektur.

e Niedrige Frequenzen: hw < kgT'. Dann vereinfacht sich die Boseverteilung zu

1 1 JkeT (1w
Pl — 17 Bhw + L(Bhw)? T hw ’

2kgT
45Details zu seiner Ableitung werden in Abschn. gegeben.
46Fiir seine Beitrige zum Strahlungsgesetz und zur Energie-Quantisierung erhielt Planck den Nobelpreis 1918.
4TFiir seine Ergebnisse zur Hohlraumstrahlung erhielt W. Wien 1911 den Physik-Nobelpreis.
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und die Planck-Formel geht iiber in

()NWQICBT 1_1 huw
PRI e 2kgT )

Der erste Term reproduziert die Formel von Rayleigh (bzw. Rayleigh-Jeans) und der
zweite die erste Quantenkorrektur.

e Das Maximum der Planck-Kurve ([6.62)) folgt geméaf

0— w3 3 ho e
Cefhw 1w kgTePw —1["
_>€z(3_$>:3’ xzﬁmmaxa

mit der Losung hwn., =~ 2.821kgT. Diese Proportionalitdt ist Inhalt des Wienschen
Verschiebungsgestzes, s. Abb. . Allerdings lautete Wiens Resultat (ohne die 1 in der
Boseverteilung) hwmax = 3kgT. Die Wiensche Formel versagt also nicht nur bei kleinen
Frequenzen, sondern liefert auch ein ungenaues Resultat fiir das Maximum der Kurve.

6.4.2 Thermodynamische Eigenschaften des Photonengases.

Die thermodynamischen Eigenschaften stimmen nahezu vollstindig mit denen des ultrarela-
tivistischen Bosegases iiberein, abgesehen von dem zuétzlichen Entartungsfaktor g, = 2. Wir
notieren die wichtigsten Resultate:

e GroBkanonisches Potential: in Analogie zu Glg. (6.58]) gilt

%4 2 (27t

wobeil wir g4 = ’{—; benutzt haben.
e Innere Energie: das Resultat lautet

V 2 27t "

e Energie-Dichte und Stefan-Boltzmann-Gesetz: Division durch das Volumen und Einsetzen
von Ap ergibt

U(V’ T) 7T2 (k’BT)4 4 T4
V 15 h3c? c ’
2/€4 W
o= 67(r)h3]j2 =5.67-107% YR Stefan-Boltzmann-Konstante

e Entropie: Fiir die Entropie sind unsere allgemeinen Betrachtungen anwendbar, so dass
die Formel lautet
SB(T,V,
% => {(1+n,)In(1+n,) = nylun,}

p

wobei hier der Orbitalindex durch die Frequenz der Photonen zu ersetzen ist, p — v. Man
beachte, dass hier das grofkanonische Ensemble zugrunde liegt und die Besetzungszahlen
i.a. keine diskreten Werte annehmen, da sie von der Temperatur und der Frequenz (ihrem
Produkt) abhéngen, n, = n,(Shw).
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Abbildung 6.13: Hohlraumstrahlung im Mikrometer-Bereich: Vergleich der Messungen von
Lummer und Pringsheim (Physikalisch-Technische Reichsanstalt 1899-1900, obere Kurven) und
des Modells von Wien (untere Kurven) fiir 7 Temperaturen.
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6.4.3 Plancks erste Ableitung der Strahlungsformel

Es ist interessant, die Resultate fiir ein ultrarelativistisches ideales Bosegas mit dem Zugang
von Max Planck aus den Jahren 1899-1900 zu vergleichen. Nach Plancl{™|ist die Energie eines
Oszillators der Frequenz v gegeben durch

C2

U, = 5P (6.63)
wobei p,dvdQldt die Energie (die Intensitét) ist, die ein linear polarisierter Strahl pro Zeiteinheit
und Flichenelement, das durch einen Offnungswinkel d) charakterisiert ist, besitzt. Planck
ging davon aus, dass die elektromagnetische Strahlung im Hohlraum im Gleichgewicht mit
den Winden ist und dass deren Energie in jeder Mode fixiert ist. Daher suchte er U, aus
der Bedingung, dass die zugehorige Entropie maximal ist — er setzte also das mikrokanonische
Ensemble voraus. Das bedeutet im Gleichgewicht (fiir v fixiert)

as 1
dU |,y T
d*S 1 d1
dU%|,y R dUT|,y—
Die Bedeutung von R ist dabei leicht zu verstehen:
1 1dr| 1 1
R T?dU|,y  T2Cyy’

also R=-T*Cyn,

R ist also direkt verkniipft mit der Warmekapazitdt der Strahlung.

I. Grofle Frequenzen.

b
w o _av
Py = ?6 T,
wobei a und b zwei universelle (material-unabhéngige) Konstanten sind. Diese Formel
hatte W. Wien bereits 1896 publiziert. Planck hatte sie unabhéngig abgeleitet aus einer
Formel fiir die Entropid™)]

woraus er fiir den Kehrwert der zweiten Ableitung erhielt

RY = —avU

I1. Niedrige Frequenzen (grofle Wellenlingen). Die Wienformel lieferte zunichst sehr gu-
te Ubereinstimmung mit den Experimenten, bis allerdings groflere Wellenldngen A im Be-
reich von einigen um zuginglich wurdenPY, die mit wachsendem A immer mehr auf einen

4BWir folgen seiner Darstellung im Nobelvortrag.

49M. Planck, Sitzungsber. Berl. Akad. Wiss. 18.5. 1899

50Messungen von Lummer und Pringsheim, sowie Rubens und Kurlbaum an der Physikalisch-Technischen
Reichsanstalt in Berlin (PTR)
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systematischen Fehler hindeuteten. Stattdessen schien eine Formel von Lord Rayleighﬂ
deutlich besser zu “passen”@:

UR=d-T,

wobei d eine Konstante ist, woraus Planck fiir die Entropie und das Inverse ihrer zweiten
Ableitung fand

St=d-InU,
2

R _

RE = —Ld .

I11. Plancks Kombinations-Ansatz fiir beliebige Frequenzen. Da die Wienformel sehr
gut fiir mittlere und grofie Frequenzen mit dem Experiment iibereinstimmte und die
Rayleigh-Formel fiir kleine Frequenzen, ging Planck davon aus, dass eine geeignete Kom-
bination im gesamten Frequenzbereich funktionieren sollte. Er vermutete, dass dafiir die

GroBen R der beiden Grenzfille zu addieren sind™).

2
R =RV + RFf = - (CLVU + %) ; (6.64)

d

Durch Integration erhielt Planck die erste Ableitung der Entropie nach der Energie, sowie
durch nochmalige Integration, die Entropiﬂ

P _ w R 1 U2
CVN:CVN—FCVN:E CLVU+_ .

ds 1 hv 1
— =—In(l+—)== :
dU |, » ayn< +U> T (6.65)
h|{lU U u. U
=—|l—+1)ln|{—+1)——In—] . :
S a[(hu+ ) n(hV+ > hynhu} (6.66)
Daraus folgte sofort seine Strahlungsformel. Dazu ist nur die rechte Glg. (6.65)) nach U
aufzulosen:
o1y,
erT = — ZW.
U )
h
Uy(T) = —r—.
er —1

Dieses Ergebnis stellte er am 19. Oktober 1900 auf einer Sitzung der Physikalischen Gesell-
schaft in Berlin vor und erhielt umgehend die Bestétigung von Seiten der Experimental-
physik-Kollegen aus der PTR. Die spektrale Strahlungsintensitét folgt dann aus Glg. (6.63)):
e

et -1

Pu

wobei Planck die Konstante a aus seiner zweiten Ableitung als a = h/kp identifizieren
konnte, s. Abschn. [6.4.4]

Natiirlich war Planck klar, dass der Ausdruck hv die Dimension einer Energie hat, aber
es war unklar, welche Bedeutung diese Grofle tragt.

51Rayleigh 1900. Diese Formel publizierte er 5 Jahre vor dem bekannten Rayleigh-Jeans-Gesetz.

2statt Plancks Bezeichnung C' verwenden wir d, um Verwechslungen zu vermeiden

53Eine Addition der Warmekapazititen beider Grenzfille erscheint uns heute folgerichtig, da hiufig in unter-
schiedlichen Energie- (oder Frequenzbereichen) unterschiedliche physikalische Prozesse aktiv sind. Man denke
etwa an Atome oder Molekiile. Bei Planck findet sich allerdings kein Hinweis, dass er die Warmekapazitit in
Betracht zog.

>4Planck verwendete zunichst a’ = a - d und ersetzte das spiter durch die Planck-Konstante h.
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6.4.4 Plancks zweite Ableitung der Strahlungsformel.
Energiequantisierung

Sofort nach der experimentellen Bestétigung seiner Strahlungsformel begann Planck, nach einer
systematischen Ableitung von Formel zu suchen, denn der bisherige Weg der “Kombina-
tion” der beiden Fille lief sich nicht streng begriinden.

Zur Berechnung der Entropie konzentrierte er sich auf das mikrokanonische Ensemble und
versuchte, den wahrscheinlichsten Zustand des elektromagnetischen Felds zu finden. Da im mi-
krokanischen Ensemble alle Zusténde mit den selben Werten von U, N,V gleichwahrscheinlisch
sind, reduzierte sich die Aufgabe auf die Bestimmung der Zahl Z,, der Mikrozusténde, also auf
die Zustandssumme. Dies war inspiriert durch Boltzmann und seine Verkniipfung von Z, mit
der Entropie, S = klnZ,.

Um Z, zu bestimmen, suchte Planck nach einer Darstellung durch eine diskrete Zahl von
Mikrozustédnden. Er schrieb “...dachte ich mir ein Gebilde, bestehend aus einer sehr grofien
Anzahl N von gleichartigen Oszillatoren, und suchte die Wahrscheinlichkeit zu berechnen, dafl
dies Gebilde die vorgegebene Energie Uy besitzt. Da nun eine Wahrscheinlichkeitsgrofie nur
durch Abzéhlung gefunden werden kann, so war es vor allem notwendig, die Energie Uy als
eine Summe von diskreten, einander gleichen Elementen e anzusehen, deren Anzahl durch die
ebenfalls sehr grofle Zahl P bezeichnet sein moge. Also

Uy=N-U=P-e (6.67)

wobei U die mittlere Energie eines Oszillators bedeutet.”
Planck berechnete dann die Anzahl der Moglichkeiten, P Elemente auf N Oszillatoren zu
verteilen, wobei € noch unbestimmt blieb:

g (P+N)! (P + N)PTN
BT pPINI T pPPNN

(6.68)

wobei am Ende wegen der angenommenen Gréfie von N und P die Stirling-Formel verwendet
wurde. Damit ergibt sich fiir Boltzmanns Entropie

1 N
Sy =1-S=WZ,~(P+N)In(P+N)~PnP~ NN,
B B

und schliefflich fiir die Entropie eines Oszillators einer fixierten Frequenz v

S:kB{(§+1>ln<§+1)—§ln§}. (6.69)

Die Ubereinstimmung von mit der bisherigen Formel ist evident, wenn U/hv =
P/N gesetzt wird, d.h., wenn fiir die Konstanten folgende Zusammenhénge gelten:

ij:ﬁa
a
e=hv.

Aus dem Vergleich mit dem Experiment hatte Planck bereits friithzeitig die Zahlenwerte

Ws
kp =1.346 - 107028 — 1 346. 1072822
B grad K’

h =6.55-10"*"erg - sec = 6.55 - 107 W s?,
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fiir die von ihm eingefiihrten Konstanten — die Boltzmann-Konstante und das Wirkungsquan-
tum — bestimmt und war iiberzeugt, dass es sich dabei um universelle Konstanten handelﬁ.
Diese Ableitung stellte Planck auf einer Sitzung der Berliner Physikalischen Gesellschaft am
14.12. 1900 vor. Dieses Datum wird seitdem als “Geburtsstunde der Quantentheorie” bezeich-

net @

Bemerkungen:

e Viele Details von Plancks Uberlegungen sind nicht bekannt oder schwer nachzuvollziehen.
So wissen wir nicht genau, was ihn zur Kombination (6.64)) bewog, die ganz offensichtlich
korrekt ist.

e Man darf vermuten, dass Planck den Ausdruck fiir die Zustandssumme aus dem
Vergleich der Entropieformeln (6.66) und (6.69) korrekt identifiziert hat. Sein Modell
(“Gebilde” im Zitat oben), mit dem er Formel motiviert, ist allerdings nur bedingt
nachzuvollziehen. Die N Oszillatoren sind am ehesten als Repréisentanten des Ensem-
bles aufzufassen. Tatsdchlich ldsst sich die Bosestatistik als kombinatorisches Problem
formulieren, s. Abschn. |6.4.5]

e Auch wenn Planck in seinem Vortrag am 14.12. 1900 von einer Quantisierung der Energie
der Oszillatoren ausging, so sah er das vor allem als “Rechentrick” an, um die Zustands-
summe auszurechnen. In seinem Vortrag sagte er auch iiber das Verhéltnis P/N in For-
mel : “Wenn der so berechnete Quotient keine ganze Zahl ist, so nehme man fiir P
eine in der Néhe gelegene ganze Zahl.” Das mag ihm notwendig erschienen sein, da er ja
in seinem “Gebilde” keine Einschriankungen beziiglich P und N gemacht hatte, so dass
rationale Zahlen fiir das Verhiltnis nicht ausgeschlossen waren[’|

e Diese Bemerkung Plancks relativiert allerdings nicht seine Quantenhypothesﬂ. Im Ge-
genteil: die Forderung, dass P/N immer ganzzahlig sein soll, bedeutet ja nichts anderes
als dass U ein ganzzahliges Vielfaches von hv ist, dass also eine strenge Quantisierung
der Energie eines einzelnen Oszillators vorliegt. Dies ist eine stédrkere Forderung als seine
Ausgangsgleichung , die ja nur eine strenge Quantisierung der Gesamtenergie von
N Oszillatoren. Es ist diese Formel, die die Quantenidee in die Welt gesetzt hat und damit
der Ausléser fiir den Umsturz unseres Weltbildes wurde®”]

e Die Formel (/6.67) ist in der Wahrscheinlichkeitstheorie bekannt als Kombination mit Wie-
derholung. Dabei werden aus einer Menge von N Elementen P ausgewihlt (oder umge-
kehrt), wobei deren Reihenfolge keine Rolle spielt, s. Abschn. m

e Vergleicht man Plancks Ergebnisse mit denen fiir das ideale Bosegas, fiir das die Entropie
(der Beitrag fiir ein Orbital) gegeben war durch Glg. ((6.45))

Sp(p, V. T)

oy [(n,)e + 1 In[(n,) e + 1] — (ny)e In(ny) e, (6.70)

55Wegen der Universalitdt der Maxwellgleichungen und der Eigenschaften der elektromagnetischen Wellen
glaubte er, dass die gefundenen Konstanten “fiir alle Zeiten und Kulturen gelten sollen”, einschliellich “aufler-
irdischer und auflermenschlicher”.

°0Fiir diese Ergebnisse erhielt Planck 1919 den Nobelpreis (riickwirkdend fiir 1918). Eine Kopie liegt im Kieler
Max-Planck-Museum.

5TDie Interpretation der Energiequanten als physikalische Realitéit hat zuerst Einstein in seiner Arbeit zur
Erklirung des Photoeffekts verwendet. Wir wissen aus vielen AuBerungen Plancks, dass er wenigstens bis 1913
noch dieser Interpretation physikalischer Energiequanten skeptisch gegeniiber stand.

585. z.B. Vortrag von A. Schirrmacher, 23. 4. 2025 in Kiel.

% Natiirlich lie auch diese Formel zu, dass die Energie U eines einzelnen Oszillators kein ganzzahliges Viel-
faches von e darstellt.
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so ist auch hier die Analogie evident. Dabei ist hier p mit einer Photonenmode der Fre-
quenz v zu identiﬁzieren@, wobei Plancks Ergebnis, U/e = P/N zu n, korrespondiert.
Wihrend Planck im mikrokanonischen Ensemble arbeitete, wo U festgelegt ist und keine
Temperatur existiert, ist Glg. im grofkanonischen Ensemble formuliert. Wihrend
die Besetzungszahlen, n, = 0,1,2,..., natiirliche Zahlen sind, enthélt die Formel den
groflkanonischen Erwartungswert der Besetzungszahl der Mode (die Boseverteilung). Die-
ser ist i.d.R. keine natiirliche Zahl und abhéngig von 7" und pu.

6.4.5 Fermi- und Bosestatistik als kombinatorisches Problem

Sowohl Fermi- als auch Bosestatistik lassen sich kombinatorisch formulieren. Dabei zeigt sich,
dass Plancks Ansatz die korrekte Bose-Statistik reproduziert.

Wir betrachten ein quantenmechanisches Vielteilchensystem mit /NV; Teilchen im Energieniveau
E;. Der entscheidende Punkt ist, dass wir zulassen, dass dieses Niveau g;-fach entartet ist. Wir
berechnen jetzt die Zahl der Mdéglichkeiten, diese N; Teilchen auf die g; Zustdnde zu verteilen.
Mit N; fixiert ist auch die Energie fixiert, und wir koénnen das mikrokanonische Ensemble
verwenden.

Fermionen. Wegen des Pauliprinzips ist jedes Energieniveau nur einfach besetzt oder leer, s.

Abb. |6.14] Die Zustandssumme (Zahl der Mikrozusténde) entspricht daher der Zahl der

Moglichkeiten, aus g; Elementen N; verschiedene auszuwéhlen:

gi!
Nil(gi — N

Fiir grofle N; und g; folgt mit der Stirling-Formel fiir den Logarithmus der Zustandssumme

F _
Zu,i -

In Zii ~ gilng; — NiIn N; — (g; — N;) In(g; — N;) =

=¢gyng—— |In—+Ing;| —(1—— | |In{1l——)+1ng| .
9i 9i gi 9i

Die Terme mit In g; kiirzen sich, und wir erhalten fiir die Entropie pro Zustand
——=—(1-—)In(l—— )+ —In—.
gi kg 9i 9i g Y

Wenn wir N;/g; = n; als mittlere Besetzung des Energie-Zustandes E; (also als mitt-
lere Besetzungszahl) auffassen, reproduzieren wir exakt die Entropieformel des idealen

Fermigases, Glg. (6.45) fiir ein Orbital.

Bosonen. Da es kein Pauliprinzip gibt, kann jeder der g; Zustédnde beliebig oft (0,1,..., N;-

fach) besetzt werden, s. Abb. [6.14] Die Zustandssumme (Zahl der Mikrozusténde) ent-
spricht daher der Zahl der Moglichkeiten, N; Elemente auf g; Platze in beliebiger Reihen-
folge und Héufigkeit zu verteilen (Kombination mit Wiederholung)

7B _ (Ni +gi—1)!

o NJ(g@ — 1)'

Die Rechnung ergibt fiir den Logarithmus, unter Verwendung der Stirling-Formel]
In Z7; ~ (N; + ;) In(N; + g;) — N;In N; — g;Ing; =

=gs(l+— |Inll+— )| ——In—>.
Gi gi Gi gi

60In einem finiten System sind die v diskret, in einem makroskopischen quasikontinuierlich.

6

les ist exakt die von Planck durchgefiihrte Rechnung
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Fermi-Statistik Bose-Statistik
Ni gi N;
EZE o —— - e —— 3 6 2 —o— —— Es
E3 ——0— 06— — —0— 3 5 5 — e 8 o o Es
E; -o— — o 0o — —0— 4 6 6 —‘——0—————’— E;
£ —o— —0— —0— —o— 4 4 10 —'— 3 o -3 E
E E

Abbildung 6.14: Besetzungszahlen N; der Energiezustinde F;, die g;-fach entartet sind, fiir
Fermionen links und fiir Bosonen rechts. Die Zahl N; der Teilchen auf Energieniveau FE; kann
bei Fermionen g; nicht iibersteigen (Pauli-Prinzip), fiir Bosonen ist sie nur durch die Gesamt-
teilchenzahl begrenzt. Abb.: C. Makait.

Genau wie bei den Fermionen fiihrt das auf die Entropie pro Zustand, die jetzt die mo-
difizierte Form besitzt:

157 N, N; N; . N,
1+ )1+ =) = = In—,
9 kp i i g Ui

was ebenfalls wieder mit unserem Resultat (6.45]) iibereinstimmt bei der Ersetzung N;/g; —
n;.

Damit haben wir Plancks zweite Ableitung bestédtigt und gleichzeitig eine physikalische
Interpretation gefunden: unsere N; Teilchen entsprechen seinen P identischen Energiepor-
tionen und seine N Kopien der Oszillatoren unseren g; Zustdnden zum entarteten Energie-

niveau “i” (Oszillatormode der Eigenfrequenz v). Fiir die Anwendung der Stirling-Formel
muss dieser Entartungsfaktor jeder Frequenzmode sehr grof} sein.

Die Besetzungszahlen bleiben hier zunéchst offen. Sie lassen sich natiirlich aus dem Ma-
ximum der Gesamtentropie (Summe iiber alle Energiezustédnde bzw. Oszillatormoden bei
fixierter Teilchenzahl und Gesamtenergie) bestimmen.

6.4.6 Planckstrahlung aus dem All: die kosmische
Hintergrundstrahlung

Die heute beobachtete (und seit sehr langer Zeit anhaltende) Expansion des Universums legt
nahe, dass die Evolution mit einer Explosion aus einem extrem komprimierten und extrem
heiflen Zustand begonnen hat — dem Urknall. In diesem Zustand konnen keine zusammenge-
setzten Partikel wie Atome oder Kerne existiert haben, sondern nur die Grundbausteine der
Materie: Elektronen, Positronen, Quarks und Photonen. Erst wihrend der Expansion und der
damit verbunden Abkiihlung kénnen sich Protonen, Neutronen und daraus Kerne gebildet ha-
ben. Anschliefend werden die Kerne Elektronen eingefangen haben, so dass Ionen (Plasma)
und schliefSlich neutrale Atome entstanden sind. Der Ablauf ist in Abb. [6.15] schematisch dar-

gestellt{?].

62Das zugehorige Phasendiagramm hatten wir in Abb. gezeigt.
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Abbildung 6.15: Schematische Darstellung der Expansion des Universums seit dem Urknall
(links) bis heute (rechts). In der Friithphase lag ein extrem heifles und extrem dichtes Quark-
Gluon-Lepton-Photon-Plasma vor. Nach ca. 400 000 Jahren war die Bildung von Atomen ab-
geschlossen, so dass das Universum fiir Photonen transparent wurde. Diese “kosmische Hin-
tergrundstrahlung” wird heute mit Satelliten (gezeigt ist WMAP) genau vermessen und liefert
hochprézise Informationen iiber das Universum und seine Geschichte, s. Text. Quelle: Wikipedia
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Interessant ist zu untersuchen, wie sich die Photonen wiahrend der verschiedenen Etappen ver-
halten haben. In der Frithphase sollte es intensive Streuprozesse von Photonen an geladenen
Teilchen gegeben haben (Thomson- bzw. Compton-Streuung), die die Eigenschaften des Pho-
tonengases stindig stark modifiziert haben (Nichtgleichgewicht). Sobald allerdings (neutrale)
Atome dominiert haben, wurden die Photonen nur noch geringfiigig abgelenkt®], das Universum
wurde “durchsichtig”. Wenn das Urknall-Modell korrekt sein sollte, miisste es daher auch heute
noch Signale aus der Frithphase des Universums geben: Photonen, die geniigend Zeit hatten,
das thermodynamische Gleichgewicht zu erreichen und seitdem keiner signifikante Anderung
ihrer Figenschaften mehr erfahren haben. Bereits 1947 sagten Alpher, Herman, Gamov und an-
dere vorher, dass es diese sog. kosmische Hintergrundstrahlung (cosmic microwave background,
CMB) geben sollte. Damals sollte das Universum eine Temperatur von ca. 3000K gehabt haben,
und dieser Zeitpunkt der “Entkopplung” von Photonen und Atomen soll ca. 400 000 Jahre nach
dem Urknall gewesen sein.

Withrend der Expansion und der damit verbundenen Abkiihlung des Universums® sollte auch
die Temperatur der kosmischen Hintergrundstrahlung sinken, auf heute ca. 2.7K. Die expe-
rimentelle Bestatigung gelang 1964, als Penzias und Wilson Radiosignale aus dem Weltall
auffingen und analysierten@. Die Daten, geplottet als Funktion der Wellenldnge, ergaben ein
perfektes Planck-Spektrum, das ungeféhr einer Temperatur von 3K entsprach, s. Abb. [6.16]
Das bestétigt die Erwartung, dass die Photonen im thermodynamischen Gleichgewicht und
bei der selben Temperatur sind, wie das Universum. Seit den 80er Jahren gab es mehrere
Satelliten-Missionen, die CMB-Strahlung mit immer gréferer Genauigkeit vermessen haben
(COBE 1989-93, WMAP 2001-10, Planck 2009-13f®] Die Messungen des Planck-Satelliten
bestéatigten die auBlergewOhnliche Isotropie der CMB-Strahlung: sie besitzt eine Temperatur
von T’ = 2.72548 4 0.00057K, Abweichungen davon treten erst in der 5. Stelle auf”| und sind im
rechten Teil von Abb. gezeigt. Sie deuten auf Materie hin, die die Strahlung auf ihrem Weg
zur Erde leicht beeinflusst hat. Die hohe Genauigkeit dieser Messdaten ist ein exzellenter Test
fiir kosmologische Modelle und erlaubt z.B. das Alter des Universums auf 13.799 + 0.021Mrd.
Jahre und den Zeitpunkt der Entkopplung der Photonen von der Materie auf 377200 4+ 3200
Jahre zu bestimmen.

Damit ist die Plancksche Quantisierungs-Hypothese nicht nur fiir die Materie im Nanokosmos
von zentraler Bedeutung, sondern auch fiir das Verstédndnis der Struktur des Universums auf
den grofiten Skalen.

6.5 Aufgaben

1. Bestimmen Sie die Fermienergie und die Fermigeschwindigkeit fiir die Leitungselektronen
in Kupfer.

2. Man untersuche das Ergebnis (6.45) fiir die Entropie fiir

(a) ein Fermigas bei T' = 0,
(b) ein Fermigas bei niedrigen Temperaturen, © < 0.1

(¢) ein Bose-Einstein-Kondensat.

63abgesehen von sehr seltenen resonanten Anregungsprozessen

64Man geht davon aus, dass dies in guter Naherung ein adiabatischer Prozess war.

65Dafiir erhielten sie 1978 den Nobelpreis.

66Fiir die COBE-Ergebnisse erhielten J. Mather und G. Smooth den Physik-Nobelpreis 2006.

67Damit handelt es sich um die heute am genauesten bestimmte MessgréBe der Kosmologie. Details sind in
Ref. [Durrer, 2021] zu finden.
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Abbildung 6.16: Links: in den 60er Jahren von Penzias und Wilson auf der Erde gemessenes
Radiowellen-Spektrum; die Symbole sind die Messdaten, die Linie ein Fit an die Planck-Kurve
fiir T'= 3K (aus dem Nobelvortrag von Wilson, 1978). Rechts: CMB-Spektrum des gesamten
Himmels, Messung des Planck-Satelliten. Farbkodiert sind die Abweichungen der Temperatur
vom Mittelwert in der 5. Stelle, d.h. die CMB-Strahlung besitzt aus allen Richtungen aus dem
Universum eine auf 4 Stellen iibereinstimmende Temperatur.

3. Man leite die Ausdriicke (6.41) und (6.42) fiir die Fluktuationen der Besetzungszahlen
ab.

4. Thermodynamische Eigenschaften von Fermigasen.

(a) Berechnen Sie die Zustandsdichte des Elektronengases in einer und zwei Dimensio-
nen.

(b) Berechnen Sie die Koeffizienten in Gleichung (6.25) und finden Sie eine Néherung
fiir die stabile Elektronendichte.

(c) Berechnen Sie die Fermienergie fiir ein relativistisches Fermigas. Untersuchen Sie
anschliefend den ultrarelativistischen Grenzfall.

5. Untersuchen Sie das ultrarelativistische Bosegas im eindimensionalen und zweidimensio-
nalen Grenzfall. Untersuchen Sie insbesondere die M6glichkeit von Bose-Einstein-Konden-
sation.
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