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1 Einleitung
Die vor über 100 Jahren vorhergesagte Kondensation bosonischer Systeme, die Bose-
Einstein-Kondensation, gehört sicherlich zu den faszinierensten Phänomenen der moder-
nen Physik. Besonders seit der 1995 gelungenen Realisierung dieser Bose-Einstein-Kon-
densation [AEM+95, DMA+95, BSTH95] für Systeme von eingeschlossenen, ultrakal-
ten, atomaren Gasen hat die Untersuchung dieser Thematik zueinem schnell wachsenden
Forschungsgebiet geführt. Doch nicht nur Laser-gekühlte Atome oder der historische Pro-
totyp eines Bose-Einstein-Kondensats, flüssiges4He, sind Gegenstand dieser Forschung.
Ebenso führen Untersuchungen von Hochtemperatur-Supraleitern, Exitonen, subatomarer
Materie oder auch von Neutronensternen zu aktuellen Fragestellungen, die eng im Zusam-
menhang mit der Bose-Einstein-Kondensation stehen [GSS95]. Aber gerade wegen der
Komplexität dieses Themas ist ein grundlegendes Verständnis von einfachen Systemen
unabdingbar. Insbesondere die Analyse der Bose-Einstein-Kondensation von homogenen
bosonischen Systemen ist dazu prädestiniert und deshalb auch Gegenstand aktuellen In-
teresses.

Die Untersuchung solcher Systeme von wechselwirkenden Bosonen geht zurück auf
Bogoliubov [Bog47], der als erster durch Anwendung einer kanonischen Transformati-
on das zugehörige Anregungsspektrum berechnen konnte. Kurze Zeit später gelang es
Beliaev [Bel58a], Methoden aus der Quantenfeldtheorie beider Anwendung auf diese
Vielteilchensysteme zu benutzen, um so bestimmte Rechnungen entscheidend zu verein-
fachen bzw. überhaupt erst zu ermöglichen. Vor allem die Verwendung der Greenschen
Funktionen führte in der Folge zu wesentlichen Erkenntnissen. So wurden sie zum Bei-
spiel von Hugenholtz und Pines [HP59] benutzt, um Quantenkorrekturen physikalischer
Größen zu berechnen. Im Verlaufe ihrer Arbeit konnten sie zusätzlich die nach ihnen be-
nannte Hugenholtz-Pines-Relation aufzeigen, die das chemische Potential mit den Selbst-
energien auf nicht-störungstheoretischem Wege in Verbindung bringt.

All diese Arbeiten betrachteten das homogene bosonische System allerdings bei der
TemperaturT = 0. Nachdem erste thermische Korrekturen von Lee und Yang [LY58,
LY59] mit Hilfe der Pseudopotentialmethode berechnet wurden, gelang es als erstem Po-
pov in seinen Arbeiten [Pop83, Pop87, PY88] das System im Falle endlicher Temperatur,
das heißt fürT 6= 0, zu untersuchen. Dazu nutzte er aber nicht den von Beliaev verwende-
ten Operatorformalismus als Zugang zur Quantenfeldtheorie, sondern bediente sich des
Funktionalintegralzuganges in seiner kohärenten Darstellung [Fad76]. Dies ist allerdings
vom Feynmanschen Funktionalintegral zu unterscheiden, welches nicht von kohärenten
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1 Einleitung

Zuständen ausgeht und deshalb für die Bose-Einstein-Kondensation auch nicht geeignet
ist.

Die bei Popovs Zugang verwendete Funktionalintegration ist eine der leistungsstärk-
sten Methoden in der heutigen theoretischen Physik. Sie bietet einen rationellen Formalis-
mus, der einfachere und schnellere Rechnungen erlaubt, alses im Operatorzugang (wenn
überhaupt) möglich ist, und hilft darüber hinaus auch eine qualitative Einsicht des zugrun-
de liegenden Phänomens aufzubauen. Insbesondere auch für den Fall der Bose-Einstein-
Kondensation sorgt das Funktionalintegral in kohärenter Darstellung für einen optimalen
Zugang. Leider hat sich dieser, obwohl in der Quantenfeldtheorie ein Standardwerkzeug,
innerhalb der Vielteilchentheorie bisher nur zögerlich durchgesetzt [NO94, And04].

Popov war damit, wie bereits erwähnt, in der Lage, erstmals auch eine Untersuchung
des homogenen bosonischen Systems für beliebige Temperaturen inklusive des kritischen
PunktesTc durchzuführen. Inbesondere bewies er die auf endliche Temperaturen verall-
gemeinerte Hugenholtz-Pines-Relation, um damit Berechnungen bestimmter Größen, u.a.
die „thermal depletion“ durchzuführen. Allerdings ist sein Beweis in zweierlei Hinsicht
nicht korrekt. Zum einen ist die von ihm angeführte Argumentation nicht folgerichtig,
führt ihn aber trotzdem zum richtigen Ergebnis. Zum anderengelingt Popov der Beweis
nur innerhalb der Störungstheorie, obwohl die Hugenholtz-Pines-Relation in ihrer Origi-
nalfassung fürT = 0 nicht störungstheoretisch, sondern exakt war.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, den von Popov erbrachten Beweis der Hugenholtz-
Pines-Relation zu korrigieren und auf nicht-störungstheoretische Weise zu verallgemei-
nern. Insbesondere erhalten wir als Resultat, daß die Hugenholtz-Pines-Relation auch für
endliche Temperaturen exakt ist. Darüber hinaus wird es unsmit Hilfe der Schwinger-
Dyson-Gleichungen, die wir herleiten und für den angesprochenen Beweis benutzen wer-
den, möglich sein, eine äquivalente Formulierung jener Relation anzugeben. Diese For-
mulierung wird uns dann eine Berechnung der „thermal depletion“ in erster Loopnähe-
rung ermöglichen.

Grundlage dieser Diplomarbeit ist die Mitschrift [Gre04] der Vorlesung „Einführung
in die Quantenfeldtheorie“ gehalten von G. Grensing im WS 2003/04 an der Universität
Kiel.

Der Text dieser Arbeit gliedert sich folgendermaßen:

• Nach dieser Einleitung wenden wir uns im zweiten Kapitel denfunktionalen Me-
thoden zu. Insbesondere stellen wir in 2.1 die großkanonische Zustandssumme so-
wie in 2.3 die Greenschen Funktionen in ihrer funktionalintegralen Form dar und er-
läutern in Abschnitt 2.4 wie man diese Größen mit Hilfe von Feynmangraphen stö-
rungstheoretisch berechnet. Desweiteren machen wir uns in2.2 durch Symmetrie-
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betrachtungen der klassischen Feldgleichungen das Auftreten einer Bose-Einstein-
Kondensation plausibel.

Abschnitt 2.4.1 ist der Einführung weiterer Größen, insbesondere den Selbstener-
gien, gewidmet, die im weiteren Verlauf dieser Arbeit eine wichtige Rolle spielen
werden.

• Anschließend behandelt das dritte Kapitel den Beweis der Hugenholtz-Pines-Rela-
tion. Um diesen durchzuführen, werden wir uns in 3.1 mit den Schwinger-Dyson-
Gleichungen des homogenen bosonischen Systems befassen. Mit Hilfe dieser Glei-
chungen sind wir dann in Abschnitt 3.2 in der Lage, wichtige Differentialidentitäten
exakt abzuleiten, die uns den Beweis der Hugenholtz-Pines-Relation, den wir in 3.3
durchführen werden, ermöglichen. Zuvor werden wir allerdings in Abschnitt 3.2 die
Differentialidentitäten auch störungstheoretisch berechnen, um so die Unterschiede
zu Popovs Zugang besser deutlich machen zu können.

Die Erarbeitung einer äquivalenten Formulierung der Hugenholtz-Pines-Relation
auf Grundlage der Schwinger-Dyson-Gleichungen in Abschnitt 3.1.1 runden das
Kapitel ab.

• Kapitel 4 ist der Herleitung, der im folgenden wichtigen Dyson-Beliaev-Gleichun-
gen gewidmet. Diese Herleitung, die wir in Abschnitt 4.2 geben werden, führen wir
allerdings nicht wie sonst oft üblich mit Hilfe von Feynmangraphen durch, sondern
mit Hilfe von Vertexfunktionen, mit denen wir uns in 4.1 befassen. In Abschnitt
4.3 betrachten wir kurz den Zusammenhang, der zwischen den Dyson-Beliaev-
Gleichungen und der Hugenholtz-Pines-Relation existiert.

• Eine der grundlegenden Anwendungen, bei der die Erkenntnisse über bosonische
Systeme einfließen, ist das verdünnte Bosegas. Deshalb werden wir in Kapitel 5 die
zuvor gewonnenen Kenntnisse innerhalb dieses speziellen Systems benutzen. Dazu
geben wir am Anfang eine passende Näherung der Selbstenergien an, aus der wir
in Abschnitt 5.2 mit Hilfe der Dyson-Beliaev-Gleichungen einen Ausdruck für die
Greensche Funktion berechnen werden. Dies ermöglich uns dann die in 5.3 folgen-
de Berechnung der Temperaturabhängigkeit der Nichtkondensatsdichte.

Die in dieser Arbeit zentrale Hugenholtz-Pines-Relation bzw. ihre äquivalente Dar-
stellung werden wir schließlich in Abschnitt 5.4 benutzen,um die für die Untersu-
chung des Bose-Einstein-Kondensats wichtige „thermal depletion“ in erster Loop-
ordnung zu berechnen.

• Eine Zusammenfassung schließt die Arbeit ab.
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1 Einleitung

• Einige wichtige Rechnungen, deren Resultate wir benötigen, sind in den Anhängen
aufgeführt.
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2 Funktionale Methoden und dieBose-Einstein-Kondensation
Die vorliegende Arbeit gilt der Untersuchung eines Systemswechselwirkender Bosonen,
die sich bei endlicher Temperatur innerhalb eines endlichen VolumensV = L3 befinden.
Insbesondere wird uns ein solches System im Bereich der Bose-Einstein-Kondensation
interessieren. Die dabei auftretenden theoretischen Fragestellungen werden wir mit Hilfe
der Quantenfeldtheorie im Funktionalintegralzugang behandeln. Das vorliegende Kapitel
dient deshalb der Einführung dazu notwendiger Methoden. Vor allem werden wir die Zu-
standsumme und andere wichtige Größen, wie zum Beispiel dieGreenschen Funktionen,
als Funktionalintegral darstellen und aufzeigen, wie man sie mit Hilfe der Störungstheo-
rie berechnet. Zusätzlich wollen wir durch Untersuchung der klassischen Feldgleichungen
plausibel machen, warum überhaupt eine Kondensation auftritt.2.1 Die groÿkanonishe Zustandssumme
Bevor wir die Analyse unseres bosonischen Vielteilchensystems beginnen können, ist es
wichtig darzulegen, welche quantenstatistische Beschreibung des Systems wir überhaupt
wählen. Das oft benutzte Ensemble mit fester Teilchenzahl erweist sich nämlich in unse-
rem Fall eines Zwei-Phasen-Gemisches aus Kondensat und Rückstand als zu einschrän-
kend in der Beschreibungsmöglichkeit. Vielmehr werden wirdeshalb den Zugang über
das großkanonische Ensemble mit variabler Teilchenzahl verwenden. Die diesen Zugang
ermöglichende Größe der Quantenstatistik ist die großkanonische Zustandssumme

Z(T,V,µ) = Spe−β (Ĥ−µN̂) . (2.1.1)

In der angegebenen Form ist sie formal als Spur des Entwicklungsoperators in imaginärer
Zeit interpretierbar. Damit ist es möglich, die angegebeneZustandssumme als Funktional-
integral in kohärenter Darstellung zu schreiben [Gre04], das heißt unter Benutzung von
bosonischen, kohärenten Zuständen. Die Wahl dieser kohärenten Zustände als Entwick-
lungsbasis für das Funktionalintegral ist bei der Benutzung des großkanonischen Ensem-
bles sehr natürlich, da sich diese Zustände u.a. dadurch auszeichnen, daß sie keine feste
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2 Funktionale Methoden und die Bose-Einstein-Kondensation

Teilchenzahl besitzen. Die Zustandssumme erhält damit dieGestalt1

Z(T,V,µ) =
∫

PBC

d[ψ,ψ] e
−∫ β

0 dτ
(

∫

V dx
(

ψ(τ,x){ ∂
∂ τ −µ}ψ(τ,x)

)

+H[ψ,ψ]

)

, (2.1.2)

wobei die Funktionenψ ,ψ, über die integriert wird, gemäß der Bezeichnung „PBC“2 den
periodischen Randbedingungen

ψ(τ +β ,x) = ψ(τ,x)

ψ(τ,x+Lei) = ψ(τ,x)

ψ(τ +β ,x) = ψ(τ,x)

ψ(τ,x+Lei) = ψ(τ,x)
(2.1.3)

unterliegen. Mit Hilfe dieser Bedingungen wird das endliche Volumen, in dem sich die
Teilchen befinden, berücksichtigt. Der auftretende HamiltonoperatorĤ bzw. die entspre-
chende HamiltonfunktionH ist im Falle des bosonischen Systems mit Zweiteilchenwech-
selwirkung durch

H[ψ ,ψ] =

∫

V

dx
(

1
2m∇ψ(τ,x) ·∇ψ(τ,x)

)

+
1
2

∫

V×V

dxdyψ(τ,x)ψ(τ,x)U(x−y)ψ(τ,y)ψ(τ,y) (2.1.4)

gegeben.

Wie es bei Pfadintegralen typisch ist, so beschreibt auch der im Funktionalintegral
(2.1.2) auftretende, Exponent (ohne Minuszeichen) die klassische Wirkung des Systems,
die mit (2.1.4) die Form

S[ψ,ψ] :=

β
∫

0

dτ
(

∫

V

dxψ(τ,x){ ∂
∂τ −

∇2

2m−µ}ψ(τ,x)

+
1
2

∫

V×V

dxdyψ(τ,x)ψ(τ,x)U(x−y)ψ(τ,y)ψ(τ,y)
)

(2.1.5)

annimmt. Durch die periodischen Randbedingungen (2.1.3) ist es möglich, diese Wir-
kung, bei der die auftretenden Funktionen durch Ortx und (imaginäre) Zeitτ beschrieben
werden, auch mit Hilfe der entsprechenden Fouriertransformierten, die durch Frequenzω

1h̄ = 1
2Periodic boundary conditions; diese explizite Bezeichnung werden wir allerdings im weiteren Verlauf

den Funktionalintegralen nicht mehr hinzufügen.
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2.1 Die großkanonische Zustandssumme

und Impulsk beschrieben werden, auszudrücken. Letztere berechnen sich mit

ψ(ω,k) =
1

(βV)1/2

β
∫

0

∫

V

dτ dx ei(ωτ+k ·x) ψ(τ,x)

ψ(ω,k) =
1

(βV)1/2

β
∫

0

∫

V

dτ dx e−i(ωτ+k ·x) ψ(τ,x),

(2.1.6)

wenn die Fourierzerlegung der periodischen Felder durch

ψ(τ,x) =
1

(βV)1/2 ∑
ki=n2π

L
ω=n2π

β

e−i(ωτ+k ·x) ψ(ω,k)

ψ(τ,x) =
1

(βV)1/2 ∑
ki=n2π

L
ω=n2π

β

ei(ωτ+k ·x) ψ(ω,k)

(2.1.7)

gegeben ist3. Nutzen wir diese Zerlegung für die einzelnen Summanden in (2.1.5), so
erhält man

β
∫

0

dτ
∫

V

dxψ(τ,x){ ∂
∂τ −

∇2

2m−µ}ψ(τ,x)

= ∑
p,p′

ψ(p′)ψ(p)
1

βV

β
∫

0

dτ
∫

V

dxeip′x{ ∂
∂τ −

∇2

2m−µ}e−ipx

= ∑
p,p′

ψ(p′){−ip0+ p2

2m−µ}ψ(p)
1

βV

β
∫

0

dτ
∫

V

dxeix(p′−p)

= ∑
p

ψ(p){−ip0+ p2

2m−µ}ψ(p),

(2.1.8)

3Die ω-Summation kann man auch durch∑n f (ωn) mit der Matsubarafrequenzωn = n2π
β ausdrücken. Wir

werden dafür im folgenden kurz∑ω f (ω) schreiben. Entsprechendes gilt für diek-Summation. Darüber
hinaus führen wir zur Vereinfachung der Darstellung die 4-Größenx = (τ,x) und p = (ω ,k) =: (p0,p)
ein, wobei wir letztere kurz als Impuls bezeichnen, und machen vor allem bei Benutzung des Potentials
davon Gebrauch, das Argument als Index zu verwenden.
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2 Funktionale Methoden und die Bose-Einstein-Kondensation

sowie

1
2

β
∫

0

dτ
∫

V×V

dxdyψ(τ,x)ψ(τ,x)U(x−y)ψ(τ,y)ψ(τ,y)

=
1
2 ∑

p1,p2,
p3,p4,k

ψ(p1)ψ(p3)Ukψ(p2)ψ(p4)

× 1
V3β 2

β
∫

0

∫

V×V

dτ dxdyeip1xe−ip3xeik ·(x−y) eip2ye−ip4y

=
1

4βV ∑
p1,p2
p3,p4,k

ψ(p1)ψ(p3){Uk +Uk}ψ(p2)ψ(p4)δp1+p2,p3+p4δk,p2−p4

=
1

4βV ∑
p1+p2
=p3+p4

ψ(p1)ψ(p2){Up1−p3 +Up1−p4}ψ(p3)ψ(p4),

(2.1.9)

wobei wirU(x) = V−1∑kUk eik ·x undUk = U−k benutzt haben. Damit läßt sich die Wir-
kung auch mit Hilfe der fouriertransformierten Felder durch

S[ψ,ψ] := ∑
p

ψ(p){−ip0+ p2

2m−µ}ψ(p)

+
1

4βV ∑
p1+p2
=p3+p4

ψ(p1)ψ(p2){Up1−p3 +Up1−p4}ψ(p3)ψ(p4) (2.1.10)

berechnen. Dies wird uns vor allem bei der Störungstheorie von großem Nutzen sein.2.2 Die klassishen Feldgleihungen und dasAuftreten einer Kondensation
Betrachten wir die klassische Wirkung (2.1.5) des bosonischen Systems, so können wir
durch Variation die klassischen Feldgleichungen

0 =
δS

δψ(τ,x)
=

{

∂
∂τ −

∇2

2m−µ +

∫

dyU(x−y)ψ(τ,y)ψ(τ,y)
}

ψ(τ,x) (2.2.1a)

0 =
δS

δψ(τ,x)
=

{

− ∂
∂τ −

∇2

2m−µ +

∫

dyU(x−y)ψ(τ,y)ψ(τ,y)
}

ψ(τ,x) (2.2.1b)
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2.2 Die klassischen Feldgleichungen und das Auftreten einer Kondensation

errechnen4. Die durchgeführte Variation entspricht dabei der niedrigsten Ordnung in der
Näherungsmethode der stationären Phase bezüglich des Funktionalintegrals (2.1.2) bzw.
der Sattelpunktsapproximation. Das Ergebnis, die Gleichungen (2.2.1), können als all-
gemeine Form der Groß-Pitaevskii-Gleichungen in imaginärer Zeit und ohne externes
Potential aufgefaßt werden. Sie besitzen eine einfache, von Null verschiedene Lösung,
nämlichψ = ψc = konst. undψ = ψc. Dabei bestimmt sich die Konstante aus der Wech-
selwirkung und dem chemischen Potential gemäß

0 = −µψc +

∫

dyU(x−y)|ψc|2ψc (2.2.2)

unter Benutzung des fouriertransformierten PotentialsU0 =
∫

dyU(x−y) zu

ψc =

√

µ
U0

eiφ . (2.2.3)

Eine bestimmte Lösung der klassischen Feldgleichungen wird daraus durch Festlegung
der Phaseφ gewonnen. Das dem ganzen dabei zugrunde liegende Prinzip ist die spontane
Symmetriebrechung: In der klassischen Physik werden die Symmetrien des Systems und
damit die der physikalischen Größen durch die Symmetrien der Lagrangedichte bzw. der
Wirkung beschrieben, was in der Invarianz unter den entsprechenden Symmetrietransfor-
mationen zum Ausdruck kommt. In der Quantentheorie wird diese Lagrangedichte aber
durch die grundlegenden Operatoren der Theorie dargestellt. Diese Operatoren besitzen
je nach Zustand des Systems bestimmte Erwartungswerte. Dasergibt folgende Möglich-
keit. Die Lagrangedichte gehorcht einer Symmetrie, während der Systemzustand bzw.
der entsprechende Zustandsvektor diese nicht besitzt. Dasführt dazu, daß beobachtbare
Größen, wie zum Beispiel Erwartungswerte, nicht länger derSymmetrie der Lagrange-
dichte unterliegen. Einen solchen Prozeß, bei dem durch dieWahl eines Systemzustandes
die Symmetrie gebrochen wird, nennt man spontane Symmetriebrechung. Machen wir
uns dies durch Betrachtung der zum bosonischen System ähnlichen, aber stationären und
einfacheren Lagrangedichte

L = 1
2m(∇ψ)2− 1

2U0|ψ|4+ µ|ψ|2 (2.2.4)

klar. Diese Lagrangedichte besitzt ebenso wie (2.1.5) eineglobaleU(1)-Invarianz, das
heißt, sie ist invariant unter der Transformationψ(x) 7→ ψ(x)eiα . Die Minima des zuge-
hörigen Potentials sind durch

ψ =

√

µ
U0

eiφ (2.2.5)

gegeben (siehe dazu Abbildung 2.1) und werden charakteristischerweise durch die an-
gegebene Symmetrietransformation ineinander überführt.In der Quantentheorie werden

4Hierbei ist zu bemerken, daß die Felderψ ,ψ im allgemeinen nicht als zueinander komplex konjugierte
Größen aufgefaßt werden können [NO94], sondern als unabängig voneinander betrachtet werden müs-
sen.
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2 Funktionale Methoden und die Bose-Einstein-Kondensation

ψ

V(ψ)

ψ =
√

µ
U0

Abbildung 2.1: Darstellung des PotentialsV(ψ) und der zugehörigen Minima

die klassischen Felderψ durch Operatoren̂ψ ersetzt, und für den Grundzustand gilt

< ψ̂ >=
√

µ
U0

eiφ , wobei die Phaseφ zur eindeutigen Wahl des Grundzustandes festgelegt

werden muß. Dadurch besitzt er allerdings nicht mehr die Symmetrie der Lagrangedichte,
denn

< ψ̂ >=

√

µ
U0

eiφ 7→< ψ̂ eiα >=

√

µ
U0

ei(φ+α) 6=
√

µ
U0

eiφ . (2.2.6)

Wir erkennen also, daß im Fall unseres bosonischen Systems tatsächlich eine spontane
Symmetriebrechung existiert5. Es läßt sich zeigen [NO94], daß damit auch eine Konden-
sation des bosonischen Systems einhergeht, und daß die Dichte des Kondensats in klassi-
scher Näherung beiT = 0 durchnc = |ψc|2 = µ

U0
gegeben ist. Dieser Wert wird aber, wie

wir im Kapitel 5 noch sehen werden, sowohl quantentheoretisch als auch thermisch durch
die sogenannte „quantum depletion“ bzw. „thermal depletion“ korrigiert werden.2.3 Die Greenshen Funktionen
Innerhalb der Quantenfeldtheorie, und damit auch bei derenAnwendung auf Vielteil-
chensysteme, spielen die sogenannten Greenschen Funktionen bzw. Propagatoren eine
entscheidende Rolle. Sie sind Verallgemeinerungen der ausder Lösungstheorie von Dif-
ferentialgleichungen bekannten Greenschen Funktionen [Eco83] und kommen in vielen
Varianten vor - Einteilchen, Vielteilchen,T = 0, T 6= 0, reelle Zeit, imaginäre Zeit,. . ..
Die Bedeutung dieser Größen beruht zum einen darauf, daß mitihrer Hilfe die wichtig-
sten physikalischen und experimentell meßbaren Eigenschaften eines Systems berechnet
werden können. Zum anderen ist es möglich, die Propagatorenmit Hilfe der Störungs-
theorie auf systematische Weise zu berechnen.

5Diese findet allerdings erst unterhalb einer kritischen Temperatur statt.
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2.3 Die Greenschen Funktionen

Wir definieren die Greenschen Funktionen (bei endlicher Temperatur, in imaginärer
Zeit) durch das Funktionalintegral

G′m,n
(p1 · · · pm; p′1 · · · p′n) =

1
Z

∫

d[ψ,ψ] ψ(p1) · · ·ψ(pm)ψ(p′1) · · ·ψ(p′n)e−S[ψ,ψ] .

(2.3.1)
Es ist möglich, diesen Ausdruck auch im Operatorformalismus durch entsprechende Er-
zeugungs- und Vernichtungsoperatoren gemäß

G′m,n
(p1 · · · pm; p′1 · · · p′n) =< T[ψ̂(p1) · · ·ψ̂(pm)ψ̂†(p′n) · · · ψ̂†(p′1)] > (2.3.2)

darzustellen [NO94], wobeiT die Operatoren in imaginärer Zeit ordnet und< · > den
thermischen Erwartungswert bezeichnet. Die durch (2.3.1)definierten Greenschen Funk-
tionenG′m,n haben allerdings den Nachteil, daß sie die Kondensation desbosonischen
Systems nicht explizit berücksichtigen. Die einfachste Möglichkeit [Pop83], dies zu än-
dern, besteht beim Funktionalintegral in der Aufspaltung

ψ(x) = χ(x)+ψc (2.3.3a)

ψ(x) = χ(x)+ψc (2.3.3b)

innerhalb des Wirkungsfunktionals, bei derψc eine noch beliebige komplexe Konstante
darstellt, deren Zusammenhang mit dem Kondensat später hergestellt wird. In der Impuls-
darstellung nimmt (2.3.3) die Form

ψ(p) =
1

(βV)1/2

β
∫

0

∫

V

dτ dx eipx ψ(x)

=
1

(βV)1/2

β
∫

0

∫

V

dτ dx eipx(χ(x)+ψc
)

= χ(p)+(βV)1/2ψcδp,0

(2.3.4)

und entsprechend

ψ(p) = χ(p)+(βV)1/2ψcδp,0 (2.3.5)

an. Nun ist es möglich, die Greenschen Funktionen

Gm,n(p1 · · · pm; p′1 · · · p′n) =
1
Z

∫

d[χ,χ] χ(p1) · · ·χ(pm)χ(p′1) · · ·χ(p′n)e−S[χ+ψc,χ+ψc]

=< T[χ̂(p1) · · · χ̂(pm)χ̂†(p′n) · · · χ̂†(p′1)] >
(2.3.6)

zu definieren, die, wie wir noch sehen werden, eine expliziteBehandlung der Kondensa-
tion erlauben. Im folgenden werden wir das dabei auftretende WirkungsfunktionalS[χ +

11



2 Funktionale Methoden und die Bose-Einstein-Kondensation

ψc,χ + ψc] kurz mit S[χ,χ] bezeichnen, obwohl dadurch zu beachten ist, daß durch
S[ψ,ψ] und S[χ,χ] zwei unterschiedliche funktionale Zusammenhänge gegebensind.
Aufgrund von (2.1.10) gilt für letzteren

S[χ +ψc,χ +ψc]

= ∑
p

(

χ(p)+(βV)1/2ψcδp,0
)

{−ip0− p2

2m−µ}
(

χ(p)+(βV)1/2ψcδp,0
)

+
1

4βV ∑
p1+p2

=p3+p4

(

χ(p1)+(βV)1/2ψcδp,0
)(

χ(p2)+(βV)1/2ψcδp,0
)

{Up1−p3 +Up1−p4}

×
(

χ(p3)+(βV)1/2ψcδp,0
)(

χ(p4)+(βV)1/2ψcδp,0
)

= (βV)α +∑
p

χ(p){−ip0− p2

2m−µ}χ(p)+(βV)1/2(γχ(0)+ χ(0)γ)

+ |ψc|2∑
p

χ(p)χ(p){U0+Up}+ 1
2 ∑

p

(

ψ2
c χ(p)χ(−p)+ψ2

cχ(p)χ(−p)
)

Up

+ 1
2(βV)1/2 ∑

p1+p2
=p3

(ψcχ(p1)χ(p2)χ(p3)+ψcχ(p1)χ(p2)χ(p3)){Up1 +Up2}

+ 1
4βV ∑

p1+p2=
p3+p4

χ(p1)χ(p2)χ(p3)χ(p4){Up1−p3 +Up1−p4},

(2.3.7)

wobeiα undγ durch

α : = |ψc|2
(

1
2|ψc|2U0−µ

)

(2.3.8a)

γ : = ψc
(

|ψc|2U0−µ
)

(2.3.8b)

gegeben sind. Es ist noch zu bemerken, daß die Greenschen FunktionenGm,n eine beson-
ders einfache und zugängliche Form besitzen, falls

ψc =
< ψ̂(p = 0) >

(βV)1/2
(2.3.9)

gesetzt wird; dann gilt nämlich insbesondere

G1,0(0) =< χ̂(p = 0) >= 0 und (2.3.10a)

G0,1(0) = 0. (2.3.10b)

Nachdem wir nun die Greenschen Funktionen definiert haben, stellt sich natürlich die
Frage, warum sie denn in so engem Zusammenhang mit beobachtbaren Größen stehen.
Dies wird plausibel, wenn man bedenkt, daß die Propagatorenals Erwartungswerte von
Feldoperatoren darstellbar sind und daß innerhalb der zweiten Quantisierung meßbare

12



2.3 Die Greenschen Funktionen

Größen ebenfalls durch diese Feldoperatoren beschrieben werden. So gilt zum Beispiel
für die Teilchenzahl eines Systems

N = lim
τ+→τ

∫

dx < ψ̂†(x,τ+)ψ̂(x,τ) >= lim
τ+→τ

∫

dxG′1,1
(x,τ;x,τ+)

beziehungsweise unter Ausnutzung der translatorischen Invarianz, bei der die Greensche
Funktion nur noch von der Differenz ihrer Argumente abhängt,

= lim
τ+→τ

∫

dxG′1,1
(x−x,τ − τ+) = lim

τ+→τ

∫

dx
1

βV ∑
p

ei(p0(τ−τ+)+p ·(x−x)) G′1,1
(p; p)

= lim
ε→0+

1
β ∑

p
eip0ε G′1,1

(p; p). (2.3.11)

Wir sehen also, daß es tatsächlich möglich ist, physikalische Größen mit Hilfe der Green-
schen Funktionen zu berechnen. Für die Dichte des Systems folgt mit (2.3.11)

ρ =
1

βV
lim

ε→0+
∑
p

eip0ε G′1,1
(p; p). (2.3.12)

Ersetzen wir die Greensche FunktionG′1,1 durchG1,1 gemäß

G′1,1
(p; p) =

1
Z

∫

d[ψ,ψ] ψ(p)ψ(p)e−S[ψ,ψ]

=
1
Z

∫

d[χ,χ]
(

χ(p)+(βV)1/2ψcδp,0
)(

χ(p)+(βV)1/2ψcδp,0
)

e−S[χ,χ]

= G1,1(p; p)+(βV)1/2δp,0

(

G0,1(p)ψc +G1,0ψc

)

+βV|ψc|2δp,0,

(2.3.13)

so erhalten wir mit der Wahl (2.3.9) die Relation

ρ =
1

βV
lim

ε→0+
∑
p

eip0ε G1,1(p; p)+ |ψc|2, (2.3.14)

die uns die physikalische Bedeutung der Konstantenψc angibt. Legen wir nämlich die-
se beliebige Konstante durch (2.3.9) fest, so erhält|ψc|2 die natürliche Bedeutung der
Kondensatsdichtenc, das heißtnc = |ψc|2. Insbesondere wird damit deutlich, warum die
Einführung vonψc eine explizite Behandlung des Kondensats erlaubt. Wir werden al-
lerdings die Konstante bis zum Beweis der Hugenholtz-Pines-Relation nicht festlegen,
sondern weiterhin als beliebig zulassen, da mit der durch (2.3.9) erreichbaren einfacheren
Darstellung der Greenschen Funktionen auch einige Einschränkungen verbunden sind,
die wir zunächst vermeiden möchten.
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2 Funktionale Methoden und die Bose-Einstein-Kondensation

Die Berechnung der Greenschen Funktionen kann auf einfacheWeise mit Hilfe des
erzeugenden Funktionals

Z[J,J] = Z−1
∫

d[χ,χ] e−S[χ,χ]+J·χ+χ ·J (2.3.15)

durchgeführt werden. Es hängt von den skalaren FunktionenJ undJ ab, welche aufgrund
der Entsprechung in der zugehörigen Lagrangedichte auch als äußere Quellen bezeichnet
werden. Die Anknüpfung vonJ undJ an die Felder erfolgt dabei über

J ·χ : = ∑
p

J(p)χ(p) bzw. (2.3.16a)

χ ·J : = ∑
p

χ(p)J(p). (2.3.16b)

Unter Benutzung der funktionalen Ableitung vonZ[J,J] nach den äußeren Quellen wer-
den nun gerade die Greenschen Funktionen generiert, wenn man die Ableitung an der
StelleJ = 0 = J betrachtet. Dann gilt nämlich

δ m

δJ(p1)...δJ(pm)
δ n

δJ(p′1)...δJ(p′n)
Z[J,J]|J=0=J

=
1
Z

∫

d[χ,χ] χ(p1) · · ·χ(pm)χ(p′1) · · ·χ(p′n)e−S[χ,χ]+J·χ+χ ·J |J=0=J

= Gm,n(p1 · · · pm; p′1 · · · p′n).

(2.3.17)

Der für die korrekte Normierung der Greenschen Funktionen notwendige VorfaktorZ−1

im erzeugenden Funktional (2.3.15) führt dazu, daß letzteres auf Eins im Sinne von

Z[J,J]|J=0=J = Z−1
∫

d[χ,χ] e−S[χ,χ] = 1 (2.3.18)

normiert ist. Wir werden im nächsten Abschnitt feststellen, daß dadurch ebenfalls die
Berechnung des VorfaktorsZ−1 bzw. der großkanonischen Zustandssumme möglich ist.2.4 Störungstheorie und ihre Darstellung durhFeynmangraphen
Die angegebenen Greenschen Funktionen ebenso wie die großkanonische Zustandssum-
me können im Fall der wechselwirkenden Bosonen nicht exakt berechnet werden. Viel-
mehr sind Näherungsmethoden für ihre Bestimmung erforderlich. Eine dieser Methoden,
die Störungstheorie, basiert auf der im Funktionalintegral (2.3.15) durchführbaren Auf-
spaltung

S= S0+SI , (2.4.1)
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2.4 Störungstheorie und ihre Darstellung durch Feynmangraphen

bei der die Terme, die die Wechselwirkung beschreiben, inSI isoliert werden und der
dadurch auftretende Faktor eSI in einer Potenzreihe entwickelt und integriert wird. Dazu
ist es allerdings notwendig, zuvor die Größe

Z0[J,J] = Z−1
0

∫

d[χ,χ] e−S0[χ,χ]+J·χ+χ ·J (2.4.2)

mit

Z0 =

∫

d[χ,χ] e−S0[χ,χ] (2.4.3)

des Systems ohne Wechselwirkung zu berechnen. Ist dies gelungen, können wir nämlich
das erzeugende Funktional des Systems mit Wechselwirkung bzw. die daraus konstruier-
baren Größen durch Entwicklung der Relation

Z[J,J] = Z−1
∫

d[χ,χ] e−S[χ,χ]+J·χ+χ ·J

= Z−1
∫

d[χ,χ] e−S0[χ,χ]−SI [χ,χ]+J·χ+χ ·J

= Z−1
∫

d[χ,χ] e−SI [χ,χ] e−S0[χ,χ]+J·χ+χ ·J

= Z−1
∫

d[χ,χ] e
−SI [

δ
δJ ,

δ
δJ

]
e−S0[χ,χ]+J·χ+χ ·J

= Z−1e
−SI [

δ
δJ ,

δ
δJ

]
∫

d[χ,χ] e−S0[χ,χ]+J·χ+χ ·J

=
Z0

Z
e
−SI [

δ
δJ ,

δ
δJ

]
Z0[J,J]

(2.4.4)

bestimmen. Die dazu notwendige Kenntnis des Funktionals (2.4.2) läßt sich mit Hilfe
einer Variablentransformation gewinnen, die die linearenAbhängigkeiten inJ undJ wei-
testgehend eliminiert. Diese Transformation

χ 7→ χ ′ = χ −ζ

χ 7→ χ ′ = χ −ζ
(2.4.5)

bei der die neuen Integrationsvariablen durch gestricheneGrößen dargestellt werden und
bei der überζ und ζ noch geeignet verfügt wird, stellt nur eine funktionale Translation
dar, so daß aufgrund von d[χ ′,χ ′] = d[χ,χ]

Z0[J,J] = Z−1
0

∫

d[χ ′,χ ′] e−S0[χ ′+ζ ,χ ′+ζ ]+J ·(χ ′+ζ )+(χ ′+ζ )·J (2.4.6)

folgt. Nutzen wir nun die explizite Gestalt der Wirkung (2.3.7) und insbesondere den
wechselwirkungsfreien Anteil

S0[χ,χ] = ∑
p

χ(p)∆(p)−1χ(p) mit ∆(p) :=
(

−ip0+ p2

2m−µ
)−1

, (2.4.7)
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2 Funktionale Methoden und die Bose-Einstein-Kondensation

so läßt sich der Exponent des Integranden in der Form

−∑
p

[

(

χ ′(p)+ζ (p)
)

∆(p)−1ζ (p)−
(

χ ′(p)+ζ (p)
)

J(p)

+ χ ′(p)∆(p)−1ζ (p)−χ ′(p)J(p)

+ χ ′(p)∆(p)−1χ ′(p)−ζ (p)J(p)
]

(2.4.8)

schreiben. Er vereinfacht sich noch weiter, wenn wir für dienoch geeignet zu wählenden
Funktionenζ undζ setzen6

∆(p)−1ζ (p)−J(p) = 0 (2.4.9a)

∆(p)−1ζ (p)−J(p) = 0. (2.4.9b)

Daraus ergibt sich für das erzeugende Funktional ohne Wechselwirkung (2.4.6)

Z0[J,J] = Z−1
0

∫

d[χ ′,χ ′] e−S0[χ ′,χ ′]+ζ ·J

= Z−1
0 eζ ·J

∫

d[χ ′,χ ′] e−S0[χ ′,χ ′] .
(2.4.10)

Da das verbleibende Funktionalintegral gemäß (2.4.3) berechnet werden kann und da
die Funktionζ (p) durch die Wahl (2.4.9a) festgelegt wurde, folgt letztlich die einfache
Gestalt7

Z0[J,J] = eJ∆·J . (2.4.11)

Dieses Resultat ermöglicht es uns nun zusammen mit (2.4.4),das erzeugende Funktional
des Systems mit Wechselwirkung durch die Störungsgleichung

Z[J,J] =
Z0

Z
e
−SI [

δ
δJ ,

δ
δJ

]
eJ∆·J (2.4.12)

auszudrücken, die zusammen mit der NormierungZ[0,0] = 1 die Grundlage bildet, um
sowohl die Greenschen Funktionen, als auch die großkanonische Zustandssumme stö-
rungstheoretisch zu entwickeln und zu berechnen.

Um die Störungsentwicklung dieser Größen zu vereinfachen,ist es zweckmäßig - und
für viele strukturelle Aspekte auch überaus nützlich - die Terme dieser Entwicklung
graphisch durch sogenannte Feynmandiagramme (bzw. in unserem Fall durch Hugen-
holtzdiagramme) darzustellen. Hierzu wird durch festgelegte Regeln eine Eins-zu-Eins-
Korrespondenz von Störungstermen und Graphen hergestellt. Über die graphische Ent-
wicklung hinaus ist es tatsächlich sogar möglich, die komplette Störungsentwicklung der

6Hierbei wird deutlich, daßζ undζ nicht einfach zueinander komplex konjugierte Größen sind.
7Insbesondere erkennt man hierbei, daß der (wechselwirkungs-)freie PropagatorG1,1

0 (p; p′), der im fol-
genden eine wichtige Rolle spielt, durch∆(p)δp,p′ gegeben ist.
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2.4 Störungstheorie und ihre Darstellung durch Feynmangraphen

Größen Z
Z0

Gm,n und Z
Z0

durch das Zeichnen von Diagrammen zu „berechnen“. Die dazu
erforderlichen, folgenden Feynmanregeln in der(ω,k)-Darstellung beschreiben sowohl
die graphische Bestimmung derr-ten Ordnung dieser Störungsentwicklung als auch die
Übersetzung in algebraische Ausdrücke:

IF Zeichne alle unterschiedlichen Diagramme, die ausr Vertizes der Menge
{

, ,

, , , , , ,
}

bestehen und so durch gerichtete Li-

nien verbunden sind, daßm ausgehende undn eingehende Linien8 verbleiben. Da-
bei sind zwei Diagramme als unterschiedlich zu betrachten,wenn sie nicht topolo-
gisch deformiert werden können, bis sie komplett übereinstimmen (einschließlich
der Pfeilrichtung). Der algebraische Ausdruck eines der soerhaltenen Diagramme
ergibt sich wie folgt:

IIF Jeder aus- oder eingehenden Linie ist ein bestimmter aus- bzw. eingehender Im-
puls der störungstheoretisch betrachteten Größe zuzuordnen. Darüber hinaus wer-
den auch den inneren Linien unabhängig voneinander Impulsezugeordnet. Der al-
gebraische Ausdruck des Graphen errechnet sich nun, indem man für jede Linie den
freien Propagator

p = ∆(p),

im folgenden kurz Propagator, multipliziert. Für Linien, die an ein und demselben
Vertex beginnen und enden, ist bei der expliziten Berechnung die Benutzung eines
konvergenzerzeugenden Faktors lim

ε→0
eip0ε notwendig.

8Die aus- und eingehenden Linien werden auch äußere Beine desDiagramms genannt. Die GrößeZZ0
besitzt keine äußeren Beine.
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2 Funktionale Methoden und die Bose-Einstein-Kondensation

III F Weiterhin ist für jedes Auftreten eines Vertizes der entsprechende Faktor

= −βVα

p=0
= −(βV)1/2γδp,0

p=0
= −(βV)1/2γδp,0

p1 p2
= −|ψc|2

(

U0+Up1

)

δp1,p2

p1 p2
= −ψ2

cUp1δp1,−p2

p1 p2
= −ψ2

cUp1δp1,−p2

p2

p1

p3
= − ψc

(βV)1/2

(

Up1 +Up2

)

δp1+p2,p3

p1

p2

p3
= − ψc

(βV)1/2

(

Up1 +Up2

)

δp1+p2,p3

p4

p3

p1

p2
= − 1

βV

(

Up1−p3 +Up1−p4

)

δp1+p2,p3+p4

zu multiplizieren.

IVF Der so erhaltene algebraische Term wird dann über alle inneren Impulse summiert.

VF Schließlich ist jedem Diagramm bzw. seiner algebraischen Darstellung noch ein
Vorfaktor, der sich aus der Symmetrie des Diagramms bestimmt, hinzuzufügen9.
In der gängigen Literatur wird dieser Symmetriefaktor üblicherweise implizit be-
handelt, d.h. bei der Verwendung der Graphen nicht angeführt, sondern erst bei
der algebraischen Berechnung berücksichtigt. Wir werden den Vorfaktor allerdings
explizit behandeln, also schon in der graphischen Darstellung verwenden.

Um diese Feynmanregeln zu verdeutlichen, betrachten wir die dritte Ordnung in der
Störungstheorie. Ein entsprechendes Diagramm zur Berechnung von Z

Z0
G1,1(p; p′) ist

nach IF beispielsweise durch

(2.4.13)

gegeben. Es besteht aus drei unterschiedlichen Vertizes, zwei äußeren Beinen und vier
inneren Linien. Wendet man nun die Feynmanregeln IIF -VF an, so erhält man gemäß der
Beschriftung

p4

pp′

p1

p3
p2

(2.4.14)

9Die allgemeine Berechnung der Symmetriefaktoren ist in diesem Fall durch die große Anzahl von Verti-
zes etwas aufwendig. Die dazu notwendigen Regeln sind [Pop83] zu entnehmen.

18



2.4 Störungstheorie und ihre Darstellung durch Feynmangraphen

den algebraischen Ausdruck

∑
p1,p2,p3,p4

∆(p′)∆(p1)∆(p2)∆(p3)∆(p4)∆(p)
[

− ψc

(βV)1/2

(

Up′ +Up2

)

δp′+p2,p1

]

×
[

− ψc

(βV)1/2

(

Up2 +Up3

)

δp2+p3,p1

][

− 1
βV

(

Up3−p4 +Up3−p
)

δp3,p
]

, (2.4.15)

der sich aufgrund der Kroneckersymbole, die die Impulserhaltung an jedem Vertex zum
Ausdruck bringen, wie folgt vereinfacht

− |ψc|2
(βV)2 ∑

p2,p4

(

Up +Up2

)2(
U0+Up−p4

)

∆(p)3∆(p4)∆(p2)∆(p2+ p). (2.4.16)

Unter Benutzung der Feynmanregeln gemäß dem angegebenen Beispiel oder auch mit
Hilfe des erzeugenden FunktionalsZ[J,J] lassen sich nun also sowohl die normierte, groß-
kanonische ZustandssummeZ

Z0
als auch die Greenschen FunktionenGm,n bestimmen. Ih-

re Entwicklungen bis einschließlich zweiter Ordnung kann man nach längerer Rechnung
durch folgende graphische Ausdrücke angeben:

Z
Z0

=: = 1+ + + 1/2 + 1/2 + + 1/2 +

+ + 1/2 + 1/2 + + 1/2 + 1/8 + 1/2

+ 1/8 + + + 1/2 +

(2.4.17a)

G1,0 =: = + + + + +

+ + 1/2 + + 1/2 + +

(2.4.17b)

G0,1 =: = + + + + +

+ + 1/2 + + 1/2 + +

(2.4.17c)
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2 Funktionale Methoden und die Bose-Einstein-Kondensation

G1,1 =: = + + + + +

+ + + + + +

+ + + 1/2 + +

+ + 1/2 + +

(2.4.17d)

G2,0 =: = + + + + 1/2

+ + + + + +

+ +

(2.4.17e)

G0,2 =: = + + + + 1/2

+ + + + + +

+ +

...
(2.4.17f)

Die Größe wird dabei durch die Summe der sogenannten Vakuumdiagrammedarge-
stellt. Diese treten auch bei der Berechnung der GreenschenFunktionen auf, wenn man
die angegebenen Feynmanregeln verwendet, fallen aber durch den ÜbergangZ

Z0
Gm,n →

Gm,n heraus [Mag05].2.4.1 Klassi�zierung von Graphen
Bei der Darstellung der Greenschen Funktionen und der großkanonischen Zustandssum-
me durch Feynmangraphen (2.4.17) fällt auf, daß zwei verschiedene Arten von Diagram-
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2.4 Störungstheorie und ihre Darstellung durch Feynmangraphen

men existieren, nämlich die zusammenhängenden und die unzusammenhängenden. Zum
Beispiel ist das Diagramm unzusammenhängend. Darunter verstehen wir, daß
es in mehrere Unterdiagramme eingeteilt werden kann, so daßdie äußeren Beine und
die Vertizes eines Unterdiagramms nicht durch Propagatoren mit einem anderen Unter-
diagramm verbunden sind. Da die Summe aller solcher unzusammenhängenden Graphen
einfach durch Produkte von Greenschen Funktionen dargestellt werden kann, ist es nütz-
lich, sich vor allem den zusammenhängenden Graphen zuzuwenden, und insbesondere
auch den zusammenhängenden Greenschen FunktionenGm,n

c . Das sind genau die zusam-
menhängenden Anteile der Greenschen FunktionenGm,n in deren graphischer Entwick-
lung. Es gilt also

G1,0
c =: = + + + + +

+ + 1/2 + + 1/2 + +

(2.4.18a)

G0,1
c =: = + + + + +

+ + 1/2 + + 1/2 + +

(2.4.18b)

G1,1
c =: = + + + + +

+ + + + + + 1/2

+ + + 1/2 + +

(2.4.18c)

G2,0
c =: = + + + 1/2 +

+ + + +

(2.4.18d)
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2 Funktionale Methoden und die Bose-Einstein-Kondensation

G0,2
c =: = + + + 1/2 +

+ + + +

...,
(2.4.18e)

wobei wir generell die zusammenhängenden Greenschen FunktionenGm,n
c durch

darstellen werden. Trotz der Anschaulichkeit der topologischen Definition dieser Propa-
gatoren wäre es sehr nützlich, auch eine rein algebraische Bestimmungsmöglichkeit der
Gm,n

c zu besitzen. Eine solche ist tatsächlich durch das entsprechende erzeugende Funk-
tionalW[J,J] gegeben, daß die Form

W[J,J] := ln( Z
Z0

Z[J,J]) = ln(Z[J,J])+W mit eW := Z
Z0

(2.4.19)

besitzt. Daraus lassen sich die zusammenhängenden Greenschen Funktionen durch

Gm,n
c (p1 · · · pm; p′1 · · · p′n) = δ m

δJ(p1)...δJ(pm)
δ n

δJ(p′1)...δJ(p′n)
W[J,J]|J=0=J (2.4.20)

errechnen. Zusätzlich kann man nun einfach den expliziten Zusammenhang zwischen den
Gm,n und denGm,n

c angeben. Es gilt beispielsweise

G2,0(p, p′;) = δ 2

δJ(p)δJ(p′)
Z[J,J]|J=0=J

= e−W δ 2

δJ(p)δJ(p′)
eW[J,J] |J=0=J

= e−W δ
δJ(p)

(

δW[J,J]
δJ(p′)

eW[J,J]
)

|J=0=J

= e−W
(

δ 2

δJ(p)δJ(p′)
W[J,J]+

δW[J,J]
δJ(p)

· δW[J,J]
δJ(p′)

)

eW[J,J] |J=0=J

=
(

δ 2

δJ(p)δJ(p′)
W[J,J]+ δW[J,J]

δJ(p)
· δW[J,J]

δJ(p′)

)

·Z[J,J]|J=0=J

= G2,0
c (p, p′;)+G1,0

c (p) ·G1,0
c (p′)

(2.4.21a)

und entsprechend

G2,1(p; p′) = G1,1
c (p; p′)+G0,1

c (; p′) ·G1,0
c (p;). (2.4.21b)

Die graphische Darstellung dieser Beziehung lautet

= + (2.4.22a)

= + (2.4.22b)
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2.4 Störungstheorie und ihre Darstellung durch Feynmangraphen

und erlaubt eine Verifikation mit Hilfe der Entwicklungen (2.4.17) und (2.4.18). Die in
(2.4.19) eingeführte NormierungskonstanteW = ln Z

Z0
führt zu

W[J,J]|J=0=J = W, (2.4.23)

und ermöglicht die Berechnung der zusammenhängenden Vakuumgraphen, die durch

W =: = + + 1/2 + + 1/2 + 1/2 +

+ 1/2 + 1/8 + 1/2 + + +

(2.4.24)

gegeben sind.

Neben dem Merkmal, daß alle Diagrammteile zusammenhängen,gibt es noch eine wei-
tere topologische Eigenschaft, die es ermöglicht, die große Anzahl von Feynmangraphen
geeignet zu klassifizieren, und die uns auf Größen führt, welche viel einfacher als die
Greenschen Funktionen sind, aber dennoch deren physikalische Inhalte vollständig be-
stimmen. Diese Eigenschaft ist die sogenannte „1-Teilchen-Irreduzibilität“. Ein Graph
besitzt diese Eigenschaft, wenn es nicht möglich ist, ihn durch Zerschneiden einer inneren
Linie in zwei unzusammenhängende Teile aufzuspalten. So ist beispielsweise der Graph

1-Teilchen-irreduzibel, im folgenden kurz irreduzibel, während

reduzibel ist, da er durch Zerschneiden eines Propagators gemäß in zwei Tei-

le zerfällt. Betrachten wir den algebraischen Ausdruck dieses Diagramms (2.4.16), so läßt
es sich als

∆(p)
[ |ψc|2

βV ∑
p2

(

Up +Up2

)2∆(p2)∆(p2+ p)
]

∆(p)
[

− 1
βV ∑

p4

(

U0+Up−p4

)

∆(p4)
]

∆(p)

(2.4.25)
schreiben, und wir erkennen, daß die Diagrammteile, die nurdurch eine Linie miteinan-
der verbunden sind, einfach multipliziert werden - abgesehen von den zusätzlichen Pro-
pagatoren∆(p). Es gibt also keine gemeinsame Summation. Um die Impulsabhängigkeit
dieses Diagramms zu bestimmen, genügt demzufolge nur die Kenntnis des freien Propa-

gators und der zwei irreduziblen Graphen , . Letztere lassen sich mit Hilfe

der Feynmanregeln berechnen, wobei nun aber die sonst berücksichtigten Propagatoren
der äußeren Beine weggelassen werden. Man spricht in diesemZusammenhang auch von
der „Amputation“ der äußeren Beine, und die entsprechende graphische Darstellung ist
durch die amputierten Linien , gegeben.
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2 Funktionale Methoden und die Bose-Einstein-Kondensation

Wir erkennen an diesem Beispiel, daß letztlich nur die Kenntnis der irreduziblen Gra-
phen entscheidend ist, um alle Feynmandiagramme zu bestimmen. Und damit ist insbe-
sondere plausibel, warum gerade die irreduziblen, zusammenhängenden Anteile10 Σ der
Greenschen Funktionen bzw. der Vakuumgraphen, die durch

Σ0,0 =: Σ00 = + + 1/2 + 1/2 + 1/2 +

+ 1/2 + 1/8 + 1/2

(2.4.26a)

Σ1,0 =: Σ10 = + + + 1/2 + 1/2 + (2.4.26b)

Σ0,1 =: Σ01 = + + + 1/2 + 1/2 + (2.4.26c)

Σ1,1 =: Σ11 = + + + + 1/2

+ + 1/2

(2.4.26d)

Σ2,0 =: Σ20 = + + 1/2 (2.4.26e)

Σ0,2 =: Σ02 = + + 1/2 (2.4.26f)

gegeben sind, im generellen als auch speziell im folgenden eine so wichtige Rolle spielen.

10Kurz Selbstenergieanteile oder Selbstenergien.
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3 Die Hugenholtz-Pines-Relation
Im Jahr 1959 konnten Hugenholtz und Pines in ihrem bekanntenArtikel „Ground State
Energy and Exitation Spectrum of a System of Interacting Bosons“ [HP59] eine Bezie-
hung zwischen dem chemischen Potential und den SelbstenergieanteilenΣ1,1 und Σ2,0,
beide fürp = 0, ableiten. Mit Hilfe dieser Hugenholtz-Pines-Relation1

Σ1,1(0)+ µ = Σ2,0(0) (3.0.1)

ist es möglich2, zu beweisen, daß die phononischen Anregungen des Bosesystems bei ver-
schwindendem Impuls eine verschwindende Energie besitzen. Das entsprechende Ener-
giespektrum bezeichnet man dann als „gapless“. Hugenholtzund Pines konnten somit
zeigen, daß für solche Theorien, die einen fälschlichen Sprung im Anregungsspektrum
vorhersagen, der Grund für das Auftreten eines Sprunges in der inkonsistenten Behand-
lung vonΣ1,1 undΣ2,0 liegt. Ihre Relation spielt deshalb eine Schlüsselrolle bei der Klas-
sifizierung von Näherungsmodellen für kondensierte, bosonische Systeme und ist auch
nach über 40 Jahren seit der ersten Veröffentlichung noch Gegenstand aktueller Forschung
[HM65, Gri96, EOY05].

Wir wollen in diesem Kapitel auf die zugehörigen Arbeiten [Pop83, Pop87, PY88] von
Popov Bezug nehmen. Der Autor hat nämlich in seinen Publikationen gezeigt, wie die
Hugenholtz-Pines-Relation für endliche Temperaturen ausdem Funktionalintegralforma-
lismus unter Benutzung eines großkanonischen Ensembles folgt (Hugenholtz und Pines
betrachteten nur den FallT = 0 bei fester Teilchenzahl). Allerdings weist seine Behand-
lung der Problematik zwei Schwachstellen auf. Zum einen istseine Beweisargumentation
nicht stichhaltig und führte ihn deshalb zu einer inkorrekten Behandlung von Vertizes.
Zum anderen benutzte er in seinem Beweis der HP-Relation einige Identitäten, deren
Gültigkeit er nur in endlicher Ordnung der Störungsrechnung nachweisen konnte.

Wir werden im folgenden eine korrekte Ableitung der Hugenholtz-Pines-Relation an-
geben. Insbesondere werden wir dazu auch die allgemeine Gültigkeit der angesprochenen
Identitäten beweisen. Bevor wir uns aber dem eigentlichen Beweis der Relation (3.0.1)
zuwenden, werden wir die Schwinger-Dyson-Gleichungen desvon uns betrachteten Bo-
sesystems herleiten, da diese im darauf folgenden Beweis eine entscheidende Rolle spie-
len werden.

1Es sei darauf hingewiesen, daß aufgrund einer anderen Vorzeichenkonvention bei den Greenschen Funk-
tionen in einigen Arbeiten auch die Relation alsµ = Σ1,1(0)−Σ2,0(0) angegeben wird.

2Wir werden im Kapitel 4 darauf zurückkommen.
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3 Die Hugenholtz-Pines-Relation3.1 Die Shwinger-Dyson-Gleihungen
Die Schwinger-Dyson-Gleichungen bilden ein System unendlich vieler, gekoppelter In-
tegralgleichungen, die von den Greenschen Funktionen erfüllt werden. Diese Gleichun-
gen können nicht-approximativ abgeleitet werden und sind somit exakt. Allerdings lassen
sich mit diesem System nur schwer analytische Ergebnisse erzielen, da es nicht endlich
abgeschlossen ist [Nas78]. Trotzdem werden wir im folgenden diese Schwinger-Dyson-
Gleichungen für die von uns betrachtete Theorie des Bosesystems herleiten, um sie im
Anschluß bei der Ableitung der Hugenholtz-Pines-Relationzu benutzen. Darüber hin-
aus bieten die Gleichungen ebenfalls die Möglichkeit, Näherungsausdrücke - sowohl in
der Entwicklung nach der Kopplungskonstanten als auch in der Loopordnung - für die
Greenschen Funktionen zu bestimmen. Diese Tatsache wird uns bei einigen Rechnungen
zur Analyse des verdünnten Bosegases sehr hilfreich sein.

Der Ausgangspunkt für unsere Herleitung ist die Gleichung

0 =
∫

d[χ,χ] δ
δ χ(p)

e−S[χ,χ]+J·χ+χ ·J, (3.1.1)

die die Invarianz des Maßes unter Translationen zum Ausdruck bringt [Vas98]. Durch
explizite Differentiation und Muliplikation des Vorfaktors Z−1 ergibt sich

0 = Z−1
∫

d[χ,χ]
(

− δS
δ χ(p) [χ,χ]+J

)

e−S[χ,χ]+J·χ+χ ·J

= Z−1
∫

d[χ,χ]
(

− δS
δ χ(p) [

δ
δJ ,

δ
δJ

]+J
)

e−S[χ,χ]+J·χ+χ ·J

=
(

− δS
δ χ(p) [

δ
δJ ,

δ
δJ

]+J
)

Z[J,J].

(3.1.2)

Die Gleichung (3.1.2) für das erzeugende FunktionalZ[J,J] kann als kompakte Schreib-
weise aller Schwinger-Dyson-Gleichungen aufgefaßt werden, da man letztere durch funk-
tionale Taylorentwicklung umJ = 0 = J erhält.

Speziell für das von uns betrachtete System des Bosegases folgt mit der Wirkung (2.3.7)

0 =
{

∆(p)−1 δ
δJ(p)

+(βV)1/2γδp,0+|ψc|2
(

U0 +Up
) δ

δJ(p)
+ψ2

cUp
δ

δJ(−p)

+
ψc

(βV)1/2 ∑
p1+p2
=p3

(

Up1 +Up2

)

δp,p1
δ

δJ(p2)
δ

δJ(p3)

+
ψc

2(βV)1/2 ∑
p1+p2
=p3

(

Up1 +Up2

)

δp,p3
δ

δJ(p1)
δ

δJ(p2)

+
1

2βV ∑
p1+p2

=p3+p4

(

Up1−p3 +Up1−p4

)

δp,p1
δ

δJ(p2)
δ

δJ(p3)
δ

δJ(p4)
−J(p)

}

Z[J,J].

(3.1.3)
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3.1 Die Schwinger-Dyson-Gleichungen

Wir gehen nun gemäß (2.4.19) zum erzeugenden Funktional derzusammenhängenden
Greenschen Funktionen über. Dazu führen wir der Übersichtlichkeit halber die Schreib-
weise

W1′...m′|1...n := δ m

δJ(p′1)...δJ(p′m)
δ n

δJ(p1)...δJ(pn)
W[J,J] (3.1.4)

ein und erhalten aus (3.1.3) die Gleichung

Wp| = −∆(p)
{

(βV)1/2γδp,0+|ψc|2
(

U0 +Up
)

Wp| +ψ2
cUpW|−p

+
ψc

(βV)1/2 ∑
p1+p2
=p3

(

Up1 +Up2

)

δp,p1

(

Wp3|p2
+W|p2

Wp3|
)

+
ψc

2(βV)1/2 ∑
p1+p2
=p3

(

Up1 +Up2

)

δp,p3

(

Wp1p2|+Wp1|Wp2|
)

+
1

2βV ∑
p1+p2

=p3+p4

(

Up1−p3 +Up1−p4

)

δp,p1

·
(

Wp3p4|p2
+Wp3p4|W|p2

+2Wp3|Wp4|p2
+Wp3|Wp4|W|p2

)

−J(p)
}

(3.1.5)

in den FunktionalenW1′...m′|1...n. Durch Auswertung an der StelleJ = 0 = J erhalten wir
daraus unter der Berücksichtigung, daß die zusammenhängenden Greenschen Funktio-
nen durchGm,n

c (p′1, . . . , p′m; p1, . . . , pn) =
(

W1′...m′|1...n
)

|J=0=J gegeben sind, die erste der
Schwinger-Dyson-Gleichungen. Die übrigen Gleichungen folgen analog durch sukzessi-
ve Differentiation von (3.1.5) nachJ bzw.J und anschließender Auswertung an der Stelle
J = 0 = J.

Um die Lesbarkeit der Schwinger-Dyson-Gleichungen zu erhöhen, ist es angebracht,
diese in ihrer graphischen Form zu verwenden. Dazu benutzenwir die Feynmanregeln
und erhalten für die ersten GleichungenSD-Gleihung für G1,0

c

= + + + + + 1/2

+ 1/2 + 1/2 + 1/2 + + 1/2

(3.1.6)
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3 Die Hugenholtz-Pines-RelationSD-Gleihung für G1,1
c

= + + + +

+ + + 1/2 + 1/2

+ 1/2 + 1/2 + +

+ + 1/2

(3.1.7)SD-Gleihung für G2,0
c

= + + +

+ + + 1/2 + 1/2

+ 1/2 + 1/2 + +

+ + 1/2 .

(3.1.8)

Es ist nun ersichtlich, daß es mit Hilfe dieser und den höheren Schwinger-Dyson-Gleich-

28



3.1 Die Schwinger-Dyson-Gleichungen

ungen möglich ist, sich systematisch durch iteratives Einsetzen die zusammenhängenden
Greenschen Funktionen in der Entwicklung nach der Kopplungskonstanten zu beschaffen.
So verbleibt zum Beispiel in nullter Ordnung, d.h. ohne Wechselwirkung, in (3.1.7) nur
der freie Propagator - wie man es auch erwarten sollte. Auf die gleiche Weise kann man
sich die Loopentwicklung der angegebenen Greenschen Funktionen beschaffen.3.1.1 Shwinger-Dyson-Gleihungen in Bezug auf Σ1,0

Für unsere Zwecke ist es nützlich, wenn wir uns nun der Gleichung (3.1.6) zuwenden.
Denn es ist möglich, daraus eine Gleichung für den SelbstenergieanteilΣ1,0 zu erhalten.
Dazu genügen folgende Überlegungen. Zum einen können die inG1,0

c enthaltenen irredu-
ziblen Graphen nicht durch Summanden wie erzeugt werden, da deren Strukturen
eine Irreduzibilität von vornherein ausschließen. Zum anderen müssen bei den dann noch
in Frage kommenden Summanden die darin enthaltenen zusammenhängenden Green-
schen Funktionen auf ihre Graphen ohnep = 0-Einschübe3 eingeschränkt werden, um
irreduzible Graphen zu erzeugen. Führen wir aus diesem Grunde die Bezeichnung

Gmn
c = +

{

Graphen mitp = 0-Einschübe
}

(3.1.9)

ein, wobei nur Graphen ohnep= 0-Einschübe enthält, so folgt für den Selbstenergie-
anteilΣ1,0 aus (3.1.6) die Relation

Σ1,0∆(0) = + + 1/2 + 1/2 , (3.1.10)

die wir wie folgt benutzen können. Machen wir nämlich die AnnahmeG1,0 = 0 bzw.
G1,0

c = 0 oder graphisch = 0, dann folgt aus (3.1.6)

0 = G1,0
c = + + 1/2 + 1/2 . (3.1.11)

Und da unter der gemachten Annahme ebenfalls alle Graphen mit p = 0-Einschüben
verschwinden, folgt die ÜbereinstimmungGmn

c = . Deshalb ergibt ein Vergleich von
(3.1.10) und (3.1.11) die Implikation

G1,0 = 0=⇒ 0= Σ1,0∆(0) = + +1/2 +1/2 . (3.1.12)

Wir werden noch sehen, daß gerade die letzte Gleichung eine enge Beziehung zur Hugen-
holtz-Pines-Relation aufweist und daß die angegebene Implikation eine wichtige Rolle
bei unserer Herleitung jener Relation spielen wird.

3Den Teil eines Graphen, der keine äußeren Beine besitzt und mit dem Rest des Diagramms nur durch eine
Linie verbunden ist, bezeichnet man alsp = 0-Einschub, da dieser Linie ein Impulsp = 0 zugeordnet
ist.
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3 Die Hugenholtz-Pines-Relation3.2 Di�erentialidentitäten der Selbstenergieanteile
In seinen Betrachtungen zur Hugenholtz-Pines-Relation hat Popov erstmals Differentia-
lidentitäten zwischen den Selbstenergieanteilen des Bosesystems angegeben. Allerdings
konnte er diese Beziehungen nur störungstheoretisch begründen, indem er eine entspre-
chende Näherung dieser Selbstenergien durch endlich vieleFeynmangraphen benutzte.
Wir wollen im folgenden diese approximative Betrachtung begründen, um im Anschluß
daran einen generellen Beweis der Identitäten darzulegen.3.2.1 Störungstheoretishe Betrahtungen
Ausgehend von der expliziten Darstellung der Selbstenergien durch Feynmangraphen ist
es möglich, einzusehen, daßΣ1,0(0) undΣ0,1(0) erzeugt werden können, indem manΣ0,0

nachψc bzw.ψc ableitet. Dazu betrachten wir die entsprechenden graphischen Terme in
der Entwicklung nach den Vertizes, was ja der konventionellen Störungstheorie entspricht,
bis einschließlich zweiter Ordnung und erhalten die Übersicht

Σ0,0 Σ1,0(0) Σ0,1(0)

= −βVα = −(βV)1/2γ = −(βV)1/2γ
= |ψc|2A = ψc

(βV)1/2 A =
ψc

(βV)1/2A

1/2 = 1
2|ψc|4B = ψc|ψc|2

(βV)1/2 B =
ψc|ψc|2
(βV)1/2B

1/2 = 1
2|ψc|4C 1/2 =

ψc|ψc|2
(βV)1/2C 1/2 =

ψc|ψc|2
(βV)1/2C

1/2 = 1
2βV |ψc|2D 1/2 = ψc

2(βV)3/2 D 1/2 =
ψc

2(βV)3/2D

=
|ψc|2
βV E = ψc

(βV)3/2E =
ψc

(βV)3/2E

(Ü1)

wobei wir zur besseren Darstellung die Abkürzungen

A = −∑
p

{

U0+Up
}

∆(p)

B = ∑
p

{

U0+Up
}2∆(p)2

C = ∑
p

U2
p ∆(p)∆(−p)

D = ∑
p,q

{

Up +Uq
}2∆(p)∆(q)∆(p+q)

E = ∑
p,q

{

U0+Up
}{

U0+Up−q
}

∆(p)2∆(q)

benutzt haben. Mit Hilfe der angegebenen Tabelle können wirnun leicht einsehen, daß
(zumindest bis zur 2. Ordnung) die Identitäten

1

(βV)
1
2

d
dψc

Σ0,0 = Σ1,0(0) (3.2.1a)

1

(βV)
1
2

d
dψc

Σ0,0 = Σ0,1(0) (3.2.1b)
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3.2 Differentialidentitäten der Selbstenergieanteile

gültig sind. Interessanterweise ist in diesem Fall also diegraphische Entsprechung der Ab-
leitungen(βV)−1/2 d

dψc
bzw. (βV)−1/2 d

dψc
einfach das Anfügen von auslaufenden bzw.

einlaufenden äußeren Beinen mit Impulsenp = 0. Um festzustellen, ob diese Entspre-
chung allgemeinerer Natur ist, wollen wir nun diese Ableitungen aufΣ1,0(0) undΣ0,1(0)
anwenden. Dazu benutzen wir die Übersicht

Σ1,1(0) Σ2,0(0) Σ0,2(0)

= −2U0|ψc|2 = −U0ψ2
c = −U0ψ2

c

= A
βV

=
|ψc|2
βV B =

ψ2
c

βV B =
ψ2

c
βV B

= E
(βV)2

1/2 = D
2(βV)2

1/2 =
2|ψc|2
(βV) C 1/2 =

ψ2
c

(βV)C 1/2 =
ψ2

c
(βV)C

= |ψc|2
βV B

(Ü2)

und erhalten zusammen mit der Tabelle (Ü1) die Relationen

1

(βV)
1
2

d
dψc

Σ1,0(0) = Σ1,1(0)+ µ =
1

(βV)
1
2

d
dψc

Σ0,1(0) (3.2.2a)

1

(βV)
1
2

d
dψc

Σ1,0(0) = Σ2,0(0) (3.2.2b)

1

(βV)
1
2

d
dψc

Σ0,1(0) = Σ0,2(0). (3.2.2c)

Wir erkennen somit, daß die vermutete Entsprechung von den Ableitungen und dem An-
fügen von äußeren Beinen nicht ganz gegeben ist. Die Ursachefür die auftretende Ab-

weichung liegt letzten Endes in den Vertizes , . Trotzdem war es uns in diesem
Abschnitt durch direkten Vergleich der graphischen Entwicklungen möglich, Differentia-
lidentitäten der Selbstenergieanteile anzugeben. Allerdings besitzt die dazu durchgeführte
Herangehensweise den entscheidenden Nachteil, daß sie diese Identitäten nur bis endli-
cher Ordnung (hier zweite Ordnung Störungsrechnung) aufzeigen kann. Somit stellt sich
nun für uns die Frage, ob die angegebenen Beziehungen (3.2.1, 3.2.2) eine exakte Gültig-
keit besitzen, und wie man dies gegebenenfalls beweist.3.2.2 Exakte Herleitung
Im folgenden wollen wir die zuvor störungstheoretisch dargelegten Differentialidentitä-
ten der Selbstenergieanteile beweisen. Dazu führen wir alserstes zwei Derivationen auf
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3 Die Hugenholtz-Pines-Relation

der Menge der Feynmangraphen ein. Betrachtet man bei letzteren nur die Abhängig-
keit von ψc und ψc, so läßt sich diese funktionale Abhängigkeit eines Graphendurch
f
(

ψc,ψc,γ(ψc,ψc),γ(ψc,ψc)
)

beschreiben. Als Derivationen des Graphen definieren
wir nun

D f :=
1

(βV)
1
2

d f
dψc

+
µ

(βV)
1
2

∂ f
∂γ

(3.2.3a)

D f :=
1

(βV)
1
2

d f
dψc

+
µ

(βV)
1
2

∂ f
∂γ

, (3.2.3b)

bestehend aus den totalen Ableitungen nachψc,ψc und den partiellen Ableitungen nach
γ,γ. Diese Derivationen besitzen nun tatsächlich die graphische Entsprechung des Anfü-
gens von äußeren Beinen mitp = 0. Denn für die einzelnen Vertizes gilt

D( ) =
0

D( ) = 0

D( ) = 0

D( ) =
0

D( ) = 0

D( ) = 0

D( ) = 0

D( ) =
0

D( ) = 0

und

D( ) =
0

D( ) = 0

D( ) = 0

D( ) =
0

D( ) = 0

D( ) =
0

D( ) =
0

D( ) = 0

D( ) = 0.

(3.2.4)

Aus der Leibnizregel folgt dann, daß die Derivation D eines Graphen, der sich ja aus ein-
zelnen Vertizes zusammensetzt, in der Summe resultiert, die sich aus dem ursprünglichen
Graphen bildet, wenn man ein einlaufendes äußeres Bein mitp = 0 an alle möglichen
Vertizes anfügt (und entsprechend für die DerivationD). So gilt zum Beispiel

D
( )

= 0 +

0

.

Obwohl wir nun wissen, wie die Wirkung von D undD bezüglich eines beliebigen Feynman-
graphen aussieht, ist die Frage nach der Wirkung von D undD auf beispielsweiseΣ0,0

nicht einfach. Dennoch können wir diese Frage beantworten.
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3.2 Differentialidentitäten der Selbstenergieanteile

Dazu nutzen wir die Schwinger-Dyson-Gleichung (3.1.3) fürdas erzeugende Funktio-
nalZ[J,J] und betrachten speziell den Fallp= 0. Unter Beachtung der Derivation (3.2.3b)
und der Ergebnisse (3.2.4) erhalten wir

δ
δJ(0)

Z[J,J] = ∆(0)

{

−(βV)
1
2 γ −2U0|ψc|2 δ

δJ(0)
−ψ2

cU0
δ

δJ(0)

− ψc

(βV)
1
2
∑
p

(

U0+Up
) δ

δJ(p)
δ

δJ(p)
− ψc

(βV)
1
2
∑
p

Up
δ

δJ(p)
δ

δJ(−p)

− 1
2βV ∑

p1+p2
=p3

(

Up1 +Up2

) δ
δJ(p1)

δ
δJ(p2)

δ
δJ(p3)

+J(0)

}

Z[J,J]

= ∆(0)

{

−D
[

βVα +(βV)
1
2 γ δ

δJ(0)
+(βV)

1
2 γ δ

δJ(0)

+ |ψc|2∑
p

(

U0+Up
) δ

δJ(p)
δ

δJ(p)
+

1
2∑

p
Up

{

ψ2
c

δ
δJ(p)

δ
δJ(−p) +ψ2

c
δ

δJ(p)
δ

δJ(−p)

}

+
1

2(βV)
1
2

∑
p1+p2
=p3

(

Up1 +Up2

)(

ψc
δ

δJ(p1)
δ

δJ(p2)
δ

δJ(p3)
+ψc

δ
δJ(p1)

δ
δJ(p2)

δ
δJ(p3)

)

+
1

4βV ∑
p1+p2

=p3+p4

(

Up1p3 +Up1p4

) δ
δJ(p1)

δ
δJ(p2)

δ
δJ(p3)

δ
δJ(p4)

]

+J(0)

}

Z[J,J]

= ∆(0)

{

−DSI [
δ
δJ ,

δ
δJ

]+J(0)

}

Z[J,J]. (3.2.5)

Aufgrund unserer Kenntnis über die explizite Gestalt des indieser Gleichung auftretenden

FunktionalsZ[J,J] = Z0
Z e

−SI [
δ
δJ ,

δ
δJ

]
eJ∆J, bei dem dieψc− undψc−Abhängigkeit ja allein

durchSI gegeben ist, folgt

δ
δJ(0)

Z[J,J] = ∆(0)

{

D+J(0)

}

Z[J,J]. (3.2.6)

Gehen wir nun durchZ[J,J] = eW eW[J,J] zum erzeugenden Funktional der zusammenhän-
genden Greenschen Funktionen über, so erhalten wir

δ
δJ(0)

W[J,J] = ∆(0)DW[J,J]+∆(0)J(0) (3.2.7)

als Beziehung zwischen der von uns eingeführten Derivationund der funktionalen Ab-
leitung. Durch Auswertung dieser Gleichung an der StelleJ = 0 = J bzw. vorheriger
Ableitung nachJ(0) oderJ(0) ergeben sich die folgenden Differentialidentitäten der zu-
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3 Die Hugenholtz-Pines-Relation

sammenhängenden Greenschen Funktionen

G1,0
c (0) = ∆(0)DG0,0

c (3.2.8a)

G2,0
c (0) = ∆(0)DG1,0

c (0) (3.2.8b)

G1,1
c (0) = ∆(0)DG0,1

c +∆(0), (3.2.8c)

wobei das separate∆(0) in (3.2.8c) gerade den freien Propagator darstellt, der ja keine
Vertizes enthält und somit auch nicht durch die DerivationD erzeugt werden kann.

Aufgrund der graphischen Entsprechung wissen wir, daßD nur reduzible auf reduzible
und irreduzible auf irreduzible Graphen abbildet. Deshalbgelten die Gleichungen (3.2.8)
auch getrennt für die reduziblen Anteile und die irreduziblen Anteile der Greenschen
FunktionenGm,n

c . Insbesondere folgt also

Σ1,0(0) = DΣ0,0

Σ2,0(0) = DΣ1,0(0)

Σ1,1(0) = DΣ0,1(0)

und entsprechend auch

Σ0,1(0) = DΣ0,0

Σ0,2(0) = DΣ0,1(0)

Σ1,1(0) = DΣ1,0(0).

(3.2.9)

Betrachten wir an dieser Stelle noch einmal die Definition (3.2.3) der Derivationen D und
D. Wir sehen, daß neben der Ableitung nachψc bzw.ψc noch die Ableitung nachγ bzw.

γ vorhanden ist. Bei den Selbstenergien treten aberγ und γ beziehungsweise und

nicht in Verbindung mit anderen Vertizes auf, da die resultierende Struktur reduzibel

wäre. Damit verbleiben nur ∈ Σ1,0 und ∈ Σ0,1 selbst als die einzigen Graphen
der Selbstenergieanteile, bei denen die Ableitung nachγ bzw. γ nicht verschwindet, und
somit gilt

Σ1,0(0) =
1

(βV)
1
2

d
dψc

Σ0,0 (3.2.10a)

Σ2,0(0) =
1

(βV)
1
2

d
dψc

Σ1,0(0) (3.2.10b)

Σ1,1(0) =
1

(βV)
1
2

d
dψc

Σ0,1(0)+
µ

(βV)
1
2

∂
∂γ

( )

=
1

(βV)
1
2

d
dψc

Σ0,1(0)−µ
(3.2.10c)
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sowie

Σ0,1(0) =
1

(βV)
1
2

d
dψc

Σ0,0 (3.2.11a)

Σ0,2(0) =
1

(βV)
1
2

d
dψc

Σ0,1(0) (3.2.11b)

Σ1,1(0) =
1

(βV)
1
2

d
dψc

Σ1,0(0)+
µ

(βV)
1
2

∂
∂γ

( )

=
1

(βV)
1
2

d
dψc

Σ1,0(0)−µ.

(3.2.11c)

Wir erkennen also, daß die von Popov störungstheoretisch begründeten Differentialiden-
titäten der Selbstenergieanteile (3.2.1, 3.2.2) aus den Schwinger-Dyson-Gleichungen fol-
gen und somit exakt sind.3.3 Beweis der HP-Relation
Nachdem wir im letzten Abschnitt die Identitäten der Selbstenergieanteile bewiesen ha-
ben, können wir uns nun dem eigentlichen Beweis der Hugenholtz-Pines-Relation zuwen-
den. Dazu gehen wir von der expliziten Darstellung derψc,ψc-Abhängigkeit vonΣ0,0 aus,
die gemäß (C.0.4) durch

Σ0,0 = h(|ψc|2) (3.3.1)

beschrieben werden kann. Verwenden wir an dieser Stelle dieDifferentialidentitäten (3.2.10,
3.2.11) so erhalten wir die Relation

Σ1,0(0) =
1

(βV)
1
2

d
dψc

Σ0,0

=
1

(βV)
1
2

h′(|ψc|2)ψc

=
ψc

(βV)
1
2

(

h′(|ψc|2)+h′′(|ψc|2)ψcψc

)

− ψc

(βV)
1
2

h′′(|ψc|2)ψ2
c

= ψc(βV)
1
2

( 1

(βV)
1
2

d
dψc

Σ1,0(0)
)

−ψc(βV)
1
2

1

(βV)
1
2

d
dψc

Σ1,0(0)

= (βV)
1
2

[

ψc
(

Σ1,1(0)+ µ
)

−ψcΣ2,0(0)
]

, (3.3.2)

die aufgrund ihrer einzelnen Terme eine Verbindung mir der HP-Relation vermuten läßt.
Darüber hinaus tritt in der letzten Gleichung aber auch die bisher beliebige Konstanteψc

auf. Diese wollen wir im folgenden durch

ψc
!
=

< ψ̂(0) >

(βV)
1
2

(3.3.3)
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festlegen. Insbesondere können wir hierbei, analog zu den Ausführungen im Abschnitt
2.2, die Phase reell wählen [Bro92]. Damit erhältψ2

c aufgrund von (2.3.14) die natürliche
Bedeutung der Kondensatsdichte, d.h.ψc =

√
nc.

Durch diese Festlegung vonψc folgt aus (3.3.2) die Relation

Σ1,0(0) = (βVnc)
1
2
(

Σ1,1(0)+ µ −Σ2,0(0)
)

. (3.3.4)

Mit der Bedingungnc 6= 0, die bei der Betrachtung der bosonischen Kondensation sinn-
voll ist4, zeigt sich damit, daß die HP-Relation mit der AussageΣ1,0 = 0 äquivalent ist.
Nutzen wir nun diese Äquivalenz zusammen mit der aus (3.3.3)folgenden Aussage über
die Greensche FunktionG1,0

0 =< ψ̂(0) > −(βV)
1
2 ψc =< χ̂(0) >= G1,0(0) (3.3.5)

und zusammen mit der Implikation (3.1.12), so folgt schließlich die Gültigkeit der be-
kannten Hugenholtz-Pines-Relation

Σ1,1(0)+ µ = Σ2,0(0). (3.0.1)

bei endlichen Temperaturen. Wir betonen dabei, daß dieses Resultat nicht störungstheo-
retisch ist, da es auf den exakten Schwinger-Dyson-Gleichungen beruht.

Bereits am Anfang dieses Kapitels hatten wir darauf hingewiesen, daß unsere Her-
leitung der HP-Relation unter Benutzung des großkanonischen Ensembles durchgeführt
wird, während Hugenholtz und Pines eine feste Teilchenzahlbetrachteten. Dadurch ergibt
sich ein interessanter Bedeutungswechsel jener Relation.Denn, wie bereits angesprochen,
war für Hugenholtz und Pines (3.0.1) eine Konsistenzbeziehung für ein Modell des bo-
sonischen Systems, die die Näherungen der SelbstenergienΣ1,1 undΣ2,0 mit dem daraus
resultierenden Ergebnis∂E(T,V,N)

∂N = µ verglich. Im großkanonischen Ensemble hingegen
ist die Relation

[

Σ1,1(0)−Σ2,0(0)
]

(T,V,µ,nc)+ µ = 0. (3.3.6)

eine implizite Bestimmungsgleichung für die Kondensatsdichtenc(T,V,µ). Dies wird uns
im Kapitel 5 bei der Berechnung der „thermal depletion“ einegroße Hilfe sein. Insbeson-
dere werden wir dann die äquivalente Darstellung der Hugenholtz-Pines-Relation

0 = + + 1/2 + 1/2 (3.3.7)

benutzen, deren Gültigkeit aus der Äquivalenz zuΣ1,0 = 0 und aus der Darstellung (3.1.12)
von Σ1,0 folgt.

4Siehe dazu [Pop83, S. 128].
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Nachdem es uns nun gelungen ist, die Hugenholtz-Pines-Relation für T 6= 0 zu bewei-
sen, ist es angebracht, noch einmal auf den Unterschied zum von Popov durchgeführten
Beweis einzugehen. Neben dem bereits erwähnten nur störungstheoretisch durchgeführ-
ten Nachweis der Differentialidentitäten, besteht der Schwachpunkt in Popovs Beweis in
seiner Argumentation. Er setzt nämlich die Konstanteψc gleich am Anfang seines Be-
weises durch (3.3.3) fest, umG1,0(p) = 0 zu erhalten, und begründet daraus, daß er sämt-
liche p = 0-Einschübe innerhalb der Greenschen Funktionen weglassen kann. Trotzdem
differenziert er Teile dieser Greenschen Funktionen zur Ableitung der Differentialiden-
titäten nachψc,ψc. Dazu ist aber die Kenntnis der entsprechenden Funktionen in einer
Umgebung der Stelle (3.3.3) notwendig, das heißt aber auch insbesondere, daß man die
p = 0-Einschübe nicht weglassen darf! Popov entgeht aufgrund dessen die Relevanz des
SelbstenergieanteilsΣ1,0 und auch die Bedeutung der Schwinger-Dyson-Gleichungen.
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4 Die Dyson-Beliaev-Gleihungen
Wir hatten bereits im Abschnitt 2.4.1 eingesehen, daß die irreduziblen Selbstenergiean-
teile Σm,n die Eigenschaften der Greenschen FunktionenGm,n vollständig bestimmen, da
sich alle Feynmangraphen aus irreduziblen Anteilen zusammensetzen lassen. Allerdings
stellt sich damit natürlich die Frage, wie man denn nun genauaus der Kenntnis der Selbst-
energienΣ die zugehörigen Greenschen FunktionenG berechnet. Tatsächlich sind solche
Beziehungen zwischenG und Σ zum Beispiel aus der Quantenelektrodynamik und der
φ4-Theorie als Dyson-Gleichungen bekannt. Ihr entsprechendes Analogon für den von
uns betrachteten Fall der bosonischen Kondensation geht zurück auf Beliaev, der die so-
genannten Dyson-Beliaev-Gleichungen 1958 veröffentlicht hat [Bel58a]. Mit Hilfe dieser
Gleichungen ist es zum Beispiel möglich, aus Näherungen derSelbstenergien Ausdrücke
für die so wichtigen Greenschen Funktionen zu erhalten. Bedeutend ist dabei die Tatsa-
che, daß die resultierende Approximation derGm,n eine nicht-störungstheoretische ist.

In diesem Kapitel werden wir eine Herleitung der Dyson-Beliaev-Gleichungen ange-
ben, die nicht auf der sonst üblichen Entwicklung nach Feynmangraphen beruht, sie lö-
sen und den aus den Lösungen ersichtlichen Zusammenhang mitder Hugenholtz-Pines-
Relation darlegen. Dazu müssen wir uns nun aber erst einmal genauer mit den sogenann-
ten Vertexfunktionen auseinandersetzen.4.1 Das erzeugende Funktional der1-Teilhen-irreduziblen Vertexfunktionen
Bereits im Kapitel 2 hatten wir die Selbstenergieanteile eingeführt und benutzt. Dabei
beruhte deren Definition auf der topologischen Eigenschaftder 1-Teilchen-Irreduzibilität.
Eine solche topologische Definition besitzt zwar den großenVorteil der Anschaulich-
keit, allerdings ist sie für algebraische Rechnungen ziemlich ungeeignet. Im Falle der
auch zunächst topologisch definierten zusammenhängenden Greenschen Funktionen war
es uns möglich, eine gleichwertige algebraische Definitiondurch das erzeugende Funk-
tionalW[J,J] anzugeben. Ist ein solcher Zugang nun auch für die Selbstenergien durch-
führbar?

Wie von Jona-Lasinio 1964 gezeigt wurde, ist dies in der Tat der Fall. Man kann ein
erzeugendes Funktional von sogenannten Vertexfunktionendefinieren, welche letztlich
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die Selbstenergien darstellen. Dieses erzeugende Funktional erhält man durch Legendre-
Transformation des FunktionalsW[J,J]. Um im folgenden diese Transformation durch-
zuführen, definieren wir als erstes die Abbildungen

Φ[ · , · ] : C
∞(R4,C)×C

∞(R4,C) → C
∞(R4,C)

(

J(p),J(p)
)

7→ Φ[J,J](p) = δ
δJ

W[J,J]
(4.1.1a)

Φ[ · , · ] : C
∞(R4,C)×C

∞(R4,C) → C
∞(R4,C)

(

J(p),J(p)
)

7→ Φ[J,J](p) = δ
δJW[J,J],

(4.1.1b)

welche die FunktionenJ(p),J(p) in die FunktionenΦ(p),Φ(p) überführen. Wir nehmen
an, daß diese Abbildungen umkehrbar sind, das heißt, es existieren zwei Abbildungen

J[ · , · ] : C
∞(R4,C)×C

∞(R4,C) → C
∞(R4,C)

(

Φ(p),Φ(p)
)

7→ J[Φ,Φ](p)
(4.1.2a)

J[ · , · ] : C
∞(R4,C)×C

∞(R4,C) → C
∞(R4,C)

(

Φ(p),Φ(p)
)

7→ J[Φ,Φ](p),
(4.1.2b)

so daß für alleΦ,Φ,J undJ gilt Φ
[

J[Φ,Φ],J[Φ,Φ]
]

= Φ usw. . Für die Gültigkeit dieser
Annahme ist es unter anderem notwendig [IZ80], daß die Gleichungen

δ
δJ

W[J,J]|J=0=J = 0 und (4.1.3a)
δ

δJW[J,J]|J=0=J = 0 (4.1.3b)

gültig sind - diese Bedingungen sind aber gerade durch unsere Wahl vonψc (3.3.3) erfüllt.

Nachdem wir nun die Abbildungen (4.1.1) und (4.1.2) eingeführt haben, können wir
das erzeugende Funktional der Vertexfunktionen durch

Γ
[

Φ,Φ
]

=

[

−W[J,J]+∑
p

(

J(p)Φ(p)+Φ(p)J(p)
)

]

J=J[Φ,Φ]

J=J[Φ,Φ]

(4.1.4)

definieren1, d.h. durch die Legendre-Transformation des FunktionalsW[J,J]. Daraus folgt
unter Benutzung der Kettenregel

δΓ[Φ,Φ]
δΦ(p) = ∑

q
−

(

δW[J,J]
δJ(q)

δJ[Φ,Φ](q)
δφ(p) +

δW[J,J]
δJ(q)

δJ[Φ,Φ](q)
δφ(p)

)

+∑
q

(

δJ[Φ,Φ](q)
δΦ(p) Φ(q)+

δJ[Φ,Φ](q)
δΦ(p) Φ(q)+J[Φ,Φ](q)δp,q

)

(4.1.1)
= J[Φ,Φ](p), (4.1.5)

1Vergleiche hierzu [Toy83]
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was bedeutet, daß die angegebene UmkehrabbildungJ[Φ,Φ] einfach gegeben ist durch

J[Φ,Φ] = δΓ[Φ,Φ]
δΦ . (4.1.6a)

Entsprechend gilt

J[Φ,Φ] = δΓ[Φ,Φ]

δΦ . (4.1.6b)

Die Vertexfunktionen berechnen sich nun gemäß

Γm,n(p′1 . . . p′m; p1 . . . pn) = δ m

δΦ(p′1)...δΦ(p′m)
δ n

δΦ(p1)...δΦ(pn)
Γ[Φ,Φ]|Φ[J=0,J=0]

Φ[J=0,J=0]

(4.1.7)

aus dem erzeugenden FunktionalΓ[Φ,Φ], wobei die Auswertung aufgrund vonΦ[J =
0,J = 0] = 0 = Φ[J = 0,J = 0] an der StelleΦ = 0 = Φ erfolgt. Wie bereits erwähnt, ste-
hen nun diese durch (4.1.7) definierten Vertexfunktionen mit den Selbstenergieanteilen in
engem Zusammenhang, so daß uns nun auch von letzteren eine algebraische Bestimmung
möglich ist. Es gilt [IZ80]

Σm,n = −Γm,n−∆−1δm,1δn,1. (4.1.8)4.2 Herleitung der DB-Gleihungen ...
Mit Hilfe der algebraischen Bestimmungsgleichung der Selbstenergien (4.1.8) ist es nun
möglich, Beziehungen zwischen diesen und den Greenschen Funktionen zu berechnen -
nämlich die von Beliaev gefundenen. Dazu betrachten wir dieAusdrücke

δ
δJ(p)

δΓ[Φ,Φ]
δΦ(q) |J=0=J und δ

δJ(p)

δΓ[Φ,Φ]

δΦ(q)
|J=0=J, (4.2.1)

die wir zum einen direkt mit Hilfe von (4.1.6) und zum anderenunter Benutzung der
Kettenregel ausrechnen können. Als Resultate erhalten wirdie Gleichungen

δp,q = ∑
q′

(

δΦ[J,J](q′)
δJ(p)

δΓ[Φ,Φ]
δΦ(q′)Φ(q) + δΦ[J,J](q′)

δJ(p)

δΓ[Φ,Φ]

δΦ(q′)Φ(q)

)

|J=0=J (4.2.2a)

0 = ∑
q′

(

δΦ[J,J](q′)
δJ(p)

δΓ[Φ,Φ]

δΦ(q′)Φ(q)
+ δΦ[J,J](q′)

δJ(p)

δΓ[Φ,Φ]

δΦ(q′)Φ(q)

)

|J=0=J, (4.2.2b)

die wir unter Benutzung von (4.1.7, 4.1.1, 2.4.20) in die übersichtliche Form

δp,q = ∑
q′

(

G2,0
c (q′, p;)Γ0,2(;q′,q)+G1,1

c (p;q′)Γ1,1(q′;q)
)

(4.2.3a)

0 = ∑
q′

(

G2,0
c (q′, p;)Γ1,1(q;q′)+G1,1

c (p;q′)Γ2,0(q,q′;)
)

(4.2.3b)
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4 Die Dyson-Beliaev-Gleichungen

bringen können. Aufgrund der translatorischen Invarianz des homogenen Systems und
der damit verbundenen Impulserhaltung lassen sich die auftretenden Größen durch

G1,1
c (p;q′) = δq′,pG1,1

c (q′) (4.2.4a)

Γ1,1(q′;q) = δq′,qΓ1,1(q) (4.2.4b)

G2,0
c (q′, p;) = δq′+p,0G2,0

c (p) (4.2.4c)

Γ2,0(q,q′;) = δq+q′,0Γ2,0(q′) (4.2.4d)

Γ0,2(;q′,q) = δ0,q′+qΓ0,2(q) (4.2.4e)

geeignet schreiben. Damit ergeben sich die Gleichungen

1 = G2,0
c (p)Γ0,2(p)+G1,1

c (p)Γ1,1(p) (4.2.5a)

0 = G2,0
c (p)Γ1,1(−p)+G1,1

c (p)Γ2,0(p), (4.2.5b)

die durch Übergang von den Vertexfunktionen zu den Selbstenergieanteilen gemäß (4.1.8)
und nach Multiplikation mit∆(p) bzw.∆(−p) die Form

G1,1
c (p) = ∆(p)+∆(p)Σ0,2(p)G2,0

c (p)+∆(p)Σ1,1(p)G1,1
c (p) (4.2.6a)

G2,0
c (p) = ∆(−p)Σ1,1(−p)G2,0

c (p)+∆(−p)Σ2,0(p)G1,1
c (p), (4.2.6b)

annehmen. Da die in diesen Gleichungen, den Dyson-Beliaev-Gleichungen, auftretenden
zusammenhängenden Greenschen FunktionenG1,1

c ,G2,0
c aufgrund unserer Wahl vonψc

mit den Greenschen FunktionenG1,1,G2,0 übereinstimmen2, gelten die Dyson-Beliaev-
Gleichungen auch für diese normalen Greenschen Funktionen. Ihre graphische Darstel-
lung ist gegeben durch

= + Σ11 + Σ02 (4.2.7a)

= Σ20 + Σ11 , (4.2.7b)

und wir erkennen daran sehr deutlich, daß wir es hier mit zweiimpliziten Bestimmungs-
gleichungen für die Greenschen Funktionen zu tun haben.

Bevor wir uns nun der Berechnung der expliziten Lösungen zuwenden, ist zu bemerken,
daß durch (4.2.7) ersichtlich ist, warum eine Approximation der FunktionenG1,1,G2,0

durch die Dyson-Beliav-Gleichungen ausgehend von einer Näherung der Selbstenergien
eine nicht-störungstheoretische ist. Nähert man zum Beispiel die Selbstenergien durch
ihre einfachsten Graphen

Σ1,1 ≈ (4.2.8a)

Σ2,0 ≈ , (4.2.8b)

2G1,1
c

(2.4.21)
= G1,1−G1,0G0,1 (3.3.5)

= G1,1

G2,0
c

(2.4.21)
= G2,0−G1,0G1,0 (3.3.5)

= G2,0
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4.2 Herleitung der DB-Gleichungen ...

was der Näherung in der nullten Loopordnung entspricht, so erhält man durch iterative
Lösung des Dyson-Beliaev-Gleichungssystems das Resultat

G1,1 ≈ + + + + . . . (4.2.9a)

G2,0 ≈ + + + . . . . (4.2.9b)

Das bedeutet, die Greenschen Funktionen werden komplett innullter Loopordnung ap-
proximiert. Insbesondere ist diese Approximation nicht durch einfache Störungsrechnung
bzw. durch Entwicklung in den Vertizes reproduzierbar. Dies ist eine überaus nützliche
Eigenschaft der Gleichungen (4.2.7) und wird uns bei den Berechnungen zum verdünnen
Bosegas sehr hilfreich sein.

Doch nun wollen wir die explizite Form zu Berechnung vonG1,1 undG2,0 aus (4.2.6)
herleiten. Dazu schreiben wir diese Gleichungen in kompakter Matrixschreibweise3 der
Gestalt

(

G1,1(p)
G2,0(p)

)

=

(

∆(p)Σ1,1(p) ∆(p)Σ0,2(p)
∆(−p)Σ2,0(p) ∆(−p)Σ1,1(−p)

)(

G1,1(p)
G2,0(p)

)

+

(

∆(p)
0

)

,

(4.2.10)
woraus sich die Lösung zu

(

G1,1(p)
G2,0(p)

)

=

(

∆(p)Σ1,1(p)−1 ∆(p)Σ0,2(p)
∆(−p)Σ2,0(p) ∆(−p)Σ1,1(−p)−1

)−1(

−∆(p)
0

)

(4.2.11)

und mitD(p) =
(

Σ1,1(p)−∆(p)−1
)(

Σ1,1(−p)−∆(−p)−1
)

−Σ2,0(p)Σ0,2(p) zu

(

G1,1(p)
G2,0(p)

)

=

1
∆(p)∆(−p)D(p)

(

∆(−p)Σ1,1(−p)−1 −∆(p)Σ0,2(p)
−∆(−p)Σ2,0(p) ∆(p)Σ1,1(p)−1

)(

−∆(p)
0

)

(4.2.12)

ergibt. Daraus kann man leicht die einzelnen expliziten Formen der Greenschen Funktio-
nen

G1,1(p) =
∆(−p)−1−Σ1,1(−p)

D(p)
(4.2.13a)

G2,0(p) =
Σ2,0(p)

D(p)
(4.2.13b)

ablesen. Damit sind wir nun in der Lage die Greenschen Funktionen und damit viele Ei-
genschaften des Systems in einfacher Weise aus einer Näherung der Selbstenergieanteile
zu gewinnen.

3Diese ist zu unterscheiden von der Matrixdarstellung der Greenschen Funktionen [FW03].
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4 Die Dyson-Beliaev-Gleichungen4.3 ... und ihr Zusammenhang mit derHP-Relation
In Kapitel 3 hatten wir darauf hingewiesen, daß die Hugenholtz-Pines-Relation ein Ener-
giespektrum vorhersagt, daß „gapless“ ist, daß also die Energie möglicher Anregungen
bei verschwindendem Impuls selbst verschwindet. Dies können wir nun mit Hilfe von
(4.2.13) leicht einsehen, indem wir ausnutzen, daß die Polstellen vonG1,1(p) bezüglich
p0 nach analytischer Fortsetzung das EnergiespektrumE(p) der möglichen Anregungen
des Systems, Quasipartikel genannt, wiedergeben. Dazu betrachten wir die Nullstellen
des Nenners vonG1,1(p)

0 =
(

Σ1,1(p)+ ip0− p2

2m
+ µ

)(

Σ1,1(−p)− ip0− p2

2m
+ µ

)

−Σ2,0(p)Σ0,2(p) (4.3.1)

und führen die Substitutionip0 → E(p) durch, mit der für das Energiespektrum der Qua-
sipartikel

E(p)2 =
(

Σ1,1(p)− p2

2m
+ µ

)(

Σ1,1(−p)− p2

2m
+ µ

)

−Σ2,0(p)Σ0,2(p) (4.3.2)

folgt. Unter expliziter Benutzung der Hugenholtz-Pines-Relation (3.0.1) ergibt sich damit
speziell für den Fallp = 0 das Resultat

E(0) =

√

(

Σ1,1(0)+ µ
)2−Σ2,0(0)Σ0,2(0) =

√

(

Σ2,0(0)
)2−

(

Σ2,0(0)
)2

= 0, (4.3.3)

was bedeutet, daß das Anregungsspektrum eines kondensierten bosonischen Systems tat-
sächlich lückenlos im oben genannten Sinne ist - wie von Hugenholtz und Pines behaup-
tet.
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5 Das verdünnte, shwahwehselwirkende Bosegas
Das Problem des nicht idealen Bosegases im Zusammenhang mitder Bose-Einstein-Kon-
densation wurde zum ersten Mal erfolgreich 1947 von Bogoliubov behandelt, der da-
mit eine mikroskopische Erklärung für das superfluide Verhalten des 4-Helium geben
wollte. Die Schwierigkeit, die er zu überwinden hatte, lag vor allem darin, daß eine
normale Störungstheorie aufgrund der Existenz eines Kondensats nicht anwendbar war.
Bogoliubov konnte diese Schwierigkeit aber beheben, indemer das Kondensat in sei-
nen Berechnungen explizit behandelte. Weiterhin mußte er zum Zwecke der analytischen
Durchführbarkeit die Näherung des verdünnten Gases mit schwacher Zweiteilchenwech-
selwirkung annehmen. Während also in früheren Zeiten das verdünnte, schwach wech-
selwirkende Bosegas nur als grobe Näherung für das stark wechselwirkende, superfluide
Helium verwandt wurde, hat es in den letzten 10 Jahren aufgrund neuerer Experimente
[AEM+95, DMA+95, BSTH95] eine Bedeutung fern jeglicher Approximation erhalten.

Deshalb wollen wir im folgenden ebenfalls dieses spezielleBosegas behandeln und uns
dabei der in den letzten Kapiteln entwickelten Theorie bedienen. Im Gegensatz zu Bo-
goliubov werden wir uns somit funktionalintegraler Methoden bedienen, und vor allem
werden wir uns nicht auf den FallT = 0 beschränken, sondern Aussagen über die Tem-
peraturabhängigkeit einzelner Größen machen. Uns wird dabei das Temperaturverhalten
der Nichtkondensatsdichte beschäftigen, da sich Popovs Berechnungen in diesem Fall
sehr von den in der Literatur üblichen Angaben unterscheiden, und insbesondere werden
wir mit Hilfe der Hugenholtz-Pines-Relation die thermische Abhängigkeit der Konden-
satsdichte, die sogenannte „thermal depletion“, in ersterLoopnäherung berechnen. Dabei
beschränken wir uns natürlich auf den interessanten Fall, bei dem sich die Temperatur
innerhalb des kritischen Bereiches für die Bose-Einstein-Kondensation befindet.

Mit der Betrachtung eines sehr kalten, verdünnten Gases sind einige Eigenschaften
verbunden, die uns bei den nachfolgenden Berechnungen von Nutzen sein werden. So ist
aufgrund der geringen Dichten die Reichweiter0 der interatomaren Wechselwirkungen
viel kleiner als der durchschnittliche Abstandd = n−1/3 der Teilchen untereinander. Das
erlaubt es, uns nur auf Paarwechselwirkungen zu beschränken, da die gleichzeitige Inter-
aktion von drei oder mehr Teilchen vernachlässigt werden kann.

Weiterhin wird aufgrund der geringen thermischen Anregungdie kinetische Energie so
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5 Das verdünnte, schwach wechselwirkende Bosegas

klein sein, daß die aus der Streutheorie bekannte Ungleichungkr0 ≪ 1 erfüllt ist. Dadurch
ist es uns bei den auftretenden Streuprozessen möglich, statt mit der impuls- und winkel-
abhängigen Streuamplitudef (k,k′) mit der konstanten Streulängeas zu rechnen. Diese
Streulänge spielt, wie wir noch sehen werden, als entscheidender Wechselwirkungspara-
meter eine sehr wichtige Rolle innerhalb der Theorie kondensierter Bosegase.

Zur Berechnung der gewünschten Eigenschaften des Bosegases werden wir uns der
Möglichkeiten bedienen, die uns die Greensche FunktionG1,1(p) zur Verfügung stellt.
Dazu müssen wir diese aber erst einmal berechnen. Das werdenwir in den folgenden
Abschnitten angehen, indem wir zuallererst die zugehörigen SelbstenergieanteileΣ1,1(p)
und Σ2,0(p) innerhalb einer passenden Approximation bestimmen werdenund diese im
Anschluss mit Hilfe des Dyson-Beliaev-Gleichungssystemsauswerten werden.

5.1 Die Selbstenergieanteile
Wie wir in früheren Kapiteln bereits gesehen haben, bestehen die Selbstenergieanteile
Σ1,1(p) und Σ2,0(p) jeweils aus einer unendlichen Reihe von zusammenhängenden, 1-
Teilchen-irreduziblen Diagrammen. Eine exakte Berechnung würde verlangen, all diese
auszurechnen und aufzusummieren - ein sicher hoffnungsloses Unterfangen.
Allerdings ist es bei Betrachtung eines verdünnten Gases möglich, in einer gewissen Nä-
herung einen Großteil der Diagramme zu vernachlässigen. Dies beruht auf folgenden zwei
Eigenschaften, die den Beitrag von Diagrammen zu den Selbstenergieanteilen verringern:

1. Das Auftreten von 2- bzw. 3-Teilchen-Vertizes innerhalbeines Diagramms führt

zur Multiplikation mit Faktorenψ2
c = nc bzw.ψc = n1/2

c . Diese Faktoren verringern
aufgrund der geringen Dichten undnc < n den Beitrag zur Selbstenergie.

2. Das Vorkommen von Schleifen, entlang derer eine feste Pfeilrichtung gegeben ist,
verringert den Beitrag zur Selbstenergie. Dies liegt an denFaktoren(eβε(k)−1)−1,
die nach Ausführung der Frequenzsummen zurückbleiben, unddie den Summati-
onsbereich der Impulse auf den Bereichk≤ T1/2 beschränken.

Verwenden wir im Zuge dieser Eigenschaften also nur Diagramme, die entweder maxi-
mal eine von den angesprochenen Schleifen enthält oder höchstens ein 2-Teilchen-Vertex
bzw. zwei 3-Teilchen-Vertizes besitzen, dann lassen sich die Selbstenergieanteile nähe-
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rungsweise durch

Σ11 = + 1/2 + 1/4 + . . .

+ + 1/2 + 1/4 + . . .
(5.1.1a)

Σ20 = + 1/2 + 1/4 + . . . (5.1.1b)

ausdrücken. Man kann anhand der übriggebliebenen Graphen erkennen, daß die von uns
gemachte Näherung die sogenannte „ladder approximation“ darstellt [FW03, Mat92], ei-
ne Näherung innerhalb der Vielteilchentheorie, die unter anderem für verdünnte Gase
Anwendung findet. Diese genäherten Ausdrücke bestehen zwarimmer noch aus einer un-
endlichen Reihe von Graphen. Sie haben allerdings den großen Vorteil, daß sie sich durch
Benutzung des T-Diagramms

T = + 1/2 + 1/4 + . . . (5.1.2)

entscheidend vereinfachen lassen. Denn mit Hilfe des letzteren werden die Gleichungen
(5.1.1) zu

Σ11 = + 1/2 + 1/4 T

+ T

(5.1.3a)

Σ20 = + 1/2 T . (5.1.3b)

Um nun die Selbstenergieanteile tatsächlich auszurechnen, ist es also notwendig, daß wir
das T-Diagramm genauer betrachten und letztlich bestimmen.5.1.1 Die Integralgleihung des T-Diagramms
Zur Berechnung des T-Diagramms ziehen wir Gleichung (5.1.2) heran und nutzen die
Eigenschaft, daß die darin enthaltende Summation durch dasT-Diagramm selbst ausge-
drückt und somit durch

T = + 1/2 T (5.1.4)
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5 Das verdünnte, schwach wechselwirkende Bosegas

ersetzt werden kann.

Um die Lösung dieser bisher graphischen Gleichung zu bestimmen, definieren wir die
T-Matrix durch

T(p1, p2; p3, p4)δp1+p2,p3+p4 ≡
p3

p4

p2

p1

T , (5.1.5)

wobei wir die z.B. aus (5.1.2) ersichtliche Impulserhaltung explizit durch das Kronecker-
Delta berücksichtigen. Zusammen mit der zur Abkürzung nützlichen Definitionv(k) :=

−U(k)
βV erhalten wir die zu (5.1.4) äquivalente Gleichung1

T(p1, p2; p3, p4) = {v(p1−p3)+v(p1−p4)}

+
1
2 ∑

q,q′
{v(p1−q)+v(p1−q′)}T(q,q′; p3, p4)∆(q)∆(q′)δq+q′,p1+p2.

(5.1.6)

Aus dieser Gleichung wollen wir im FolgendenT(p1, p2; p3, p4) bestimmen. Dazu nutzen
wir die Symmetrie2 T(p1, p2; p3, p4) = T(p2, p1; p3, p4), womit

T(p1, p2; p3, p4) = {v(p1−p3)+v(p1−p4)}
+ ∑

q,q′
v(p1−q)T(q,q′; p3, p4)∆(q)∆(q′)δq+q′,p1+p2

= {v(p1−p3)+v(p1−p4)}
+∑

q
v(p1−q)T(q, p1+ p2−q; p3, p4)∆(q)∆(p1+ p2−q)

(5.1.7)

folgt.
Da der erste Term der linken Seite noch die Summe zweier Potentiale enthält, bietet sich
die Separation

T(p1, p2; p3, p4) = Γ(p1, p2; p3, p4)+Γ′(p1, p2; p3, p4) (5.1.8a)

zusammen mit den Definitionsgleichungen

Γ(p1, p2; p3, p4) = v(p1−p3)+∑
q

v(p1−q)Γ(q, p1+ p2−q; p3, p4)∆(q)∆(p1+ p2−q)

(5.1.8b)

Γ′(p1, p2; p3, p4) = v(p1−p4)+∑
q

v(p1−q)Γ′(q, p1+ p2−q; p3, p4)∆(q)∆(p1+ p2−q)

(5.1.8c)

1Vgl. Abschnitt über Feynmanregeln
2Vergleiche wieder mit (5.1.2)
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an. Durch Vergleich dieser letzten beiden Gleichungen erkennen wirΓ′(p1, p2; p3, p4) =
Γ(p1, p2; p4, p3) und erhalten somit

T(p1, p2; p3, p4) = Γ(p1, p2; p3, p4)+Γ(p1, p2; p4, p3). (5.1.9)

Wir können also im weiteren Verlauf die einfachere Gleichung (5.1.8b) betrachten, um
die T-Matrix zu bestimmen.

Dazu nutzen wir die bereits angesprochene Impulserhaltungaus, indem wir eine Varia-
blentransformation von den Einzelimpulsen zum Gesamtimpuls und den Relativimpulsen
durchführen. Entsprechend definieren wir

P : = p1 + p2 = p3+ p4, (5.1.10a)

k : =
p1− p2

2
(5.1.10b)

und

k′ : =
p3− p4

2
. (5.1.10c)

Damit transformiert sich (5.1.8b) unter Benutzung vonΓ(p1, p2; p3, p4) ≡ Γ(k,k′,P) zu

Γ(k,k′,P) = v(k−k′)+∑
q

v(P
2 +k−q)Γ(q− P

2 ,k′,P)∆(q)∆(P−q)

bzw. nach Änderung des Summationsindexq→ q+ P
2 zu

Γ(k,k′,P) = v(k−k′)+∑
q

v(k−q)Γ(q,k′,P)∆(P
2 +q)∆(P

2 −q). (5.1.11)

Für spätere Zwecke drücken wir auch noch das gesuchte T-Diagramm bzw. sein algebrai-
sches Äquivalent in den neuen Variablen aus. Es gilt

T(p1, p2; p3, p4) ≡ T(k,k′,P) = Γ(k,k′,P)+Γ(k,−k′,P). (5.1.12)

Lösen wir die Gleichung (5.1.11) iterativ, so erhalten wir als Resultat unter anderem
die Erkenntnis, daßΓ({k,k0},{k′,k′0},{P,P0}) allein von P0 abhängt, nicht aber von
k0 und k′0! Aufgrund dessen und der Tatsache, daß in dem Potential auchkeine vierte
Komponente eingeht, schreiben wir

Γ(k,k′,P) = v(k−k′)+∑
q

v(k−q)Γ(q,k′,P)∆(P
2 +q)∆(P

2 −q)

= v(k−k′)+∑
q

(

v(k−q)Γ(q,k′,P)∑
q0

∆(P
2 +q)∆(P

2 −q)

)

.
(5.1.13)
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Im letzten Schritt haben wir die vorherige Einsicht dazu benutzt, die Summation aufzu-
spalten.
Dies ist sehr nützlich, denn wir erkennen nun in der Summe über q0 eine doppelte Fre-
quenzsumme, die wir gemäß Gleichung (A.2.3) auswerten können. Dazu ersetzen wir

∆(q) = (−iq0+ q2

2m−µ)−1 und erhalten

∑
q0

∆(P
2 +q)∆(P

2 −q) = ∑
q0

1

−iq0− i P0

2 +
( P

2 +q)2

2m −µ
· 1

iq0− i P0

2 +
( P

2−q)2

2m −µ

=
β

q2

m + P2

4m− iP0−2µ
Ω(P,q) (5.1.14)

mit

Ω(P,q) =
1

eβ
(

−i P0
2 +

( P
2 +q)2

2m −µ
)

−1

− 1

eβ
(

i P0
2 − ( P

2−q)2

2m +µ
)

−1

.

Wir berücksichtigen nun (5.1.14) in Gleichung (5.1.13) undführen die Ersetzung
∑q . . . → V

(2π)3

∫

dq . . . durch, die für große Volumina gültig ist. Daraus resultiertletztlich
die Integralgleichung

Γ(k,k′,P) = v(k−k′)+
Vβ

(2π)3

∫

dq
v(k−q)Γ(q,k′,P)
q2

m + P2

4m− iP0−2µ
Ω(P,q), (5.1.15)

die wir zur Bestimmung der T-Matrix nutzen werden. Diese Integralgleichung, eine inho-
mogene Fredholmgleichung zweiter Art, kann nicht allgemein für ein beliebiges Potenti-
al gelöst werden. Allerdings ist es möglich, die Lösung durch Terme der Streuamplitude
auszudrücken. Und dies wird für unsere Zwecke sehr fruchtbar sein.5.1.2 Eine approximative Lösung der T-Matrix
Wie bereits angedeutet, wollen wir in diesem Abschnitt der Möglichkeit nachgehen, die
gesuchte T-Matrix näherungsweise durch die Streuamplitude darzustellen. Dazu betrach-
ten wir die Integralgleichung der letzteren. Nach (B.0.12)gilt für die Streuamplitude bei
der 2-Teilchen-Streuung

f (k,k′) = − m
4π

U(k−k′)+
m
4π

· 1
(2π)3

∫

dp
U(k′−p)4π f (k,p)

k2−p2 . (5.1.16)

Führen wir die Größẽf (k,k′) :=−4π
m f (k′,k) ein, können wir diese Gleichung umformen

und erhalten

U(k−k′) = f̃ (k,k′)− 1
(2π)3

∫

dp
U(k−p) f̃ (p,k′)

k′2
m − p2

m

= L [ f̃ ](k,k′),

(5.1.17)
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5.1 Die Selbstenergieanteile

wobei wir im letzten Schritt den linearen OperatorL eingeführt haben, den wir durch

L : F (R3×R
3,R) → F (R3×R

3,R)

h(k,k′) 7→ L [h](k,k′) = h(k,k′)− 1
(2π)3

∫

dp
U(k−p)h(p,k′)

k′2
m − p2

m

(5.1.18)

definieren [AGD65, S. 231].

Dieser lineare OperatorL besitzt die Eigenschaft ker(L ) = {0∈ F}, denn die Glei-
chungL [h](k,k′) = 0 wird nur vonh = 0∈ F für allek,k′ gelöst. Damit istL injektiv
und auf dessen Bildmenge existiert ein linearer inverser OperatorL −1.

Den Zusammenhang zwischen der T-Matrix und der Streuamplitude können wir nun
deutlich machen, indem wir (5.1.15) heranziehen und dabeiΓ(k,k′,P) bei festemP be-
trachten

Γ(k,k′,P) = −U(k−k′)
βV

− 1
(2π)3

∫

dq
U(k−q)Γ(q,k′,P)
q2

2m + P2

8m− iP0−2µ
Ω(P,q). (5.1.19)

Denn wenden wir nun den OperatorL auf Γ( · , · ,P) an, erhalten wir

L [Γ](k,k′,P) = Γ(k,k′,P)− 1
(2π)3

∫

dp
U(k−p)Γ(p,k′,P)

k′2
m − p2

m

. (5.1.20)

Zusammen mit (5.1.19) folgt daraus

L [Γ](k,k′,P) = −U(k−k′)
βV

− 1
(2π)3

∫

dp U(k−p)Γ(p,k′,P)

×
(

1
k′2
m − p2

m

+
Ω(P,q)

q2

2m + P2

8m− iP0−2µ

)

.

(5.1.21)

Schließlich wenden wir auf die letzte GleichungL −1 an, und unter Berücksichtigung
von (5.1.17) erhalten wir die Beziehung

Γ(k,k′,P) =− f̃ (k,k′)
βV

− 1
(2π)3

∫

dp f̃ (k,p)Γ(p,k′,P)

(

1
k′2
m − p2

m

+
Ω(P,q)

q2

2m + P2

8m− iP0−2µ

)

,

(5.1.22)
die bei schwacher Wechselwirkung die ApproximationΓ(k,k′,P) =

4π f (k,k′)
mβV aufzeigt.

Da wir uns bei unseren Rechnungen zusätzlich im Bereich geringer kinetischer Ener-
gie befinden, können wir die verwendete Streuamplitude durch die konstante Streulänge
ersetzen. Damit ergibt sich die Näherung

Γ(k,k′,P) ≈−4πas

mβV
=: − Γ

βV
, (5.1.23)
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5 Das verdünnte, schwach wechselwirkende Bosegas

und es gilt für unser gesuchtes T-Diagramm aufgrund von (5.1.12) die Approximation

p3

p4

p2

p1

T ≈−2
Γ

βV
δp1+p2,p3+p4. (5.1.24)

Es ist wichtig zu bemerken, daß die Streulängeas und damit auch die soeben eingeführte
GrößeΓ aufgrund der repulsiven Wechselwirkung der Bosonen positiv sind. Diese re-
pulsive Wechselwirkung kann im allgemeinen nur bei der Betrachtung der Kondensation
eines nicht eingeschlossenen Bosegases angenommen werden[EGZL96, Sto94, RHB95,
BSTH95].5.1.3 Die eigentlihe Näherung der Selbstenergieanteile
Da uns im letzten Abschnitt eine näherungsweise Bestimmungdes T-Diagramms gelun-
gen ist, können wir nun die Berechnung der Selbstenergieanteile weiterführen. Dazu be-
nutzen wir die Gleichungen (5.1.3) zusammen mit dem letztenErgebnis (5.1.24) und
erhalten

Σ1,1(p) = Σ11 = + 1/2 + 1/4 T

+ T

= −nc
(

U(0)+U(p)
)

+
nc

2βV ∑
q

(

U(q)+U(p−q)
)2∆(q)∆(p−q)

− ncΓ
2(βV)2

(

∑
q

(

U(q)+U(p−q)
)

∆(q)∆(p−q)
)2

− 2Γ
βV ∑

q
∆(q)

Σ2,0(p) = Σ20 = + 1/2 T

= −ncU(p)+
ncΓ
βV ∑

q
U(q)∆(q)∆(−q).

Diese Ausdrücke sind für eine weitere analytische Betrachtung weitestgehend ungeeignet,
doch besteht die Möglichkeit, sie weiter zu vereinfachen. Denn die vorliegende schwache
Wechselwirkung erlaubt die Benutzung der Bornschen Näherung, in der die Beziehung

U(p) ≈ 4πas

m
= Γ (5.1.25)

zwischen Potential und Streulänge existiert3. Mit Hilfe dieser Gleichung und der Bedin-
gung, daß sowohl die thermische als auch die Wechselwirkungsenergie klein sind, ergeben

3Vgl. (5.1.17)
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5.2 Die Greensche FunktionG1,1

sich die Selbstenergieanteile zu

Σ1,1(p) ≈−2ncΓ− 2Γ
βV ∑

q
∆(q) (5.1.26a)

Σ2,0(p) ≈−ncΓ. (5.1.26b)

Die in diesen Gleichungen noch angeführtep-Abhängigkeit tritt dabei gar nicht mehr auf,
weshalb wir sie im folgenden auch nicht mehr angeben werden.

Der Ausdruck 1
βV ∑q ∆(q) stellt nach (2.3.14) die erste Näherung der Dichte des nicht

kondensierten Anteils vom Bosegas dar. Somit schreiben wirdie Gleichungen (5.1.26)
letztendlich in der Form

Σ1,1 ≈−2nΓ (5.1.27a)

Σ2,0 ≈−ncΓ. (5.1.27b)

Diese Näherungen der Selbstenergieanteile werden wir im folgenden für die Berechnung
der Greenschen Funktionen verwenden. Doch zuvor gehen wir nochmal kurz auf (5.1.27)
als Approximation ein. Denn es ist sehr interessant einzusehen, wie sich die gemach-
ten Näherungen, insbesondere die Bornsche Näherung, auf die ursprünglich betrachteten
Selbstenergien auswirken.

Betrachtet man nämlich letztere und untersucht, welche Graphen bei den jeweiligen
Näherungen wegfallen, dann kann man erkennen, daß in (5.1.27) letztlich nur drei Dia-
gramme Verwendung finden. Es gilt

Σ1,1 ≈ + (5.1.27a′)

Σ2,0 ≈ . (5.1.27b′)

Dies entspricht im Endeffekt der ersten Ordnung in der Entwicklung nach Vertizes bzw. in
der Entwicklung nach der Kopplungskonstanten. Wie bereitsim Abschnitt 4.2 erläutert,
sind die daraus resultierenden Ergebnisse für die Greenschen Funktionen dennoch von
nicht störungstheoretischer Art!5.2 Die Greenshe Funktion G1,1

Die Kenntnis der SelbstenergienΣ1,1 und Σ2,0 erlaubt uns die Berechnung der vollen
Greenschen FunktionG1,1(p), aus der sich dann wichtige physikalische Informationen,
wie z.B. Energiespektrum und Teilchendichte gewinnen lassen. Die Berechnung können
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5 Das verdünnte, schwach wechselwirkende Bosegas

wir mit Hilfe der Dyson-Beliaev-Gleichungen (4.2.13) auf sehr einfache Weise durchfüh-
ren. Nutzen wir von letzteren die Gleichung

G1,1(p) =
∆(−p)−1−Σ1,1

D(p)
mit

D(p) =
(

∆(−p)−1−Σ1,1
)(

∆(p)−1−Σ1,1
)

−Σ2,0 Σ2,0,

(5.2.1)

so scheint auf den ersten Blick eine Notwendigkeit für die Benutzung beider von uns
berechneter Selbstenergieanteile zu bestehen. Doch tatsächlich ist dem nicht so. Denn
mit Hilfe der Hugenholtz-Pines-Relationµ + Σ1,1(0) = Σ2,0(0) erkennen wir, unter der

expliziten Benutzung der freien Greenschen Funktion∆(p) =
(

−ip0 + ε(p)−µ
)−1

, daß
G1,1(p) nur noch vonΣ2,0 abhängt

G1,1(p) =
ip0+ ε(p)−Σ2,0

D(p)
mit

D(p) =
(

ip0+ ε(p)−Σ2,0
)(

−ip0+ ε(p)−Σ2,0
)

−Σ2,0 Σ2,0.

(5.2.2)

Dieses etwas merkwürdige Resultat erklärt sich aber sehr einfach durch die impulsun-
abhängige Näherung der Selbstenergien, so daß in diesem Fall die nur für p = 0 gültige
Hugenholtz-Pines-Relation Anwendung findet.

Für die weitere Berechnung der gesuchten Greenschen Funktion benutzen wir nun
(5.1.27b). Damit ergibt sich

D(p) =
(

ip0+ ε(p)+ncΓ
)(

−ip0+ ε(p)+ncΓ
)

−n2
cΓ2

= (p0)2+E(p)2 mit E(p) :=
√

ε(p)2+2ncε(p)Γ
(5.2.3)

und folglich

G1,1(p) =
ip0+ ε(p)+ncΓ
(p0)2+E(p)2 . (5.2.4)

Diese Form der Greenschen Funktion erlaubt nach analytischer Fortsetzung zu reel-
len Frequenzen [FW03] die Bestimmung des Energiespektrumsder Quasiteilchen durch
Betrachtung der Polstellen. Wir erhalten das bekannte Bogoliubovspektrum

E(p) =
√

ε(p)2+2ncε(p)Γ, (5.2.5)

das für kleine Impulse annähernd linear verläuft und damit Eigenschaften wie das super-
fluide Verhalten des Bosegases (siehe aber dazu [Leg99]) oder die T3-Abhängigkeit der
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5.3 Die Temperaturabhängigkeit des Nichtkondensats

Wärmekapazität erklärt.

Für spätere Rechnungen ist es von Nutzen, die erwähnten Poleder Gleichung (5.2.4)
aufzuspalten. Als Ergebnis erhalten wir

G1,1(p) =
u(p)2

−ip0+E(p)
+

v(p)2

ip0+E(p)
, (5.2.6)

wobei die Größen

u(p)2 =
ε(p)+ncΓ

2E(p)
+

1
2

(5.2.7a)

v(p)2 =
ε(p)+ncΓ

2E(p)
− 1

2
(5.2.7b)

schon aus der von Bogoliubov verwendeten kanonischen Transformation bekannt sind
[PN99].5.3 Die Temperaturabhängigkeit desNihtkondensats
Wir werden im folgenden untersuchen, wie die Dichte des nicht kondensierten Anteils
des Bosegases von der Temperatur abhängt. Dies ist aus folgendem Grund interessant.
In der Literatur wird für die entsprechende Temperaturabhängigkeit beim nicht idealen
Bosegas meist eine Proportionalität zuT2 angegeben [Fet98, FW03, PS03], die für tiefe
Temperaturen gültig sein soll. Dagegen zeigt Popov eine lineare Abweichung bezüglich
der Temperaturabhängigkeit des idealen Bosegases auf [Pop83, Pop87, PY88]. Wie ist
dies zu vereinbaren?

Um diese Frage zu beantworten und die gewünschte Temperaturabhängigkeit der Nicht-
kondensatsdichte zu erhalten, berechnen wir letztere gemäß (2.3.14) durch

n′(T) = lim
η→+0

1
βV ∑

q
eiq0ηG1,1(q). (5.3.1)

Unter Verwendung der Greenschen Funktion (5.2.6) und Auswertung der auftretenden
Frequenzsumme mit Hilfe von (A.1.4) erhalten wir

n′(T) =
1
V ∑

q

(

u(q)2

eβE(q)−1
− v(q)2

e−βE(q)−1

)

. (5.3.2)

Dieser Ausdruck läßt einen Vergleich mit den Berechnungen des verdünnten, schwach
wechselwirkenden Bosegases beiT = 0 zu, welche schon mehrfach durchgeführt wurden
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5 Das verdünnte, schwach wechselwirkende Bosegas

[Bog47, Bel58b, HP59]. Dabei ist entsprechend den Erwartungen eine Übereinstimmung
mit

n′(0) =
1
V ∑

q
v(q)2 (5.3.3)

gegeben. Durch den Übergang von der Summe zum Integral gemäß∑q . . .→ V
(2π)3

∫

dq . . .

und nach Einführung von Kugelkoordinaten und entsprechender Ausführung der Win-
kelintegration verbleibt

n′(0) =
1

(2π)3

∫

dq v(q)2

=
1

4π2

∫

dq q2( ε(q)+ncΓ
√

ε(q)2+2ncε(q)Γ
−1

)

=
(2mncΓ)3/2

4π2

∫

dx x2( x2 +1√
x4 +2x2

−1
)

=
(mncΓ)3/2

3π2 .

(5.3.4)

Dieser Wert vonn′(0) gibt die sogenannte „quantum depletion“ an. Damit wird die Erhö-
hung der Nichtkondensatsdichte bezeichnet, die aufgrund der Teilchenwechselwirkungen
zustande kommt. Da dieser Effekt allerdings nicht in die Betrachtungen zur Temperatur-
abhängigkeit gehört, wird für uns im folgenden die Bestimmung der Differenz

n′(T)−n′(0) =
1
V ∑

q

(

u(q)2

eβE(q)−1
− v(q)2

e−βE(q)−1
−v(q)2

)

=
1
V ∑

q

u(q)2+v(q)2

eβE(q)−1

(5.3.5)

von Nutzen sein.

Um diese Bestimmung durchzuführen, verwenden wir die Gleichungen (5.2.7) und ge-
hen wieder von der Summe zum Integral über. Nach kurzer Berechnung folgt

n′(T)−n′(0) =
2

(2π)2

∫

dq q2 ε(q)+ncΓ
√

ε(q)2+2ncε(q)Γ

(

eβ
√

ε(q)2+2ncε(q)Γ −1
)−1

Γ6=0
=

(2mncΓ)3/2

2π2 I1(βncΓ)

(5.3.6)

unter Benutzung der Funktion

Iτ(a) :=
∫

dx x2 x2+ τ√
x4 +2x2

(

ea
√

x4+2x2 −1
)−1

. (5.3.7)
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5.3 Die Temperaturabhängigkeit des Nichtkondensats

Tatsächlich ist in Gleichung (5.3.6) zu berücksichtigen, daßnc = nc(T) gilt. Für das
verdünnte, schwach wechselwirkende Bosegas gilt aber angenähertnc(T) ≈ nc(0)4. Un-
abhängig davon ist die Temperaturabhängigkeit des auftretenden Integrals in jedem Fall
nur durch den dimensionslosen ParameterβncΓ bestimmt.

Um einen einfachen Näherungsausdruck für (5.3.6) zu erhalten, werden wir uns nun
den Fällen zuwenden, in denen dieser Parameter zum einen alsgroß zum anderen als
klein angenommen wird.Näherung für βncΓ groÿ Trotz Betrachtung eines verdünnten Gases mit schwacher
Wechselwirkung gilt für entsprechend geringe Temperaturen die AbschätzungβncΓ ≫ 1.
Dies erlaubt uns, die verwendete Funktion (5.3.7) zu vereinfachen. Denn für große Argu-

mente wird der effektive Integrationsbereich des Integrals durch den Faktor
(

ea
√

x4+2x2 −

1
)−1

auf einen Bereich[0,c] mit c ≪ 1 eingeschränkt, und in diesem gilt für den Inte-

granden

x2 x2+1√
x4+2x2

(

ea
√

x4+2x2 −1
)−1

≈ x√
2

(

ea
√

2x−1
)−1

. (5.3.8)

Damit folgt für die Temperaturabhängigkeit des Nichtkondensats beiβncΓ ≫ 1 unter
Verwendung der Riemannschen Zetafunktion

n′(T)−n′(0) =
(2mncΓ)3/2

2π2 I1(βncΓ)

=
(2mncΓ)3/2

2π2

c
∫

0

dx
x√
2

(

eβncΓ
√

2x−1
)−1

≈ (2mncΓ)3/2

2π2

∫

dx
x√
2

(

eβncΓ
√

2x−1
)−1

=
m

12c
(kBT)2 mit c2 =

ncΓ
m

.

(5.3.9)

Näherung für βncΓ klein Bei Betrachtung eines verdünnten, schwach wechselwir-
kenden Bosegases bei nicht zu geringer Temperatur gilt die AbschätzungβncΓ ≪ 1. Dies
erlaubt uns wiederum, die verwendete Funktion (5.3.7) zu vereinfachen. Denn bezeichnen
wir mit MI das positive Maximum des Integranden, so ergibt sich für kleine Argumente,

4Siehe dazu Abschnitt 5.4
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5 Das verdünnte, schwach wechselwirkende Bosegas

wieder unter Verwendung der Riemannschen Zetafunktion, die Näherung

I1(a) =
∫

dx x2 x2 +1√
x4+2x2

(

ea
√

x4+2x2 −1
)−1

≈
MI
∫

0

dx
x4 +x2

a(x4+2x2)
+

∞
∫

MI

dx
x2

eax2 −1

≈
MI
∫

0

dx
x4 +x2

a(x4+2x2)
+

∫

dx
x2

eax2 −1
−

MI
∫

0

dx
1
a

≈−1
a

∫

dx
x2

x4+2x2 +
∫

dx
x2

eax2 −1

= − π
2
√

2a
+

√
πζ (3

2)

4a3/2
.

(5.3.10)

Damit folgt für die Temperaturabhängigkeit des Nichtkondensats beiβncΓ ≪ 1

n′(T)−n′(0) =
(2mncΓ)3/2

2π2 I1(βncΓ)

= (
m
2π

)3/2ζ (3
2)(kBT)3/2− m3/2√ncΓ

2π
kBT.

(5.3.11)

Tatsächlich sind dies die eingangs erwähnten Ergebnisse, die in der Literatur angege-
ben wurden. Wir erkennen also, daß Popov bei seinen Betrachtungen eine Näherung für
einen anderen Temperaturbereich angegeben hat als z.B. Fetter. Deutlich wird dies insbe-
sondere durch die Abbildungen 5.1-5.3, die die angegebenenNäherungen vonI1(a) mit
der exakten Funktion darstellen.

Die unterschiedlichen Näherungen lassen natürlich die Frage zu, welche dieser Ap-
proximationen denn für die betrachteten Bosegase die geeignetere ist. Oder anders aus-
gedrückt, welcher Bereich des ParametersβncΓ ist für verdünnte, schwach wechselwir-
kende Bosegase experimentell zugänglich? Dazu berechnen wir aus den Daten typischer
Experimente [AEM+95, DMA+95] die uns interessierende Größe (Tabelle 5.1). Ersicht-
licherweise schließt der Bereich des ParametersβncΓ, der experimentell realisiert wird,
keine der Näherungen eindeutig aus. Vielmehr hängt es von den jeweiligen experimen-
tellen Umständen ab, welche Näherung als theoretische Vergleichsmöglichkeit mit dem
nicht eingeschlossenen Bosegas verwendet werden muß.
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Abbildung 5.1: Der exakte und der approximative Verlauf derFunktionI1(βncΓ) im Be-
reichβncΓ ≪ 1 aufgetragen über1

βncΓ .
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Abbildung 5.2: Der exakte und der approximative Verlauf derFunktionI1(βncΓ) im Be-
reichβncΓ ≈ 1 aufgetragen über1

βncΓ .
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Abbildung 5.3: Der exakte und der approximative Verlauf derFunktionI1(βncΓ) im Be-
reichβncΓ ≫ 1 aufgetragen über1

βncΓ .

Größe Anderson et. al
vor Expansion

Anderson et. al
nach Expansion

Davis et al.

as 5,3·10−7 cm 5,3·10−6 cm 4,9·10−7 cm
T 170 nK 20 nK 2 µK
m 1,4·10−25 kg 1,4·10−25 kg 3,8·10−26 kg
nc 2,6·1012 cm−3 1·1014 cm−3 1·1014 cm−3

βncΓ 6,3·10−3 2,1·101 7,0·10−2

Tabelle 5.1: Parameter von experimentellen Bose-Einstein-Kondensaten mit87Rb,87Rb
und23Na entsprechend
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5.4 Die Temperaturabhängigkeit des Kondensats: „Thermal Depletion“5.4 Die Temperaturabhängigkeit des Kondensats:�Thermal Depletion�
Nachdem wir im letzten Abschnitt die Abhängigkeit der Nichtkondensatsdichte von der
Temperatur berechnet haben, wollen wir im folgenden die sogenannte „thermal depletion“
bestimmen. Darunter versteht man die Abnahme der Kondensatsdichte aufgrund steigen-
der Temperatur. Um nun dieses Programm durchzuführen, nutzen wir die Erkenntnisse
des Kapitels 3. Denn in der dortigen Diskussion zur Hugenholtz-Pines-Relation hatten
wir ja eingesehen, daß deren Bedeutung gerade als impliziteBestimmungsgleichung der
nun gesuchten Kondensatsdichte gegeben ist. Wir könnten also diese Relation zusammen
mit den bereits bestimmten Selbstenergieanteilen (5.1.26) verwenden, um eine Näherung
der „thermal depletion“ zu berechnen. Das Ergebnis wäre

nc(T) =
µ
Γ
− 2

βV ∑
q

∆(q)

≈ µ
Γ
− 1

π2

∫

dq
q2

eβ (ε(q)−µ)−1
.

(5.4.1)

Dieses Ergebnis hat Popov als erste Näherung der Kondensatsdichte angegeben [Pop83,
Pop87, PY88]. Allerdings ist das darin auftretende Integral fast immer divergent. Nur für
den Fall des idealen Gases, nämlich fallsµ = 0 gilt, ergibt die verwendete Approximation
ein endliches Resultat. Dann gilt nämlich

nc(T) ≈ µ
Γ
− 1√

2
ζ (3

2)(
m

πβ
)3/2 (5.4.2)

entsprechend der „thermal depletion“ des idealen Gases. Dadie Näherungen der Selbst-
energien in der Form (5.1.26) bei der Berechnung der Kondensatsdichte also nur das Er-
gebnis des Bosegases ohne Wechselwirkung liefern, wollen wir im folgenden eine für den
jetzigen Zweck bessere Approximation verwenden - die ersteLoopnäherung bzw. die er-
ste Näherung in der Potenzentwicklung nachh̄ [IZ80].

In der folgende Berechnung werden wir dabei nicht mit der eigentlichen Hugenholtz-
Pines-Relation arbeiten, sondern mit der dazu äquivalenten Gleichung [vgl. (3.3.7)]

0 = + + 1/2 + 1/2 . (5.4.3)

Der Grund dafür liegt einfach in der Tatsache, daß mit Hilfe der Schwinger-Dyson-Gleichung
(5.4.3) eine einfachere und schnellere Berechnung der „thermal depletion“ in der von uns
gemachten ersten Loopnäherung möglich ist. Diese schon angesprochene erste Loopnä-
herung berücksichtigt nur Graphen, die maximal eine Schleife besitzen. Deshalb ergibt
sich in dieser Approximation aus (5.4.3) die Gleichung

0 = + 0. + 1/2 0. , (5.4.4)
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5 Das verdünnte, schwach wechselwirkende Bosegas

wobei 0. die entsprechende zusammenhängende Greensche Funktion innullter Loo-
pordnung, d.h. ohne Schleifen, darstellt. Anzumerken ist hierbei, daß die angeführten
graphischen Gleichungen implizit die Auswertung an der Stelle p = 0 ausdrücken.

Es ist also als erstes notwendig, die Greenschen Funktionen0. als Funktionen von
β ,V,µ und nc zu bestimmen, um dann unter Benutzung von Gleichung (5.4.4)die Be-
rechnung vonnc(β ,V,µ) durchzuführen. Um nun die Greenschen Funktionen zu erhal-
ten, benutzen wir (3.1.7) und (3.1.8) - ebenfalls in nullterLoopordnung - und erhalten das
Gleichungssystem

0. = + 0. + 0. (5.4.5a)

0. = 0. + 0. . (5.4.5b)

Dies entspricht aber gerade dem Dyson-Beliaev-Gleichungssystem (4.2.7), bei dem die
Selbstenergieanteile auf die nullte Loopordnung beschränkt sind. Mit

= −nc
(

U(0)+U(p)
)

≈−2Γnc (5.4.6a)

= −ncU(p) ≈−Γnc (5.4.6b)

folgen daher aus (4.2.13) die LösungenG1,1
c,0(p),G2,0

c,0(p) für die zusammenhängenden
Greenschen Funktionen in nullter Loopordnung zu

G1,1
c,0(p) =

ip0+ ε(p)−µ +2ncΓ
D(p)

(5.4.7a)

G2,0
c,0(p) =

−ncΓ
D(p)

, (5.4.7b)

wobei

D(p) =
(

−ip0+ ε(p)−µ +2ncΓ
)(

ip0+ ε(p)−µ +2ncΓ
)

−n2
cΓ2. (5.4.7c)

Nun können wir diese expliziten Ausdrücke mit (5.4.4) verwenden und erhalten die
folgende implizite Gleichung zur Bestimmung der Kondensatsdichte

nc =
µ
Γ
− 2

βV ∑
p

(

G1,1
c,0(p)+ 1

2G2,0
c,0(p)

)

=
µ
Γ
− 2

βV ∑
p

ip0+ ε(p)−µ + 3
2ncΓ

(

−ip0+ ε(p)−µ +2ncΓ
)(

ip0+ ε(p)−µ +2ncΓ
)

−n2
cΓ2

=
µ
Γ

− 2
βV ∑

p

ip0+ ε(p)−µ + 3
2ncΓ

(

−ip0+
√

(ε(p)−µ +2ncΓ)2−n2
cΓ2

)(

ip0+
√

(ε(p)−µ +2ncΓ)2−n2
cΓ2

) .

(5.4.8)
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5.4 Die Temperaturabhängigkeit des Kondensats: „Thermal Depletion“

Führen wir nun die darin enthaltene Frequenzsumme gemäß (A.3.2) aus und machen den
Übergang von der Summe zum Integral, dann erhalten wir nach Ausführung der Win-
kelintegration eine Integralgleichung für die Kondensatsdichte

nc(T) =
µ
Γ
− 1

π2

∫

dp p2
( u′2(p)

eβE′(p)−1
− v′2(p)

e−βE′(p)−1

)

, (5.4.9)

wobei wir die Größen

E′(p) =
√

(ε(p)−µ +2ncΓ)2−n2
cΓ2 (5.4.10a)

u′2(p) =
ε(p)−µ + 3

2ncΓ
2E′(p)

+
1
2

(5.4.10b)

v′2(p) =
ε(p)−µ + 3

2ncΓ
2E′(p)

− 1
2

(5.4.10c)

in Anlehung an die Bezeichnungen (5.2.7) definiert haben.

Entgegen dem sehr ähnlichen Ausdruck (5.3.2), den wir bereits ausgewertet haben, hat
die Gleichung (5.4.9) den entscheidenen Nachteil, daß sie divergent ist. Dies sieht man
beispielsweise bei der direkten Betrachtung von

nc(0) =
µ
Γ
− 1

π2

∫

dp p2v′2(p), (5.4.11)

da der auftretende Integrand die Eigenschaft

lim
p→∞

p2v′2(p) 6= 0 (5.4.12)

besitzt. Dieses Resultat ist aber nicht verwunderlich, da es auf der ersten Loopnäherung
basiert und diese Näherung automatisch Divergenzen hervorbringt [Mag05]. Man kann
aber trotzdem aus der Berechnung ein physikalisch sinnvolles Ergebnis gewinnen, denn
die auftretende Divergenz ist eine alleinige Eigenschaft vonnc(0) und nicht der Tempera-
turabhängigkeit der Kondensatsdichte zuzuordnen, welcheuns ja eigentlich interessiert.
Benutzen wir aus diesem Grund die nullte Näherung von (5.4.11), d.h.nc(0) ≈ µ

Γ , ver-
meiden also damit das Auftreten von Unendlichkeiten, dann erhalten wir

nc(T) =
µ
Γ
− 1

π2

∫

dp p2
( u′2(p)

eβE′(p)−1
− v′2(p)

e−βE′(p)−1
−v′2(p)

)

+
1

π2

∫

dp p2v′2(p)

= nc(0)− 1
π2

∫

dp p2u′2(p)+v′2(p)

eβE′(p)−1

!
=

µ
Γ
− 1

π2

∫

dp p2u′2(p)+v′2(p)

eβE′(p)−1
.

(5.4.13)
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5 Das verdünnte, schwach wechselwirkende Bosegas

Und schließlich folgt durch Benutzung der Größen (5.4.10) und durch die Substitution
y(p) = p√

2mncΓ die divergenzfreie Integralgleichung der Kondensatsdichte

nc(T) =
µ
Γ
− (2mncΓ)3/2

π2

∫

dy y2
y2− µ

ncΓ + 3
2

√

(y2− µ
ncΓ +2)2−1

(

e
βncΓ

√

(y2− µ
ncΓ +2)2−1−1

)−1
.

(5.4.14)
Da sie zu lösen allgemein nicht möglich ist, benutzen wir nuneine iterative Approxima-
tion und erhalten in erster Ordnung

nc(T) =
µ
Γ
− (2mµ)3/2

π2

∫

dy y2 y2−1+ 3
2

√

(y2−1+2)2−1

(

eβ µ
√

(y2−1+2)2−1−1
)−1

=
µ
Γ
− (2mµ)3/2

π2 I 1
2
(β µ),

(5.4.15)

wobei wir die bereits durch (5.3.7) definierte FunktionIτ(a) benutzt haben. Entspre-
chend dem Vorgehen bei der Berechnung der Nichtkondensatsdichte werden wir uns
im folgenden auch hier den beiden Fälle des Integralparameters, nämlichβ µ ≪ 1 und
β µ ≫ 1, zuwenden.Näherung für β µ groÿ Nehmen wir bei der Betrachtung der Gleichung (5.4.15) den
auftretenden Parameterβ µ als sehr groß an, so vereinfacht sich die auftretende Funktion
I 1

2
(β µ), da in diesem Fall der effektive Integrationsbereich des Integrals durch den Fak-

tor
(

eβ µ
√

x4+2x2 −1
)−1 auf einen Bereich[0,c] mit c≪ 1 eingeschränkt wird. In diesem

gilt für den Integranden

y2 y2+ 1
2

√

y4+2y2

(

eβ µ
√

y4+2y2 −1
)−1

≈ y√
8

(

eβ µ
√

2y−1
)−1

. (5.4.16)

Damit können wir die Temperaturabhängigkeit des Kondensats beiβ µ ≫ 1 berechnen,
und das Resultat ist

nc(T) =
µ
Γ
− (2mµ)3/2

π2 I 1
2
(β µ)

=
µ
Γ
− (2mµ)3/2

π2

c
∫

0

dy
y√
8

(

eβ µ
√

2y−1
)−1

≈ µ
Γ
− (2mncΓ)3/2

2π2

∫

dy
y√
2

(

eβ µ
√

2y−1
)−1

=
µ
Γ
− m

12c
(kBT)2 mit c2 =

µ
m

=
nc(0)Γ

m
.

(5.4.17)
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5.4 Die Temperaturabhängigkeit des Kondensats: „Thermal Depletion“

Dies stimmt mit Betrachtungen aus der Literatur überein [FW03], deren Berechnungen
allerdings der Bedingung konstanter Teilchenzahl unterliegen und deshalb einfach aus den
Ergebnissen der Nichtkondensatsdichte folgen. Tatsächlich können wir durch Vergleich
mit dem Ergebnis aus der Berechnung der Nichtkondensatsdichte (5.3.9) erkennen, daß
für das großkanonische Ensemble diese in diesem Fall nichttriviale Aussage ebenfalls
gilt:

n(T) = nc(T)+n′(T) = nc(0)+n′(0) =
µ
Γ

+
(mµ)3/2

3π2 , (5.4.18)

d.h. die Gesamtdichte ist für den FallkBT ≪ µ konstant.Näherung für β µ klein Auch für den Fall, daßβ µ ≪ 1 können wir unser Resultat
(5.4.15) vereinfachen. Denn bezeichnen wir mitMI das positive Maximum des auftreten-
den Integranden, so folgt unter Verwendung der Riemannschen Zetafunktion die Nähe-
rung

I 1
2
(β µ) =

∫

dx x2 x2+ 1
2√

x4+2x2

(

eβ µ
√

x4+2x2 −1
)−1

≈
MI
∫

0

dx
x4 + 1

2x2

β µ(x4 +2x2)
+

∞
∫

MI

dx
x2

eβ µx2 −1

≈
MI
∫

0

dx
x4 + 1

2x2

β µ(x4 +2x2)
+

∫

dx
x2

eβ µx2 −1
−

MI
∫

0

dx
1

β µ

≈− 3
2β µ

∫

dx
x2

x4+2x2 +

∫

dx
x2

eβ µx2 −1

= − 3π
4
√

2β µ
+

√
πζ (3

2)

4(β µ)3/2
.

(5.4.19)

Damit folgt für die „thermal depletion“ beiβ µ ≪ 1 das Resultat

nc(T) =
µ
Γ
− (2mµ)3/2

π2 I 1
2
(β µ)

=
µ
Γ
−2(

m
2π

)3/2ζ (3
2)(kBT)3/2 +3

m3/2√µ
2π

kBT.

(5.4.20)

Tatsächlich zeigt sich in dieser Näherung, wie es eigentlich beim großkanonischen En-
semble zu erwarten ist, nämlich, daß die Gesamtdichte nichtimmer erhalten sein muß.
Denn es folgt mit (5.3.11)

n(T) = nc(T)+n′(T) =
µ
Γ
− (

m
2π

)3/2ζ (3
2)(kBT)3/2 +

m3/2√µ
π

kBT. (5.4.21)
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5 Das verdünnte, schwach wechselwirkende Bosegas

Diese Resultate (5.4.20, 5.4.21) stimmen mit den von Popov angegebenen Ergebnissen
[Pop83] überein, wenngleich die Berechnung eine grundlegend andere war. So hat Po-
pov die freien Propagatoren in den ursprünglichen Gleichungen der Selbstenergieanteile
durch die bereits in erster Näherung berechneten Greenschen Funktionen ersetzt, um so
die Selbstenergien in einer zweiten Näherung zu berechnen.Aus diesen konnte er mit
Hilfe der Hugenholtz-Pines-Relation die Kondensatsdichte berechnen. Allerdings mußte
er sich dazu schon von Anfang an auf den von ihm betrachteten Temperaturbereich be-
schränken.

Uns hingegen ist es gelungen, die Hugenholtz-Pines-Relation in einer neuen Formulie-
rung zu benutzen, um so in erster Loopnäherung eine für den vollen Temperaturbereich
gültige Integralgleichung der Kondensatsdichte angeben zu können. Diese haben wir dann
iterativ in erster Näherung gelöst.
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6 Zusammenfassung
Zum Schluß bleibt die Feststellung, daß die in dieser Arbeitdargelegten funktionalen
Methoden auch für die Theorie der Bose-Einstein-Kondensation einen idealen Zugang
bieten. Aufgebaut auf einem mächtigen und sehr effizienten Formalismus ermöglichen
sie insbesondere einen korrekten Beweis für die so wichtigenicht-störungstheoretische
Hugenholtz-Pines-Relation

Σ1,1(0)+ µ = Σ2,0(0)

- und zwar bei endlichen Temperaturen. Die für den Beweis entscheidenden Schwinger-
Dyson-Gleichungen ergeben sich dabei in naheliegender Weise aus dem Funktionalinte-
gral.

Auf der Basis der Schwinger-Dyson-Gleichungen ist es zudemauch möglich, die äqui-
valente Formulierung

+ + 1/2 + 1/2 = 0

der Hugenholtz-Pines-Relation zu begründen. Diese kompakte Formulierung erlaubt es
im Gegensatz zur ursprünglichen Darstellung, die Temperaturabhängigkeit der Konden-
satsdichte in erster Loopnäherung auf dem gesamten Temperaturbereich zu berechnen.

Die gewonnenen Erkenntnisse bestätigen in überzeugender Weise, welche fundamen-
tale Bedeutung der Funktionalintegralformalismus auch bei der Untersuchung der Bose-
Einstein-Kondensation besitzt. Seine weitere Anwendung auf diesem Gebiet wird ge-
wiß weitere neue Einsichten mit sich bringen. Um mit den Worten Popovs zu schließen
[Pop83, S.3]:

„ If there’s a possibility of a [. . .] solution, the method of functional integration
gives a simple way of obtaining it“.

67



6 Zusammenfassung

68



A Frequenzsummen
Für die in dieser Diplomarbeit auftretenden doppelten Frequenzsummen ist es möglich,
eine analytische Lösung anzugeben. Diese werden wir in den folgenden Abschnitten her-
leiten. Um dies zu bewerkstelligen, ist es sehr hilfreich, zuvor noch einmal den gängigen
Lösungsweg [FW03] für einfache Frequenzsummen zu betrachten.A.1 Die Berehnung einfaher Frequenzsummen
Das Auftreten von Summen der Form

lim
η→+0

∑
n

eiωnη

iωn−x
mit ωn =

2πn
β

undx 6= iωn, (A.1.1)

sogenannten Frequenzsummen, ist typisch für Vielteilchentheorien. Damit solche Sum-
men aber überhaupt konvergieren, ist es wichtig, sie mit Hilfe von konvergenzerzeugen-
den Faktoren, in diesem Falleeiωnη , zu regularisieren. Damit ist ihre Berechnung möglich
und kann mit Hilfe der komplexen Kurvenintegration durchgeführt werden.
Dazu benutzen wir die meromorphe Funktionf (z) 7→ β

eβz−1
, die (einfache) Pole beizn =

i2πn
β = iωn besitzt. Die zugehörigen Residuen ergeben sich zu

Res{ f (z)}|z=zn = lim
z→zn

{(z−zn) f (z)}

= β lim
z→zn

{ z−zn

eβz−1

}

= 1.

(A.1.2)

Dadurch ist es uns nun möglich, die Frequenzsumme durch ein Umlaufintegral zu erset-
zen. Denn wählen wir als UmlaufwegC den Pfad mit positivem Umlauf, der nur die
Imaginärachse einschließt, dann ergibt sich mit Hilfe des Residuensatzes

1
2π i

∫

C

dz f(z)
eηz

z−x
= 2π i ∑

n
Res

{ 1
2π i

f (z)
eηz

z−x

}
∣

∣

∣

z=zn

(A.1.2)
= ∑

n

eηzn

zn−x

= ∑
n

eiωnη

iωn−x
.

(A.1.3)
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C

C

D

E

EE

E

z= x

z= iωn

Komplexe Ebene

ℜ(z)

ℑ(z)

Abbildung A.1: Deformierung des UmlaufwegesC nachD ∪E

Um die Frequenzsumme zu bestimmen, müssen wir also das Umlaufintegral auswerten.
Das ist möglich, indem wir den WegC entspechend der Abbildung A.1 durch die Summe
der WegeD undE darstellen, wobei wir anE die Bedingung|z| → ∞ stellen. Dadurch
ist gewährleistet, daß das Umlaufintegral entlangE verschwindet. Somit verbleibt nur das
Umlaufintegral entlangD , welches wir mit Hilfe von Cauchys Integralformel berechnen
können. Dabei ist allerdings auf den richtigen Umlaufsinn der Kontouren zu achten. Es
gilt also

∑
n

eiωnη

iωn−x
(A.1.3)

=
1

2π i

∫

C

dz f(z)
eηz

z−x
∫

E =0
=

1
2π i

∫

D

dz f(z)
eηz

z−x

C.I.
= − f (x)eηx

= − βeηx

eβx−1
.

Damit ist die Berechnung der Frequenzsumme gelungen, und wir erhalten das Ergebnis

lim
η→+0

∑
n

eiωnη

iωn−x
= − β

eβx−1
. (A.1.4)A.2 Die Berehnung doppelter Frequenzsummenerster Art

Unter Benutzung des letzten Abschnitts über einfache Frequenzsummen lassen sich nun
auch doppelte Frequenzsummen auswerten. Dabei unterscheiden wir doppelte Frequenz-

70



A.3 Die Berechnung doppelter Frequenzsummen zweiter Art

C

C

D

D

E

EE

E

z= y

z= −y

z= iωn

Komplexe Ebene

ℜ(z)

ℑ(z)

Abbildung A.2: Deformierung des UmlaufwegesC in D ∪E

summen erster Art von denen zweiter Art. Die ersteren sind Ausdrücke der Form

lim
η→+0

∑
n

eiωnη

(iωn−x)(iωn−y)
mit ωn =

2πn
β

undx,y 6= iωn, (A.2.1)

und diese lassen sich mit Hilfe der Partialbruchzerlegung gemäß

1
(iωn−x)(iωn−y)

=
1

x−y

( 1
iωn−x

− 1
iωn−y

)

(A.2.2)

in einfache Frequenzsummen aufspalten. Wir erhalten deshalb mit (A.1.4)

lim
η→+0

∑
n

eiωnη

(iωn−x)(iωn−y)
= − β

x−y

(

1

eβx−1
− 1

eβy−1

)

. (A.2.3)A.3 Die Berehnung doppelter Frequenzsummenzweiter Art
Die bereits erwähnten doppelten Frequenzsummen zweiter Art besitzen die Gestalt

lim
η→+0

∑
n

eiωnη(iωn+x)
(iωn−y)(iωn +y)

mit ωn =
2πn
β

undx,y 6= iωn. (A.3.1)

Nutzen wir zur Auswertung wieder die meromorphe Funktionf (z) 7→ β
eβz−1

und ihre
Residuen (A.1.2) sowie eine Zerlegung des in dem vorherigenAbschnitt angegebenen
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A Frequenzsummen

WegesC gemäß Abbildung A.2, erhalten wir

∑
n

eiωnη(iωn+x)
(iωn−y)(iωn+y)

=
1

2π i

∫

C

dz f(z)
eηz(z+x)

(z−y)(z+y)

=
1

2π i

∫

D

dz f(z)
eηz(z+x)

(z−y)(z+y)

= −Res
{

f (z)
eηz(z+x)

(z−y)(z+y)

}
∣

∣

∣

z=y
−Res

{

f (z)
eηz(z+x)

(z−y)(z+y)

}
∣

∣

∣

z=−y

= − f (y)
eηy(y+x)

2y
− f (−y)

e−ηy(−y+x)
−2y

= −β
{eηy( x

2y + 1
2)

eβy−1
−

e−ηy( x
2y − 1

2)

e−βy−1

}

.

Damit können wir als Ergebnis für die doppelte Frequenzsumme zweiter Art

lim
η→+0

∑
n

eiωnη(iωn+x)
(iωn−y)(iωn+y)

= −β
{

x
2y + 1

2

eβy−1
−

x
2y − 1

2

e−βy−1

}

(A.3.2)

angeben.
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B Die Integralgleihung derStreuamplitude
Wie wir in unseren Berechnungen zum verdünnten Bosegas gesehen haben, führt das Auf-
treten von Streuprozessen der 2-Teilchenstreuung automatisch zur Benutzung von Grö-
ßen und Resultaten aus der Streutheorie. Insbesondere die aus dieser Theorie stammende
Streuamplitude ist für unsere Berechnungen relevant. Deshalb wollen wir im folgenden
die zugehörige Integralgleichung ableiten.

Um einen Ausdruck für die Streuamplitude bei der 2-Teilchenstreuung zu erhalten,
betrachten wir durch den Übergang in das Schwerpunktsystemdas äquivalente Problem
der 1-Teilchenstreuung an einem Potential, wobei dann bei letzterem die reduzierte Masse
m̃= mm

m+m = m
2 zu verwenden ist. In dem von uns betrachteten zeitunabhängigen Fall ist

demnach erst einmal die Lösung der Schrödingergleichung

(

−∇2

2m̃
+U(r)

)

ψk(r) = Ekψk(r) (B.0.1)

gesucht. Da wir den Fall der Streuung betrachten, ist die Energie positiv und kann als
Ek = k2

2m̃ geschrieben werden. Die daraus resultierende Gleichung kann als inhomogene
Differentialgleichung

(

∇2+k2)ψk(r) = 2m̃U(r)ψk(r) (B.0.2)

geschrieben werden, deren Lösung sich mit Hilfe der entsprechenden Greenschen Funk-
tion ausdrücken läßt. Diese Greensche Funktion kann man mitHilfe der Fouriertransfor-
mation und des Residuensatzes bestimmen, und sie lautet1

G(r− r′) = − eik|r−r′|

4π|r− r′| . (B.0.3)

Damit folgt für die gesuchte Wellenfunktion die Integralgleichung

ψk(r) = ψ0,k(r)−
m̃
2π

∫

dr′
eik|r−r′|

|r− r′|U(r′)ψk(r′), (B.0.4)

1Die zweite noch existierende Greensche Funktion wird aufgrund ihrer Folgerung von Kugelwellen, die
auf das Streuzentrum einfallen, als physikalisch nicht relevant ausgeschlossen. Die auftretenden Kugel-
wellen müssen auslaufend sein [BD02].
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B Die Integralgleichung der Streuamplitude

wobei ψ0,k(r) = eik ·r eine homogene Lösung der Differentialgleichung ist. Für große
Abstände vom Streuzentrum, d.h.r ≫ r′, gelten die Näherungen

|r− r′| =
√

r2+ r ′2−2r ·r′ ≈ r
(

1− r ·r′
r2

)

≈ r (B.0.5)

eik|r−r′| ≈ eikr e−ik r·r′
r =: eikr e−ik′ ·r′ (B.0.6)

und damit nimmt (B.0.4) die asymptotische Form

ψk(r) = ψ0,k(r)+
eikr

r

(

− m̃
2π

∫

dr′e−ik′ ·r′ U(r′)ψk(r′)
)

(B.0.7)

an. Vergleicht man dies nun mit der für große Abstände gültigen Gleichung

ψk(r) = ψ0,k(r)+ f (k,k′)
eikr

r
, (B.0.8)

die f (k,k′) definiert, so erhält man als Gleichung für die Streuamplitude

f (k,k′) = − m̃
2π

∫

dr′e−ik′ ·r′ U(r′)ψk(r′). (B.0.9)

Um daraus die gesuchte Integralgleichung zu erhalten, müssen wir im folgenden die in
der letzten Gleichung auftretendeψk(r′)-Abhängigkeit durch die Streuamplitude selbst
ausdrücken. Dazu benutzen wir den zu (B.0.7) fouriertransformierten Ausdruck

ψk(p) = (2π)3δ (k−p)− 4π f (k,p)

k2−p2 (B.0.10)

und erhalten mit (B.0.9)

f (k,k′) = − m̃
(2π)4

∫

dp U(k′−p)ψk(p)

= − m̃
2π

U(k′−k)+
m̃
2π

· 1
(2π)3

∫

dp
U(k′−p)4π f (k,p)

k2−p2 .

(B.0.11)

Damit folgt für die 2-Teilchenstreuung folgende Integralgleichung für die Streuamplitude

f (k,k′) = − m
4π

U(k−k′)+
m
4π

· 1
(2π)3

∫

dp
U(k′−p)4π f (k,p)

k2−p2 . (B.0.12)
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C Topologishe Betrahtungenzur ψc,ψc-Abhängigkeit von Σ0,0

Bei dem in dieser Arbeit vorgelegten Beweis der Hugenholtz-Pines-Relation benutzten
wir eine spezielle Darstellung der GrößeΣ0,0 in Abhängigkeit der Felderψc und ψc.
Diese Darstellung wollen wir im folgenden durch eine Analyse von Feynmangraphen be-
gründen.

Betrachten wir dazu einen GraphenTm,n
i mit mausgehenden undn eingehenden Beinen

der Ordnungi, das heißt, er besitzti Vertizesv1, . . . ,vi , und jeder dieser Vertizesv j ∈
{v1, . . . ,vi} besitztej Eingänge unda j Ausgänge. Zusätzlich bezeichnen wir mitl die
Anzahl der inneren Linien. Da nun alle Vertexaus- bzw. eingänge entweder durch solche
inneren Linien verknüpft sind oder aber mit aus- bzw. eingehenden Beinen des Graphen
belegt sind, folgt

i

∑
j=1

ej = l +n (C.0.1a)

i

∑
j=1

a j = l +m. (C.0.1b)

Betrachtet wir nun die einzelnen Feynmanregeln unseres bosonischen Systems. Wir er-
kennen, daß dieψc- und ψc-Abhängigkeit einzelner GraphenTm,n

i nur durch die Regel
III F , also nur durch die Vertizesv j bestimmt wird, wobei letztere die Form

v j(ψc,ψc) = f j(|ψc|2)ψa j
c ψej

c (C.0.2)

besitzen. Für den Graphen selbst ergibt sich deshalb die Abhängigkeit zu

Tm,n
i (ψc,ψc) = ∏

j

(

f j(|ψc|2)ψa j
c ψej

c

)

= g(|ψc|2)∏
j

(

ψa j
c ψej

c

)

= g(|ψc|2)ψ∑ j a j
c ψ∑ j ej

c

= g̃(|ψc|2)ψm
c ψn

c

(C.0.3)
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C Topologische Betrachtungen zurψc,ψc-Abhängigkeit vonΣ0,0

Damit folgt speziell für die Summe der irreduziblen GraphenΣ0,0, daß die gesuchte Ab-
hängigkeit durch

Σ0,0 = h(|ψc|2) (C.0.4)

beschrieben werden kann.
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