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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

In dieser Arbeit wird ein Modell vorgestellt und untersucht, das stark gekoppelte
Systeme beschreibt. Dabei gibt der Kopplungsparameter I" einer Menge gelade-
nen Teilchen, definiert als Verhéltnis der Wechselwirkungsenergie zur kinetischen

Energie
[(Uww)|
r = R"Wwil 1.1
Wi -
Aufschluf} iiber die Stiarke der Kopplung des Systems. Bei hoher Kopplung befin-
det sich das System in kristallinem Zustand und bei niedriger Kopplung in fliissi-
ger oder gasféormiger Phase. Hier wird ein systematischer Uberblick des Schmelz-

verhaltens im Modell

N N N N
H=Y g e et Y e )
; 2m1 ; 2 ¢ 47T6T¢j

i=1 j=i+1

gegeben. Dabei ist p; der Impuls, m; die Masse und r; die Koordinaten des Teil-
chens i, wobei r;; = |r; — r;| der Abstand der Teilchen i und j zueinander ist. Alle
GroBen sind dimensionlos, indem sie mit Hilfe von 7o = (¢%/2mem;w?)'/3, dem
Zwei-Teilchen-Gleichgewichtsabstand fiir reine Coulomb-Wechselwirkung (k =
0), und Ey = (mw?q*/32n%€?)'/3, der Zwei-Teilchenenergie im Fall reiner Coulomb-
Wechselwirkung fiir den Grundzustand, angegeben werden. Die Teilchen in die-
sem System ordnen sich sphérisch symmetrisch um das Zentrum an und im Be-
reich starker Kopplung bezeichnet man dieses System als Coulomb-ball. Cou-
lomb balls sind eine besondere Art von 3d-Plasmakristallen [18, 28, 38]. Sie sind
sphérisch symmetrisch. Die Anordnung der Teilchen in ineinanderliegenden Scha-
len kann auch bei Ionenkristallen in Paul- [8,12] und Penningfallen [37] in der
Atomphysik experimentell beobachtet werden und wird fiir weitere Systeme, z.B.
bei einem expandierenden, neutralem Plasma [20,29], erwartet. Verwandte Syste-
me im Bereich der Festkorperphysik sind der Elektron-Wigner-Kristall [11] oder
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

der erst kiirzlich vorhergesagte Lochkristall [5].

Systeme starker Kopplung in komplexen Plasmen wurden zunichst in 1d- [26]
und 2d-Systemen [25] untersucht. Die Entdeckung und systematische Untersu-
chung der 3d-Kristalle geht auf ein Experiment [3], durchgefiihrt im Jahr 2003,
der Kieler Arbeitsgruppe Plasmadynamik des Instituts fiir experimentelle und
angewandte Physik der Christian-Albrechts-Universitit (CAU) zuriick.

Ein weiteres Ziel der in dieser Arbeit vorgestellten Methoden ist die Entwicklung
einer Diagnostik zur Bestimmung wichtiger Plasmaparameter, z.B. der Abschirm-
oder Debyeldnge Ap, die die Reichweite des Coulomb-Potentials beschreibt,

T\ : ,
Ap = Z <€0kB > , « : Spezies (1.3)

oder aber der Staubtemperatur 7, aus Vergleichen der Modellergebnisse mit ex-
perimentellen Beobachtungen. Hier spielt insbesondere der Vergleich mit dem
Experiment an der CAU [3] eine wichtige Rolle, das Coulomb balls in einem
komplexen Plasma untersucht.

Ein klassisches Plasma ist ein ionisiertes Gas, das neben neutralen Atomen aus
freien Elektronen und Ionen besteht. Diese Teilchen bestimmen die charakteristi-
schen Eigenschaften, Quasineutralitit, Abschirmléinge und kollektives Verhalten
eines Plasmas.

In einem komplexen Plasma befinden sich zusédtzlich mikroskopische Partikel,
sogenannte Staubteilchen. Die Partikel werden durch Strome der freien Ladungs-
trager auf die Partikeloberfliche aufgeladen. Die sehr hohe Beweglichkeit der
Elektronen - im Vergleich zu den Ionen - fiihrt im allgemeinen zu einer negativen
Aufladung der anfangs neutralen Staubteilchen. Diese Ladung liegt in Grofienord-
nungen von einigen tausend Elementarladungen. Damit befindet sich im Plasma
eine weitere Spezies, die aufgrund ihrer hohen Masse und Ladung eigene dyna-
mische Effekte hervorruft.

Normalerweise sind Laborplasmen schwach gekoppelte Systeme. Es herrschen ho-
hen Temperaturen bei niedrigem Druck vor. Stark korrelierte Plasmen findet
man nur bei hohen Dichten und niedrigen Temperaturen, z. B. im Bereich der
Astrophyik in weiflen oder braunen Zwergen oder bei Ionenkristalle in Paul- und
Penning-Fallen vor. Die Problematik der Untersuchung von Ionenkristallen liegt
bei den niedrigen Temperaturen in der Gréflenordnung von mK und den nur
schwer realisierbaren Beobachtungsmoglichkeiten bei Systemgrofien von einigen
Atome.

Um die erwdhnten Phdnomene zu verstehen, gilt der theoretischen Beschreibung
des Gebietes von fliissigen und festen Zusténden in stark gekoppelten Systemen,
wie den Coulomb balls, grofies Interesse. Im Experiment [3] gibt die Bezeichnung
Coulomb ball bereits Aufschluf} iber die Anordnung der Staubteilchen in diesem
komplexen Plasma bei Raumtemperatur. Die Staubpartikel haben einen Durch-
messer von einigen Mikrometer und ordnen sich zu sphérischen Kugeln an. Die
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vergleichsweise grofle Partikelgrofle erlaubt eine direkte Beobachtung mit einfa-
cher Video-Mikroskopie.

Die Herausforderung besteht darin, diese Systeme theoretisch zu beschreiben,
denn bisher fehlte die Mdglichkeit sowohl der Uberpriifung der theoretischen Vor-
aussagen am Experiment als auch die erforderliche Rechenleistung, da bei stark
gekoppelten Systemen eine Vielzahl wechselwirkender Teilchen eingeht.
Besonders interessant ist hier die Zusammenarbeit mit der Arbeitsgruppe der ex-
perimentellen Plasmaphysik an der CAU, da vor Ort ein Vergleich zwischen den
theoretischen Ergebnissen und den Beobachtungen an einem Experiment zum
vorliegenden Thema vorgenommen werden kann.

Beschreibt das vorliegende Modell Coulomb balls richtig, so kann ein Austausch
der gewonnenen Erkenntnisse mit anderen Fachgebieten erfolgen, da auch hier
grofles Interesse darin besteht, stark korrelierte Systeme zu verstehen. Die Be-
dingungen fiir genauere Untersuchungen von Ionenkristallen oder weiflen und
braunen Zwergen sind dort um vieles schwieriger.

1.2 Experiment

Diese Arbeit untersucht das durch die Hamiltonfunktion (1.2) beschriebene Mo-
dell, das sich auch auf die Anordnung und Dynamik der Coulomb balls und der
zugehorigen Experimente [3] anwenden 1&8t. Hierbei handelt es sich um ein Expe-
riment das ebenfalls an der Christian-Albrechts-Universitat zu Kiel durchgefiihrt
wird. Die mit dem Modell produzierten Ergebnisse kénnen mit den Beobachtun-
gen dieses Experiments verglichen werden. Nur so 148t sich eine Beurteilung der
Qualitét iiber das Zutreffen von Vorhersagen treffen.

Der verhiltnismiflig einfache experimentelle Zugang zu diesen Systemen - die
Beobachtung erfolgt durch CCD-Kameras - erklart das besondere Interesse an
dieser Art von stark korrelierten Systemen.

1.2.1 Aufbau

Dieses Experiment wird genutzt, um 3d Coulomb Kristallisation zu untersuchen.
Es eignet sich aufgrund der Transparenz, der langsamen Dynamik und der makro-
skopischen Dimension fiir die Beobachtung stark gekoppelter Systeme. Kiirzlich
wurden Messungen vorgenommen, um die die Partikel einschliefenden Kréfte zu
erforschen [2].

Der Versuch wird unter Vakuumbedingungen vorgenommen und besteht aus einer
kapazitiv gekoppelten rf-Entladung. Ein schematischer Aufbau ist in Abbildung
1.1 gezeigt. Die beheizbare rf-Elektrode hat einen Durchmesser von ca. 170 mm.
Vier grofie Fenster erlauben die Beobachtung der Entladung und des Teilchen-
einfangs.

Typische Entladungsparameter sind die rf-Amplitude von 20 — 30 V' bei Fre-
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quenzen von 13,54 M Hz und einem Neutralgasdruck in Argon von 20 — 120 Pa.
Ein oben und unfen offener Glaswiirfel mit Seitenlinge 30mm wird in die Mitte
der Elektrode platziert. Die Heizbarkeit der Elektrode erlaubt Temperaturen von

Raumtemperatur bis 90°C.

Als Staubpartikel werden monodisperse Mela-
mine-Formaldehyd Kugeln eingesetzt. Thre
Dichte betrigt 1514 kg/m3. Fiir die Coulomb
ball Generierung wird nur der manuelle Dis-
penser benotigt. In ihm befinden sich Partikel
mit einem Durchmesser von 4, 8 um.

Der Aufbau der Diagnostik ist in Abb.1.1b)
dargestellt. Die CCD-Kamera und der Laser
sind zusammen an einem in nur eine Rich-
tung verfahrbaren Gestell rechtwinklig zuein-
ander montiert. Der aufgeweitete Laserstrahl
beleuchtet eine Schichtbreite von ca. 200 um
innerhalb der Staubwolke. Das gestreute Licht
wird mit der CCD-Kamera detektiert. Man
erhélt verschiedenen Schnitte durch die Teil-
chenwolke, indem das Gestell entlang der y-
Richtung bewegt wird.

1.2.2 Beobachtungen

Mit den richtigen Einstellungen der rf-
Amplitude und der Elektrodentemperatur
kann man sphérische Staubwolken innerhalb
der Glasbox erzeugen. Die Teilchen ordnen
sich wie auf Kugelschalen an. Abhéngig von
der Zahl der beteiligten Partikel - es sind
bisher nur Coulomb balls mit 100 Teilchen
und mehr erzeugt worden - bilden sich Wol-
ken mit Durchmessern von typischerweise
3 — 10 mm. Der typische Teilchenabstand ist
500 pm.

Externe Parameter sind Gasdruck, Elektro-
dentemperatur und rf-Amplitude. Der Gas-
druck beeinflufit zwar die Dampfung der in-

Abbildung 1.1: a) Schnitt durch
die Entladungskammer inner-
halb des Vakuumgefifies: Die
Staubpartikel werden im offenen
Glaswiirfel gefangen. b) Blick auf
die Anordnung: Ein aufgefdcher-
ter Laserstrahl beleuchtet eine
diinne Ebene der Staubwolke. Die
Bildaufnahme geschieht iiber eine
CCD-Kamera, die rechtwinklig
zum Laserstrahl montiert ist [2].

dividuellen Teilchenbewegung, nicht aber den Einfang von Teilchen. Die Elek-
trodentemperatur hingegen ist eine entscheidende Grofie fiir die Erzeugung der
Teilchenfalle. Ist die Temperatur zu niedrig, zieht sich die Kugel vertikal in die
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Lange, ist die Temperatur zu hoch, bildet sich eine in der horizontalen Ebene
gestauchte Kugel. Ebenso dndert sich mit der Form die Hohe der Levitation. Je
hoher die Elektrodentemperatur, desto gréfler wird die Distanz der Staubwolke
zur Elektrode. Der Richtwert von 75°C hat sich bew#hrt [2,3].

Ein entgegengesetztes Verhalten beziiglich der Levitation tritt bei der Verdnde-
rung der rf-Amplitude auf. Eine niedrige rf-Amplitude fiithrt zu einer niedrigen
Levitationsdistanz zur Elektrode und zur Expansion der Staubwolke. Erhéht man
die rf-Amplitude bis zu einem bestimmten Wert, schrumpft die Staubwolke im-
mer weiter zusammen, bis das Entladungsregime sich innerhalb des Glaswiirfels
abrupt dndert. Ein Einfang der Partikel ist in der Glasbox nicht mehr moglich.

Das Experiment liefert aus den Beobachtungen die Positionen 7;, Geschwindigkei-
ten U; und damit die Trajektorien aller Teilchen direkt aus der Videomikroskopie.
Daraus erhilt man die Schalenbesetzungen und beispielsweise Fluktuationen, die
den Vergleich mit der Theorie auf mikroskopischer Ebene in Kaptiel 6 ermdogli-
chen.
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Kapitel 2
Modell

Fiir ein komplexes Plasma, bestehend aus Elektronen, Ionen, Neutral- und Staub-
teilchen, gibt es bisher noch keine selbstkonsistente mikroskopische Beschreibung.
Auch Computersimulationen aller vier Komponenten wurden bisher noch nicht
durchgefiihrt, da sowohl die Zeitskalen, auf denen Anderungen fiir die entspre-
chende Spezies passieren, als auch die Langenskalen und Energieskalen sehr un-
terschiedlich sind. Eine solche umfassende Simulation ist theoretisch sehr komplex
und benétigt enorme Rechenleistungen, die in dieser Gréflenordnung bisher nicht
zur Verfiigung standen. Daher miissen Annahmen gemacht werden, die das Mo-
dell so vereinfachen, dafl die Physik noch korrekt wiedergegeben ist, aber der
Zeitaufwand der Modellsimulation verringert wird.

Es wird versucht, ein solches einfaches Modell fiir eine Komponente des Plasmas,
die Staubteilchen, in Simulationen umzusetzen und die Ergebnisse mit dem Expe-
riment zu vergleichen, um die Giite des Modells zu beurteilen. Dafiir betrachten
wir die Staubkomponente. Alle Wechselwirkungen mit den anderen Komponen-
ten des Plasmas spiegeln sich nur in der Abschirmung x der Wechselwirkung der
Staubteilchen untereinander wieder. Einfliissse durch die Dynamik der anderen
Komponenten werden komplett vernachléssigt. Die Falle, in der sich die Staub-
teilchen anordnen, wird durch ein externes parabolisches Potential hervorgerufen,
das nur einen Parameter enthélt, die Frequenz der Falle w.

Die Staubteilchen sind makroskopische Teilchen, weshalb klassische Simulationen
gerechtfertigt sind.

2.1 Hamiltonfunktion

Die Hamiltonfunktion des Modellsystems (1.2) setzt sich aus der kinetischen
Energie
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dem parabolischen, externen Potential, dem Confinement,

N
_ mi 9 2
Econs = Z oW (2.1)
und der Summe iiber alle Wechselwirkungen der Teilchen im System
q
Eww = AT 2.2
o ;jgl 47T€Tije 22

zusammen. Fiir die Rechnungen in diesem Modell wird angenommen, dafl alle
Teilchen die gleiche Ladung ¢; = ¢; besitzen. Die kinetische Energie wird in der
Monte-Carlo (MC')-Simulation nicht explizit enthalten sein, eine Besonderheit
dieser Art von Computersimulation (siehe Kapitel 3). Das externe, parabolische
Potential ist unabhéngig von der Abschirmung und damit unabhéngig von den
anderen Komponenten des komplexen Plasmas. Es gibt andere Modelle [9, 32],
die weitere Komponenten enthalten. So entsteht bei dem Modell [32] ein Self-
Confinement. Dieses Modell nimmt eine kugelférmige, ortlich feste Raumladung
an, die nach auflien wie ein Coulomb Potential wirkt und im Innenraum ein para-
bolisches Confinement erzeugt. Zusammen mit der abstoflenden Coulomb- bzw.
Yukawa-Kraft entstehen auch in diesem Modell sphérisch konzentrische Anord-
nungen der Staubteilchen. Bei dem Vergleich mit dem Experiment [3] und de-
ren Besetzungszahlen der Schalen und dem experimentell bestimmten Confine-
ment [2] zeigt sich keine Ubereinstimmung mit dem Modell [32]. Spéter wird auch
gezeigt, dal die Annahme eines externen, parabolischen Potentials - unabhingig
von der Abschirmung « - gerechtfertigt ist.
Die Wechselwirkung zwischen den Staubteilchen wird in dem Modell 1.2 als ab-
geschirmte Coulomb- oder Yukawa-Wechselwirkung angenommen. Die Abschir-
mung

_ 0 2.3)

K by (

steht mit der Debyelidnge Ap (s. 1.3), die auch dimensionslos in Einheiten von
ro angegeben wird, in Zusammenhang. Diese Abschirmlinge enthélt die Wech-
selwirkung des Staubs mit den anderen Plasmaspezies, die die reine Coulomb-
Wechselwirkung zwischen den Staubteilchen abschwiichen. Der Term, der die
Wechselwirkungen der Teilchen untereinander enthilt, skaliert in der Rechenzeit
mit w — N2. Daher werden Simulationen bzw. Berechnungen fiir Systeme
mit groflen Teilchenzahlen sehr aufwendig.
Neben den Computersimulationen wurde schon seit 1991 an ersten analytischen
Modellen [17] gearbeitet, die weiter verbessert wurden [6,33]. Bei diesen Modellen
wird eine reine Coulomb-Wechselwirkung und eine homogene Verteilung der La-
dungen auf Schalen der Dicke Null betrachtet. Diese Zwiebelschalenmodelle eignen
sich sehr gut, um schnell Teilchenenergien und Besetzungenszahlen abzuschétzen.
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Die geometrische Struktur der geladenen Staubpartikel auf den Schalen und da-
zwischen, wird hier, ebenso wie der Einflufl der anderen Plasmakomponenten auf
den Staub durch eine Yukawa-Wechselwirkung, vernachlassigt.

2.2 Schalenmodelle

Die Idee fiir das Schalenmodell entsteht aus den Kondensatorgleichungen fiir
geladene Kugeln [13]. Die folgenden Formeln sind fiir eine gleichméBig geladene
Kugel des Radius a und der Gesamtladung ¢ bekannt. Die potentielle Energie ist

2
q

F=a—. 2.4
oza (2.4)

Der Vorfaktor a hingt davon ab, ob man die Ladung als gleichméflig verteilt im

Innenraum annimmt (o = 2), nur an der Oberfliche (o = %) oder als Punkt-
ladung (o = 1) betrachtet. Besteht die Kugeloberfliche aus 7 Einzelladungen,

ergibt sich statt 2.4 mit o = % der modifizierte Ausdruck

12(Z —1)e?
Eoverf1. = 5%. (2.5)

Eine Grundannahme bei der Betrachtung des Gesamtsystems im Sinne des Zwie-
belschalenmodells ist, dal die Teilchen auf infinitesimal kleinen konzentrischen
Schalen sitzen und dort homogen verteilt sind. Die Teilchen befinden sich alle
genau im Abstand R; vom Zentrum entfernt und die Teilchendichte ist durch

n(r)=>» N, é(r—R,) (2.6)

gegeben, wobei L die Anzahl der Schalen in dem System ist und N, Anzahl der
Teilchen auf der Schale v und R, Radius der Schale v sind. Damit ergibt sich die
gesamte Teilchenzahl zu

N = /000 dr n(r) = ZN,,. (2.7)

2.2.1 Avilov und Hasse

Mit den zuvor erlduterten Ausdriicken fiir die potentielle Energie einer Kugel
und der Energie fiir zwei Teilchen im Gleichgewichtsabstand Fj 148t sich nun 1.2
fiir den Grundzustand im Coulomb-Fall (v = 0), also ohne kinetische Energie
(T = 0), umschreiben. ITm Schalenmodell gibt es L Schalen mit N, Teilchen pro
Schale v. Der Radius der Schale v ist R,. Die Massen der Staubteilchen werden als
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gleich angenommen, m; = m; = m,V4,j € N und fiir alle Teilchen 1=1...N,,
die sich auf der selben Schale befinden, gilt r, = r; = R,,V4,5 € 1...N,. Daraus
folgt fiir eine Schale

Ny,
E mir? =m- N, - RZ,
=1

so daf} das externe Confinement im Schalenmodell unter der Voraussetzung, dafl
N Ladungen auf L Schalen verteilt sind, in

N

= R 2.8
;1 5 —0?r? = mw? E (2.8)
iibergeht. Der Wechselwirkungsterm {iber alle Paare

N N
lz_ 25A24 q lfﬂ(ﬁﬂ,—ﬁn -ALA%
47re Z:: Z+ 47r6 — (2 R, +Z R (2.9)

Tij < v

teilt sich in die Wechselwirkungen der Paare auf einer Schale und in die Wech-
selwirkungen der Paare zu den inneren Schalen auf. Die Wechselwirkungen der
Paare auf einer Schale ergeben sich mit Hilfe von (2.5) zu 12:0=D ypd die
Wechselwirkungen mit einer inneren Schale y werden durch eine Puﬁktladung im
Zentrum des Coulomb balls der Ladung N, - ¢ gendhert (vgl. (2.4)). So ergibt
sich mit den dimensionslosen Grofien ro und E; das Schalenmodell von Hasse
und Avilov [17]

L
N, N, 1 N, N
ou onf — - __—Ah 2 —a . 2.1
€Coul T €Conf ;(NRVQ +2N RV—F;NRV) ( 0)
Dabei ist € = %, wobei die Energie F in Einheiten von FE; angegeben wird.

Der erste Term beschreibt die Wechselwirkung der Teilchen auf einer Schale un-
tereinander (vgl. (2.5)), wobei hier offensichtlich die —1 in N, (N, — 1) vergessen
wurde. Der zweite Term entspricht (2.8) und enthélt das Confinement, also die
Begrenzung durch das externe Potential, und der dritte Term enthélt die Summe
iiber die Wechselwirkung mit allen inneren Schalen (vgl. (2.4)). Das bedeutet,
dafl die Schale v als separiert von den anderen Schalen angenommen wird.

2.2.2 Ichimaru und Tsuruta

Eine wesentliche Verbesserung des Schalenmodells gelang Ichimaru und Tsuruta
[33] durch die Einfithrung eines Zentralteilchens. Dieses Schalenmodell enthélt
L Schalen (L > 1) und zusitzlich ¢ Teilchen (¢ = 0 V 1) im Zentrum. Der
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Coulomb ball hat den Radius R, die Schalen haben die Radien R, und enthalten

N, Teilchen, fiir die gilt
L
N = E N, +C. (2.11)
v=1

Die gesonderte Behandlung des Zentralteilchens in (2.11) 148t es im Gegensatz
zu (2.10) erst zu, dafi ein Teilchen im Zentrum sitzen kann. Die Ladung ist
gleichmiissig auf den Schalen verteilt.

Eroden(N)
N

L
_ 3 N, <N,,—2\/E)+Z Ny N N

£~ | NR, Z~NR, " NR,” 2N "
ey S——— 3 (4)
(1) s (3)
n,,TN)
_ 9 s (2.12)
10

Der Term (2), der die Wechselwirkung einer Schale mit den inneren Schalen
enthilt (vgl. 2.4) ist gegeniiber dem Modell von Avilov und Hasse unveriindert.
Der dritte Summand (3) stellt die Erweiterung der Wechselwirkung mit dem Zen-
tralteilchen dar und ergibt sich einfach aus der gesonderten Behandlung dieses
Teilchens. Der vierte Term (4) entspricht wieder dem Confinement (vgl. (2.8)).
Die Herleitung des Terms (1), der die Wechselwirkung der Teilchen auf einer
Schale untereinander beschreibt, ist etwas komplizierter. Avilov und Hasse ha-
ben hierfiir N]\%V % angegeben. Nach (2.5) hétte dieser Term schon %}’il) sein
miissen. Dieser Term wird noch durch die Annahme des lon-sphere models [19]
modifiziert, die eine Wechselwirkung eines Teilchens mit weiteren Ladungen auf
der Schale nur aulerhalb der von diesem Teilchen selbst eingenommenen Ober-
fliche zuléBt. Die Oberfliiche der Schale v ist 47 R%, die eines Teilchens auf dieser

Schale N%47TR?,. Damit verhélt sich der Radius der Schale zu dem eines Teil-

chens dieser Schale wie R, : R,/v/N,. Der Term —2%N 2/3 beriicksichtigt den
neutralisierenden Hintergrund im Modell des Ein-Komponenten-Plasmas (OCP),
der durch extensive Monte-Carlo Rechnungen [10] eines OCPs mit periodischen
Randbedingungen (PBC) zu —0.895929 ... fiir bce- und —0.895874 . .. fiir fce-
Gitter bestimmt wurde. Dieser Term tritt nur auf, wenn ein neutralisierender
Hintergrund als Confinement im Modell genutzt wird.

Die Besetzungszahlen und Radienvoraussagen dieses Modells konnen [33] ent-
nommen werden und stellen eine gute Verbesserung gegeniiber dem Modell [17]
dar. Diese Ergebnisse fiir die Radien der Schalen, die Energien und die Be-
setzungszahlen stimmen verhéltnisméflig gut mit den exakten Ergebnissen aus
Molekulardynamik-Simulationen iiberein.
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2.2.3 Bonitz und Kraeft

Eine weitere Verbesserung, um die bestehenden Differenzen, insbesondere in den
Besetzungszahlen und Energien zu verkleinern, ist die Einfiihrung eines Parame-
ters a. Die Energie in den Zwiebelschalenmodellen [17,33] wird normalerweise
auf der Grundlage der Hartree-Naherung diskutiert. Diese ndhert die N-Teilchen-
Wellenfunktion durch ein Produkt von Ein-Teilchen-Wellenfunktionen an. Das
entspricht hier der Ndherung der Gesamtenergie durch die Ein-Teilchen-Energie,
was dazu fithrt, dafl die so approximierte Energie immer grofer als die tatsichli-
che Energie ist. Das Modell (2.12) wird um den Parameter o vor dem Wurzelterm
erweitert, um die Korrelationen des Terms N, —+/N,, in (1) der Gleichung (2.12)
zu préazisieren. In dieser Ndherung ist a = 1.1 exakt, wohingegen in diesem Modell
der Parameter « als freier Parameter im Bereich 0.98...1.18 betrachtet wird.

; Emodel(N)
Ng¢?/R
L
N, —a/\/
_ v N, N2/3 2.1
;NRV ( ) ; +<+ (2.13)

Eine Variationsrechnung mit den Parametern ¢, N, und « ergibt die Energien
und Radien des Systems. Erste Rechnungen [21,22] zeigen, dafi o gegen 1.105
fiir Teilchenzahlen N > 300 konvergiert. Mit diesem Wert werden die besten
Ubereinstimmungen zu den exakten Rechnungen erzielt. Dennoch weisen die Be-
setzungszahlen der Schalen weiterhin Differenzen auf.

Den hier vorgestellten analytischen Schalenmodellen ist gemeinsam, dafl sie nur
eine reine Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Teilchen beschreiben und den-
noch die Grundzustandsenergien und auch die Besetzungszahlen nicht exakt
wiedergeben. Kiirzlich wurde auch ein Schalenmodell [31, 32] fiir eine Yukawa-
Wechselwirkung entwickelt. Die Unzulénglichkeiten, insbesondere die Annahme,
dafl im Experiment der Staub nur einer Coulomb-Wechselwirkung unterliegt,
fithren dazu, daff Simulationen mit einer Yukawa-Wechselwirkung notwendig sind.
Neben (1.2) gibt es nur noch ein weiteres Modell [9]. Dieses Modell enthélt ein
zusitzliches attraktives Potential, das die rdumliche Anordnung der Coulomb
balls bewirkt. Sowohl fiir (1.2) als auch [9] sind intensive Computersimulatio-
nen erforderlich, um die exakten Grundzustandsenergien, Besetzungszahlen und
Radien der Schalen zu bestimmen. Uber die Giite der Modelle fiir die Beschrei-
bung der Coulomb balls in staubigen Plasmen kann nur der Vergleich mit dem
Experiment entscheiden, der in Kapitel 6 folgt.
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2.3 Numerische Resultate. Grundzustinde

Zur Bestimmung des Grundzustandes wird die Hamiltonfunktion (1.2) bei ge-
gebener Fallenfrequenz w, Masse der Staubteilchen m und Abschirmung x mi-
nimiert. In [24] wurden dafiir Molekulardynamik(MD)-Simulationen mit reiner
Coulomb-Wechselwirkung (k = 0) durchgefiihrt. In der Molekulardynamik wer-
den alle N Bewegungsgleichungen der Staubteilchen, die als klassisch betrachtet
werden konnen, in allen drei Dimensionen fiir verschiedene Zeiten gelost. Das
Ergebnis sind Trajektorien (7(¢),7(¢)) im 6 N-dimensionalen Phasenraum (2, mit
Hilfe derer alle physikalischen Eigenschaften bestimmt werden kénnen. Fiir die
Berechnung des Grundzustandes eines Systems in dem Modell (1.2) werden die
v; zu jedem Zeitschritt gleichméfig reduziert un damit das System abgekiihlt, so
dal die Teilchen am Ende der Simulation in einem Minimum sitzen. Dieses so
bestimmte Minimum kann immer noch ein lokales Minimum sein, so daf§ diese
Simulation sehr oft wiederholt werden muf}, um mit einer hohen Sicherheit sagen
zu konnen, dafl der angegebene Zustand der Grundzustand und kein angereg-
ter Zustand ist. Das Ergebnis dieser Simulation wird in Ausziigen fiir Cluster mit
N <100 Teilchen mit bereits durchgefiihrten Berechnungen [17,24] in Tabelle 2.1
verglichen. Die durch MD-Simulationen, die bis zu 10000 mal wiederholt wurden,
berechneten Grundzusténde fiir Systeme mit N < 160 konnen der Referenz [1]
entnommen werden.

Die in der vorliegenden Arbeit verwendete Methode, die MC-Simulation, eig-
net sich auch, um Grundzustinde zu berechnen. Da MC-Simulationen immer
zu endlichen Temperaturen kg7 durchgefiihrt werden, ist das uniiblich. MC-
Simulationen enthalten nicht den kinetischen Term in dem Modell 1.2, sondern
stattdessen die Temperatur kg7, in dem Algorithmus selbst. Um den Grund-
zustand eines Systems zu bestimmen, kiihlt man das System langsam ab. Zu
jeder konstanten Temperatur wird das System ins thermodynamische Gleichge-
wicht gebracht. Eine genaue Begriindung und Beschreibung der MC-Methode
und des verwendeten Metropolis Algorithmus folgt in Kapitel 3. Sowohl die Art
der Abkiihlung (-sfunktion) als auch die Anzahl der MC-Schritte, sowie die Me-
thode zur Anpassung der Schrittweite, bestimmen die Laufzeit bis ein méoglicher
Grundzustand gefunden wird. Wie in den MD-Simulationen ist ein méglicher
Grundzustand nicht zwangsldufig das globale Minimum, so dal auch diese Si-
mulation sehr héufig wiederholt wird. Bei kleineren Clustern (N < 100) wurde
die MC-Simulation fiir jedes System z = max{20, N} mal wiederholt. Die Er-
gebnisse fiir die Energien pro Teilchen % stimmen mit den MD-Simulationen bis
zur vierten Nachkommastelle {iberein. Eine héhere Genauigkeit 148t sich durch
hiufigeres Wiederholen der Simulationen erzielen.

Tabelle 2.1 zeigt einen Auszug aus dem Vergleich der Simulationen durch Avilov
und Hasse [17] mit den MD-Rechnungen von Ludwig et al. [24] und den MC-
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N Konfiguration Energien pro Teilchen (£)
Avilov/H. [17] | MD [24] | MC | Avilov/H. [17] | MD [24] MC
3 3) @) 3) 1.0400 | 1.04004 | 1.04004
1 @ @) @ 14174 | 141741 | 1.41741
11 (1) 1y | a1y 3.5822 | 3.58210 | 3.58219
2 (12) 1) | (12) 3.8407 | 3.84069 | 3.84069
13 (12 1) 0z |0z 4.1009 | 4.10089 | 4.10089
8] (%) a71) |51 5.3010 | 5.30099 | 5.30099
581 (24:4) (25;3) | (25;3) 74200 | 7.4198 | 7.41980
591 (26:3) (25;4) | (25;4) 76162 | 7.6159 | 7.61590
300 (27:3) (26;4) | (26;4) 7.8008 | 7.8092 | 7.80919
3T (28:3) 27:4) | (27;4) 8.0026 | 8.0001 | 8.00011
301 (30:4) (30:4) | (30:4) 85648 | 8.5647 | 8.56470
351 (30;5) (30:5) | (30;5) 87488 | 8.7487 | 8.74874
0 (346) (34;6) | (34;6) 0.6437 | 9.6436 | 9.64361

Tabelle 2.1: Auszug berechneter Grundzustandskonfigurationen und Grundzu-
standsenergien durch MD-Simulationen von Avilov und Hasse [17] und Ludwig
et al. [24] und MC-Simulation. Die Differenzen in Grundzustandsenergien von den
Simulationen zu dem Schalenmodell treten ab N > 28 auf. Bei N = 28, 29, 30, 31
sind auch Abweichungen in der Grundzustandskonfiguration des Schalenmodells
gegeniiber den Simulationen erkennbar.
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Abbildung 2.1: Temperatur des Wiarmebades in der MC-Simulation wéhrend der

Suche des Grundzustandes eines Systems mit N = 12 Teilchen. N,,¢ ist der aktu-

elle MC-Schritt. Bei grofleren Systemen steigt die Dauer der Simulation deutlich

an und der Bereich, in dem langsamer abgekiihlt wird, (hier ab ca. 3000 MC-
Schritten) ist grofer.

Simulationen dieser Arbeit. Die Tabelle zeigt, dafl die Ergebnisse der Berechnun-
gen bis N < 27 gut mit den neueren Simulationen iibereinstimmen, sowohl in den
Besetzungszahlen als auch in den Energien. Ab Systemen mit N > 28 zeigt sich
jedoch, dafi die Energien aus [17] systematisch groler sind und sich gelegentlich
auch die Konfigurationen unterscheiden. Die Angaben (A; B) fiir eine Konfigu-
ration sind bezogen auf die radiale Verteilung der Teilchen, die letzte Angabe
in Klammern B gilt fiir die innerste Schale. (A; B) bedeutet, daf§ sich B Teil-
chen auf der innersten Schale und A Teilchen auf der néchsten Schale befinden.
Systematisch gibt es ab Systemen mit N > 80 Teilchen Unterschiede in den Kon-
figurationen zwischen [17] und den neueren Simulationen. Die Anzahl der lokalen
Minima steigt exponentiell mit der Anzahl der Teilchen im System, so daf} die
Vermutung nahe liegt, daf} in friitheren Rechnungen wie denen von Avilov und
Hasse die Grundzustandssuche nicht hdufig genug wiederholt wurde. Die Ergeb-
nisse der MC-Simulation fiir N < 100 haben sowohl die bereits durchgefiihrten
MD-Simulationen [24] bestétigt, als auch den MC-Code getestet.

Im Vergleich mit den Schalenmodelle zeigt sich auch die Unverzichtbarkeit der
Computersimulation des Modells (1.2), da die bisherigen Schalenmodelle die
Grundzustdnde und deren Konfigurationen nicht korrekt wiedergeben, sondern
nur eine gute Ndherung sind. Insbesondere im Bereich der Systeme, bei denen
neue Schalen erdffnet werden (z.B. N = 12,13) sind die Differenzen gro83, da die
Schalenmodelle die Geometrie der Anordnung der Staubteilchen in der homoge-
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nen Verteilung (2.6) in den Schalenmodellen nicht gut wiedergeben.

- v

Abbildung 2.2: Coulomb ball mit N = 11 Teilchen in Seiten- (linke Grafik) und
Frontalansicht (rechte Grafik). Zur Veranschaulichung der Symmetrie wurden die
Teilchen unterschiedlich eingeférbt.

Bei sehr kleinen mesoskopischen Systemen spielt die Symmetrie eine grofle Rolle.
Als Beispiel sind hier zwei Systeme ausgewéhlt, um die unterschiedlichen Sym-
metrien zu beschreiben. Die Abbildung 2.2 zeigt einen Coulomb ball mit N = 11
Teilchen in Frontal- und Seitenansicht. In der Seitenansicht kann man gut erken-
nen, dafl die griine Schicht aus 5 Teilchen und die blaue Schicht aus 4 Teilchen
besteht. Dadurch haben die Teilchen auch unterschiedlich viele Nachbarn im Ge-
gensatz zu dem System mit N = 12 Teilchen in Abbildung 2.3. Hier befinden
sich alle Teilchen exakt auf dem gleichen Radius vom Zentrum und haben alle 5
Nachbarn. Dieses System besitzt eine perfekte Symmetrie, solche Coulomb balls
werden als magische Cluster bezeichnet. Die perfekte Symmetrie zu zerstéren
erfordert deutlich mehr thermische Energie als bei einem System, in dem die
Teilchen unterschiedlich viele Nachbarn haben. Die Ergebnisse dieser Voronoi-
Analyse fiir Systeme mit N < 190 kénnen in [24] gefunden werden.
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Abbildung 2.3: Coulomb ball mit N = 12 Teilchen in Seiten- (linke Grafik) und
Frontalansicht (rechte Grafik). Alle Teilchen befinden sich auf einer Schale und
haben eine perfekte fiinfzihlige Symmetrie.
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Kapitel 3

Monte-Carlo Simulation

In Kapitel 2.3 wurde bereits das Ergebnis von MC-Simulationen zur Berechnung
von Grundzustinden des Modells (1.2) gezeigt. Im folgenden wird die Methode
und der Algorithmus der hier verwendeten klassischen MC-Simulation beschrie-
ben.

3.1 Allgemeines

MC-Simulationen sind eine spezielle Art von Simulation, in der man keine Kraft-
gleichungen 16st - wie in den MD-Simulationen - sondern einen wahrscheinlich-
keitsgewichteten Weg im Phasenraum abgeht. Diese Art von Simulationen sind
besonders gut geeignet, hochdimensionale Integrale oder statistische Mittelwerte
einer Grofle A

(4) = 3" P(a)A(x) (3.1

€N

zu berechnen. Dabei ist P(z) ein normiertes statistisches Gewicht, im folgenden
ein Boltzmanngewicht, und A(z) ist der Wert der Grole A im Zustand z. Dabei
ist © der Zustand, der durch die Koordinaten 7; und Geschwindigkeiten ; aller
Teilchen beschrieben wird und A beispielsweise die Energie des Systems. Die
Summation lduft hier iiber den gesamten Phasenraum €2 der Teilchen im System.
Um nicht alle moéglichen Zustédnde z summieren zu miissen, wird eine Markov-
Kette x1,x9,... von Zustinden in 2 erzeugt, deren Haufigkeit wie das Gewicht
P(z) verteilt ist (Importance Sampling). Dann 148t sich (3.1) in das einfache
arithmetische Mittel der Grofle A umschreiben

N

(A) = 3 3 A,

i=1

Wenn die Markov-Kette den gesamten Raum €2 bedeckt, ist der Algorithmus
ergodisch, d.h. daf} der zeitliche Mittelwert gleich dem Ensemblemittelwert ist.

19
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Ein solcher Algorithmus ist der Metropolis-Algorithmus [27].
Ein Ensemblemittelwert der klassischen statistischen Physik ist gegeben durch

_ Jo f@)p(@)dz
(f) = S (32
Jo p(&)dZ
mit 7 als einem Zustand im Phasenraum (2, p der Zustandsdichte des Systems und
f(Z) einer beliebigen Funktion von Z. Fiir ein System von N Teilchen eingeschlos-
sen in einem Volumen V bei der Temperatur 7' (kanonisches NV T-Ensemble) gilt
fiir die Zustandsdichte p

p(E) = e PH®, (3.3)
mit § = = ', kp Boltzmannkonstante und H(Z) der Hamiltonfunktion des Sys-
tems. Emgesetzt in (3.2) und Aufspaltung der Hamiltonfunktion in kinetische und

potentielle Energie, die wiederum aus Confinement- und Wechselwirkungsenergie
zusammengesetzt ist, folgt daraus

oy L $E 50 O
N ffNe—ﬂ(TﬁHV dp di

dabei sind 7 und p’ 3N-dimensionale Vektoren, deren Komponenten die Koordi-
naten und Impulse aller Teilchen im System enthalten. Das Integral {iber p’ 148t
sich kiirzen und es bleibt

v f(@Pe BV qr
(fy = D SO 2T
Jn eV dr

so daf} es bei der MC-Methode ausreichend ist, die potentielle Energie zu kennen
um thermodynamische Mittelwerte berechnen zu kénnen. Die explizite Kenntnis
der kinetischen Energie ist im Gegensatz zur Molekulardynamik nicht nétig. Bei
der MC-Methode ersetzt man, wie oben beschrieben, nun die Integration durch
eine Summation von Konfigurationsraumpunkten {7, 7, ..., 7y}

D vl { () ki
)= o = 2=

Bei der einfachsten MC-Methode, dem Simple-Sampling, wihlt man die Punkte 7}
rein zufillig und gleichverteilt aus dem Konfigurationsraum aus und erhilt so eine
charakteristische Stichprobe. Allerdings wahlt man so mit grofler Wahrscheinlich-
keit Zustdnde aus, bei denen p(7) sehr klein ist, so dafl man iiber eine groflere
Anzahl Stichproben summieren muss. Diesen Nachteil vermeidet das Importance-
Sampling, da man hier Zustéinde mit der Wahrscheinlichkeit P(7) wihlt. Um die
Zustandsdichte des kanonischen Ensembles beizubehalten, mufl man dann von
(3.4) zu

(3.4)

S > I )

/ ; 3.5
I S M eV P(7) &)
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iibergehen. Wiahlt man mun Zustédnde mit der Wahrscheinlichkeit
P(7) o e PV (3.6)

aus, so stellt sich (3.5) als einfaches arithmetisches Mittel dar

Far =57 2 F(7). (37)

3.2 Algorithmus

Der Metropolis-Algorithmus [27] ist eine sehr effektive Methode, die Zustéinde 7;
mit der gewiinschten Wahrscheinlichkeit auszuwihlen. Bei dieser Methode gene-
riert man eine Markov-Kette, bei der die Zusténde nicht unabhéngig von einan-
der erzeugt werden, sondern jeder Zustand 7;,; vom vorhergehenden Zustand 7
abhingt, mit einer Ubergangswahrscheinlichkeit von W (7 — 7, ,). Eine ausrei-
chende Bedingung fiir diese Ubergangswahrscheinlichkeit stellt das Prinzip des
detaillierten Gleichgewichts dar [36]

Pr)W(ri — 75) = P(r)W (75 — 7).

Die Ubergangswahrscheinlichkeit eines Schritts 7 — ’; bzw. des inversen Schrit-
tes ist also bei einem Gibbsschen Ensemble nur von der Energieéinderung AV =
V() — V(7;) abhéngig.

W (7 — 7}) _ oAV

W =)
Diese Gleichung legt die Ubergangswahrscheinlichkeit nicht eindeutig fest. Fiir
W (7; — 7;) wird die sogenannte Metropolisfunktion gewihlt

Le=BAV fiir AV >0
Wi ={ ] 39

b= sonst
mit 7 als frei wiahlbare Konstante. Dieses Verfahren ermoglicht eine einfache
Konstruktion der Markovkette. Die so erzeugte Markovkette konvergiert gegen
die kanonische Verteilung (3.6). Ein Problem bei den MC-Simulationen, wie auch
bei MD-Simulationen, ist die fehlende Ergodizitit. Das System ist dann ergodisch,
wenn im Konfigurationsraum zwei oder mehrere lokale Energieminima existieren
und die Barrieren von einem Random Walk in einer endlichen Anzahl von Schrit-
ten iiberwunden werden koénnen.
Ein Random Walk ist dabei ein Weg, bei dem jeder Schritt, wie oben erldutert,
verworfen oder angenommen wird. Explizit beinhaltet jeder Schritt der MC-
Simulation hier die zufillige Auswahl eines Teilchens + = 1... N, das dann um
eine zufillige Distanz ptrial < d, wobei d die maximale Schrittweite ist, versetzt
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wird (siehe Anhang A.2). Die vorherige potentielle Energie und die Koordina-
fen werden gespeichert und die meue potentielle Energie wird berechnet. In der
Hamiltonfunktion (1.2) werden (N —1) Wechselwirkungsterme und ein Potential-
ferm ersefzt, so dafl diese Energieberechnung linear mit der Anzahl der Teilchen
des Systems N skaliert. Aus der Energiedifferenz zum alten Zustand folgt die
Bewertung des neuen Zustandes mit der Metropolis-Funktion 3.8, falls AV < 0
wird der neue Zustand akzeptiert, sonst wird P = €2V berechnet und mit ei-
ner Zufallszahl z; aus [0...1] verglichen. Falls z; < P wird der neue Zustand
ebenfalls akzeptiert (7 = 1), sonst abgelehnt (vgl. Anhang A.1). Wahrend der
MC-Simulation werden statistische Groflen und deren Quadrate aufaddiert und
am Ende durch die Anzahl der MC-Schritte dividiert, um daraus die arithmeti-
schen Mittel und die Varianzen zu bestimmen (siehe Anhang A.3).

3.2.1 Ergodizitit. Anpassung der Schrittweite

Damit die berechneten Mittelwerte physikalisch eindeutig sind, muf} die Ergodi-
zitét sichergestellt werden. Wihrend der Simulation ist notwendig, daf sich das
System zu jeder Temperatur im thermodynamischen Gleichgewicht befindet und
die Schrittweite so eingestellt ist, dafl das Verhiltnis der akzeptierten zu den
versuchten MC-Schritten gerade 50% betriigt. Fiir die Anpassung der maxima-
len Schrittweite wihrend der Simulation beziiglich einer konstanten Temperatur
kann man verschiedene Verfahren wihlen. Die Wahl hat Einfluf} auf die Lauf-
zeit des gesamten Algorithmus, da Mittelwerte einer physikalischen Grofle erst
dann berechnet werden konnen, wenn sich das System im thermodynamischen
Gleichgewicht befindet. In der Abbildung 3.2 sind exemplarisch zwei Verfahren
und deren Einfluf} auf die notwendigen MC-Schritte bis zum Erreichen des ther-
modynamischen Gleichgewichts dargestellt. Das erste Verfahren passt dabei die
Schrittweite aus dem Verhéltnis der Annahmewahrscheinlichkeiten der bisherigen
MC-Schritte iiber zwei Blocklédngen

‘/c — Pace,akt (39)

Pacce,alt

in der Form an, dafl die neue Schrittweite ¢ fiir den nichsten Block von MC-
Schritten aus der bisherigen Schrittweite d,;; durch

“ Oalt falls V. <
* Oalt falls V. >
6alt : |pacc,ak:t + %‘ sonst

N[ QoD | =
N[ QobD | =

§= (3.10)

berechnet wird. Das zweite untersuchte Verfahren bestimmt die neue Schrittweite
durch

5+ Oat falls V, <
0=19 5 da falls V, > 3 (3.11)
Sait * 2 * Paceakt  SONSt
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Abbildung 3.1: Anderung der maximalen Schrittweite ¢ in Abhingigkeit der An-

nahmewahrscheinlichkeit der MC-Schritte p,.. iiber den letzten Block von MC-

Schritten. Das Verfahren 1 (schwarze Linie, (3.10)) passt die Schrittweite langsa-

mer an als das Verfahren 2 (rote Linie, (3.11)).

Der Vergleich in der Abbildung 3.1 zeigt den Unterschied in der Anpassung. Das
zweite Verfahren passt die Schrittweite schneller an, sorgt aber auch dafiir, dafl
in der Nihe der bestmoglichsten Schrittweite die Anpassung in einigen Féllen zu
grof} ist. Abbildung 3.2 zeigt, daf} das zweite Verfahren die optimale Schrittweite,
bei der die Hélfte aller MC-Schritte angenommen werden, schneller findet. Dieses
Verfahren fiir die Anpassung der Schrittweite wurde daher in den weiteren Simu-
lationen eingesetzt.

Fiir die Ergodizitit ist zusitzlich erforderlich, dafi die so gewihlte Schrittweite
es ermoglicht, mit einem Random Walk alle Energieminima zu erreichen. Diese
Bedingung lafit sich mit keinem Verfahren garantieren. Wiederholungen der Si-
mulationen mit geringfiigig anderen Anfangsbedingungen werden durchgefiihrt,
um den Phasenraum moglichst komplett zu erreichen.

Um zu iiberpriifen, ob sich das thermodynamische Gleichgewicht eingestellt hat,
vergleicht man die Mittelwerte der Gesamtenergie des Systems iiber unterschied-
liche Blocke von MC-Schritten. Sind diese Mittelwerte ungefihr gleich, so ist das
thermodynamische Gleichgewicht erreicht und das Programm kann beginnen, die
zu untersuchenden Mefigrofien zu dieser Temperatur (Teilchenpositionen, Fluk-
tuationen, Energien, etc.) aufzunehmen.
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Abbildung 3.2: Annahmewahrscheinlichkeit der MC-Schritte p,.. in Abhéingig-
keit des Verfahrens fiir die Anpassung an die Schrittweite bei einem System von
N = 12 Teilchen. Das Verfahren 2 (rote Linie, (3.11)) erreicht die optimale An-

nahmewahrscheinlichkeit von 50% deutlich schneller als das Verfahren 1 (schwarze
Linie, (3.10)).



Kapitel 4

Endliche Temperaturen.
Schmelzverhalten

Eine Moglichkeit, Phaseniibergénge erster Ordnung in Simulationen zu beobach-
ten, ist die Fluktuationen der Teilchen zu studieren. Allgemein beschreibt die
Standardabweichung einer Gréfle r das Quadrat der absoluten Fluktuationen o,

MC

2 2 2 1 2
op = (r*) —(r)" = m;(ﬁ — ()7, (4.1)

dabei entspricht MC' der Anzahl der MC-Schritte, (r) dem mittleren Abstand
vom Zentrum, r; dem aktuellen, wihrend des Simulationsschrittes bestimmten
Abstand vom Zentrum und folglich entspricht o2 der absoluten, radialen Fluk-
tuation eines Teilchens. Eine dimensionslose Grofle, die fiir beliebige Systeme
verwendet werden kann, ist die zum Abstand relative Fluktuation

Urad = Z =~ ; % ~1, (4.2)

wobei der mittlere Abstand im makroskopischen Fall durch die Dichte

(4.3)

ersetzt werden kann, wenn die Dichte n konstant ist. Ist man an den Fluktuatio-
nen aller Teilchen interessiert und zusétzlich an den Fluktuationen der Abstinde
der Teilchen 7 und j gegeneinander und nicht nur in rein radialer Richtung, be-
trachtet man die relativen Abstandsfluktationen, wie beispielsweise in [14],

p = Z Z <T”> (4.4)

11] i+1

25
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Abbildung 4.1: Relative Abstandsfluktuationen w, fiir ein System mit N = 12
Teilchen. Der sprunghafte Anstieg der Fluktuationen kann nach [23] mit einem
Phaseniibergang erster Ordnung in Zusammenhang gebracht werden, da die Fluk-
tuationen die Nahordnung der Teilchen zerstért haben. Die kritische Temperatur
fiir diesen Phaseniibergang héngt davon ab, ob man den Punkt des Anstiegs
oder einen Wert dazwischen nimmt. Im folgenden wird fiir die Sprungtemperatur
immer die Temperatur bei der Hilfte des Sprungs genommen (hier u, = 0, 15).

mit r;; = |r; — r;|. Fluktuationen der Schalen v und p gegeneinander geben Auf-
schluf} dariiber, ob bestimmte Schalen bei kleineren Temperaturen eher schmelzen
als andere

b 1 MC(R,“, >2
e = ) T\ WO —1 2\ 1) )
mit R,, = R,— R, . Diese Grofien sind interessant, um mesoskopisches Schmelzen
zu untersuchen, d.h. die Teilchenzahl im System ist stark begrenzt, im Gegensatz
zum makroskopischen Schmelzen, bei dem N — oo. Bei einem Phaseniibergang
erster Ordnung zeigen diese Grofen einen Sprung. Bei den relativen Abstandsfluk-
tuationen gilt das sogenannte Lindemann-Kriterium. Es bestimmt den Schmelz-
punkt eines Systems zu der Temperatur, bei der die Schwankungen ungefihr 10%
(10 — 20% je nach Quelle) des mittleren Abstands iiberschreiten [23].

In Coulomb balls kann man verschiedene Schmelzprozesse unterscheiden: radiales
oder inter-Schalen Schmelzen und intra-Schalen Schmelzen. Dabei beinhaltet das
intra-Schalen Schmelzen verschiedene Moglichkeiten, wie das Andern der lokalen
Symmetrie (z.B. von 5 zu 6 Nachbarn) oder auch nur eine andere Anordnung der
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Voronoi-Zellen auf der Schale, aber natiirlich auch den Austausch zweier Teil-
chen bzw. die Fluktuationen gegeneinander. Voronoi Zellen sind analog zu den
Wigner-Seitz-Zellen im Realraum, deren Kantenflichen die Anzahl der n#chs-
fen Nachbarn bestimmen. Fiir jede Schale kann man eine Voronoi-Analyse der
Kugeloberfliche durchfiithren (z.B. in [24]) und erhilt die Anzahl der Nachbarn
zu jedem Teilchen. Diese Berechnung ist sehr aufwendig, so dafl keine Voronoi-
Analyse zu jedem Simulationsschritt durchgefiihrt wird. Damit wird keine genaue
Trennung der Schmelzprozesse auf der Schale vorgenommen. Die Simulation be-
schriankt sich darauf, die relativen Abstandsfluktuationen, die sowohl radiale als
auch intra-Schalen Prozesse beinhalten, zu studieren. Diese Fluktuationen werden
fiir die Bestimmung der kritischen Temperaturen herangezogen.

4.1 Experimentelle Ergebnisse

Das dynamische Verhalten von Coulomb balls ist auch im Experiment unter-
sucht worden. Die Abbildung 4.2 zeigt eine Zusammensetzung von Aufnahmen
eines Coulomb balls mit N > 6000 Teilchen iiber einen Zeitraum von 120 Se-
kunden. Der Coulomb ball dieser Grofle enthélt verschiedene Phasen, die durch

Abbildung 4.2: Vertikale Sicht durch das Zentrum eines Coulomb balls mit N >
6000 Teilchen [3]. Die Partikeltrajektorien iiber einen Zeitraum von 120 Sekunden
werden durch die violetten Punkte dargestellt. Das System zeigt sowohl kristalline
Phasen (unten), als auch fluide Phasen (rechts mittig).

die Bewegung der Teilchen (rot, violett) kenntlich gemacht sind. Sowohl im Bild
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rechts in der Mitte, als auch links in der Mitte ist die Nahordnung des Coulomb
balls zerstort. In der Abbildung 4.2 unfen ist aber auch deutlich eine kristalline
Phase zu erkennen. Dieses Verhalten kann experimentell durch das unterschied-
liche Confinement erklart werden [2].

Aber auch kleinere Coulomb balls, wo die harmonische Ndherung des Confine-
ments deutlich besser ist, weisen unterschiedliche Phasen auf. Generell ist der
Trend zu beobachten, dafl das System in der N&dhe des Zentrums eher in die
fliilssige Phase iibergeht als die dufleren Schalen.

Die Analyse der Abstandsfluktuationen kann bei der Erklarung dieses Phinomens
helfen und wird im folgenden durchgefiihrt.

4.2 Analytische Beschreibung

4.2.1 Clusterkompression

Um relative Abstandsfluktuationen zu untersuchen, gehen wir in unserem System
{r1,...,rn} auf Schwerpunkts- und Relativ-Koordinaten iiber. Wir untersuchen
zunéchst ein 2-Teilchensystem [6].

Tr=T1—T9
{ri,ro} — { R_nin (4.6)

2

Mit r1p = R+ % und 7 +r3 = 2R* + ( )2 iiberfiihrt man (1.2) fiir zwei Teilchen

in eine Zentral- und Relativbewegung

r
2

M r
H = 7w2R2 + %w2r2 + U(r)
Ucm(R) + Urel<r)a (47)

wobei die Relativbewegung eine Ein-Teilchen-Bewegung mit m — m, bzw. ml =

id

= + - und die Zentralbewegung eine Bewegung mit M = my 4+ my ist. U(r) ist
dabei eine beliebige Wechselwirkung, die nur vom Abstand der Teilchen abhéngt.
Dann befindet sich das Teilchen im relativen Potential

Uyat(1) = %w%ﬂ +U®r). (4.8)

Es ergibt sich der Gleichgewichtsabstand zweier Teilchen aus dem Minimum des
Potentials U, (r)

myw’ry = —U (ry).
Fiir den Fall k = 0, also reiner Coulomb-Wechselwirkung mit U = @, ergibt
sich (Ze)?
e
ro = (4.9)

myw?
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Abbildung 4.3: Lokales Teilchenpotential (blau und rot), das sich additiv aus
externem Potential (schwarz) und Wechselwirkungspotential (cyan und magenta)
zusammensetzt. Die Minima dieses lokalen Teilchenpotentials entsprechen den
Gleichgewichtslagen der Teilchen im Grundzustand.

— (26)2 —KT

T

und fiir die Yukawa-Wechselwirkung U e

6K,TOY . T(E;Y _ T3 (4 10)
1+ RToy ocr ’

Abbildung 4.3 zeigt die Gleichgewichtslage zweier durch Coulomb-Kraft wechsel-
wirkender Teilchen in einem parabolischen Potential. Fiir xrgy < 1 kann man
4.10 entwickeln

erroy TS’Y 3 1 HZT%Y ("WOY)3 3 —1
— X~ 1+-———4+ 0 —— =71y - k7 (Kroy),
1 + RToy oy 21 + KTy 1 + KRToy oy ! ( OY)

so dafl man fiir die Darstellung des Zwei-Teilchen Gleichgewichtsabstands bei
einer Yukawa-Wechselwirkung

roy (k) = oo - b (kroy) (4.11)

mit roc aus (4.9) erhilt. Fiir die iterative Berechnung von &y (kroy ) wird roy & roc
verwendet und man erhélt

. 1oy (I +kree) 1+ kroc
1(I£T0y) = 3 = . ~ 1,22
Too e 1+ Kroc + 56°T5¢
1 K%}
~ ] -0 (4.12)
214 Kkroc

= 1—¢(kroc)
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mit

T k%,
21+ Kkroc
Damit 148t sich die - durch Simulationen bestétigte - Clusterkompression durch
die Abschirmung x beschreiben

E(Kkroc) = 4.13

wl=

1 k2r2
~ 1———-0¢ 4.14
roy (k) = 156 [ A m”oc] (4.14)

Soll nun analytisch der Gleichgewichtsabstand fiir groflere x berechnet werden,
ist Gleichung 4.10 Ausgangspunkt fiir

ev s

1+

= 23, (4.15)

8

. ! ! ! (Ze)? .. .
mit x = rok, o = rock und 5, = (22)2 . Fiir den Coulomb-Fall wird z = ¢ + 2,
2

|2| < ¢ und 2z = Kk(rg — roc) angenommen.

L ' | ' |

1 1 1 2 — z/x _

K | Toy [%w Toy [%} | — (150, ".3
0, 9 99’4% 99’4% X MC-Simulation
0,4 98, 1% 98,0% T il
0,6 96, 1% 96, 0% .

0,8 95, 7% 95, 7%

L0 90,9% | 91,2% =™ NN |

1,5| (81,9%) 85, 0% —

2,0 | (69,3%) 79,2% | x |

3,0 — 69, 3% '

4,0 — 61, 4% — 3
0.65 ‘ I 112< 3 4

Abbildung 4.4: In der zweiten Spalte der Tabelle sind die Ergebnisse des Yukawa-
Gleichgewichtsabstands ! fiir die Néherung mit der Formel (4.14) fiir k < 1
eingetragen und in der dritten Spalte die Ergebnisse 2 mit der Niherung (4.17)
fiir k < 4. Die Grafik zeigt die Ergebnisse der beiden Ndherungen im Vergleich mit
Simulationsdaten fiir N = 2. Die rote Linie gibt den Gleichgewichtsabstand mit
der Niherung (4.14) an. Der gestrichelte Teil dieser Linie ab einer Abschirmung
von k &~ 1,0 deutet den Bereich an, in dem diese Ndherung nicht mehr giiltig
ist. Die schwarze Linie entspricht der Niherung (4.17). Die Kreuze markieren die
Gleichgewichtsabstinde eines Zwei-Teilchen-Systems, der aus den Simulationen
gewonnen wurde.
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k| rel. Fehler
1.0 0.3%
2.0 1.7%
3.0 3.47%
4.0 5.0%

Tabelle 4.1: Relativer Fehler der Niherung (4.17) fir den Yukawa-
Gleichgewichtsabstand zu den MC-Simulationsdaten.

Aus (4.15) folgt

o= (T’
e = <x> (1+2)
x
Tct+z=1 = 3ln(xciz)+ln(1+asc+z)
z
= In(1 In(1 31
n(l+ zc) + In( +1+370)+ n(1+ﬁ)
lz|<zc z 2z
~ In(1 In(1 — —
n( +xc)+1+xc+3n( xc)
und damit ist ) 3
= In(1 — - — -1 4.1
xo=1In(1+ 2z¢) Z{1+ZEC o }, (4.16)
und es folgt
In(1 -
z= n(1+ zc) xcx0(1+wc)<0; (4.17)

% +3zc+3

letzteres da In(l + z¢) — 2¢ < 0. Dieses Resultat ist giiltig im Bereich von
1 < x. < 4. Der Einflufl der Abschirmung auf den Gleichgewichtsabstand fiir zwei
Teilchen ist in der Abbildung 4.4 dargestellt. Fiir 7o = 1 kann man die Werte
aus der Tabelle entnehmen. So ist beispielsweise der Gleichgewichtsabstand bei
einer Yukawa-Wechselwirkung mit einer Abschirmung von x = 0,6 4% kleiner
ist als im Coulomb-Fall. Der relative Fehler der Niaherung (4.17) gegeniiber den
MC-Daten ist in Tabelle 4.1 dargestellt. Im folgenden wird in graphischen Dar-
stellungen, die abhéingig von krgy sind, der Gleichgewichtsabstand rgy (k) durch
diese Naherung ersetzt.

Der Coulomb ball wird mit zunehmender Abschirmung komprimiert.

4.2.2 Fluktuationen im lokalen Zwei-Teilchenpotential

Untersuchen wir nun kleine Fluktuationen um den Gleichgewichtsabstand r = rg,
so kann U,¢(r) in

! ]_ 1
Urel('r) = Urel(TO) + Urel(ro) + gUrel(To) . (T‘ — T0)2 4+ ... (418)
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entwickelt werden, mit Beschriankung auf die radiale Mode. Jedes Teilchen be-

sitzt 3 Freiheitsgrade und damit 3 Normalmoden. In (4.18) ist U, ,(ro) = 0, da

rel

ro der Gleichgewichtsabstand ist, und das Iokale Potential, in dem die Teilchen
oszillieren, 148t sich schreiben

T I 1 ‘2
Ulocal = Urel(r) — U,«el(ﬁ)) = EUrel(TO) . G — 7’0) F.... 4.19
M_R "
2 L 25 Lralro) 4.20
my

148t sich das lokale Potential, in dem die Fluktuationen stattfinden, durch ein
Oszillatorpotential ndhern (vgl. Abbildung 4.3)

1
Uiocal = 57’”»,-92 : (7" - 7"0)2 + ...

1
= im,nQ2 T (4.21)

mit y = r — ry. Damit ergibt sich die Energiedifferenz zu
AE = %szg, (4.22)
mit y, als maximaler Auslenkung.

Um nun den zeitlichen Mittelwert des Auslenkungsquadrates zu berechnen, be-

trachten wir die durch F' = =V, Ujpeqs = —m, %y = my gegebene Differential-
gleichung. Fiir die Zeitabhéngigkeit y(¢) setzen wir
y(t) = yocos(Q+ @) (4.23)
y(t) = yoQ2sin(Q + @) (4.24)

an. Fiir die klassische Aufenthaltswahrscheinlichkeit gilt nach [16]
w™(y) = (P())r, - (4.25)

gemittelt iiber die Periode Ty = %”

To/2

2
= —Qdt

2m
dy
Ty
120 ) dy 123 dy 1
Ty -QsinQt+¢ 7 2
Yo ¢ Yo 1_(1)

(4.26)
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mit yp = (ff—gg)lﬂ und damit ist wk(y) = w*(y, E) fiir beliebige Anregungs-
energien festgelegt. Die Normierung erfolgt iiber die Boltzmannverteilung. Im
thermodynamischen Gleichgewicht gilt

E
pk:an(E) x e kBTa

normiert durch

T > —ETET 0 1
1icn-/ dEe_E/kBTZEBJ G_E/kBT‘O :Cn'sz :Cn'B
0
ist
Pran(E) = ¢, - € “ET = Be PE. (4.27)
mit B . Die Ergodenhyptohese sagt iiber die Mittelwerte von Observablen,

dafl das zelthche Mittel dem Mittel iiber das Ensemble entspricht, d.h. die Tra-
jektorie des Systems kommt jedem Punkt im Phasenraum beliebig nahe, so daf}

(AY))ur = (AlY(0)) g, (4.28)

gilt. Das ist auch die Rechtfertigung der Monte-Carlo Simulation. Auflerdem ist

Yo

(A()) s = / dyA(y)w(y) (4.29)

—Yo

und damit folgt fiir die Normierung mit (4.26)

/ Y dy 1 _ 2y / _ Y _y
—yo TY0 /1 — (y/y0)> 7Y% \/1—:)1:2 Yo .
Das Integral mit der im Nenner stehenden Wurzel 16st sich nach [7] zu arcsin auf,
so daf§ die Berechnung des (wahrscheinlichsten) Abstandsquadrates

<y2>:2/1d:r70:2ﬂ/ dwizyQ-I
T™Jo \/1—$2 (s 0 \/1-!]}2 0
lpyT =74 ushs gy

ergibt, mit [ = 2 fo \/— Nach (7] gilt [ dov = =
obigen Grenzen also § bzw. I = 3 und damit

2\ __ Yo
(y*) = 5 (4.30)

Das Resultat fiir die Varianz beziiglich der relativen Anderung zur Gleichge-
wichtslage bei einer fixierten Energie E oder, in anderen Worten, die absoluten
radialen Anderungen im lokalen Potential, ist damit

o0 = () — ()’ = (*) = 0L(E). (4.31)



34 KAPITEL 4. ENDLICHE TEMPERATUREN. SCHMELZVERHALTEN

Die Mittelung iiber das kanonische Ensemble ergibt

1 _ > 2 —BE __ 25 OO —BE
Ii yZ(E)ikan = /0 dEy;(E)Se = e |, dE - Ee
_ 2l (1
 m, 02 dpg \p
_ ifl—fg; 132

Damit ist die Temperaturabhéngigkeit der absoluten radialen Fluktuationen des
kanonischen Ensembles von Staubteilchen bestimmt

o(T) = J(o2), = ,/%, (4.33)

wobei die Kopplung der Normalmoden und die Wechselwirkung der Teilchen
auf einer Schale vernachléssigt wurde, da nur die radiale Mode ohne Kopplung
betrachtet worden ist. Es ist klar, dafl die relativen Abstandsfluktuationen in
dieser Form nicht unbegrenzt ansteigen kénnen, denn wenn die oszillierenden
Teilchen in den Bereich der néichsten Nachbarn eindringen, bricht die kristalline
Struktur zusammen. Die harmonische Ndherung ist hier nicht mehr giiltig.
Die Frequenz des lokalen Potentials € ist nach (4.20) abhéngig von der Art der
Wechselwirkung der Teilchen. Der Vergleich von reiner Coulomb- mit Yukawa-
Wechselwirkung ergibt fiir den Fall zweier Teilchen

Uac(r) = Zrw’r?+ Z9®  Coulomb, (4.34)

r

Urery (1) = Zrw?r? + @e_’" , Yukawa. (4.35)

Fiir die explizite Berechnung von Q? ben&tigen wir die zweite Ableitung an der
Gleichgewichtslage ro. Fiir den Fall reiner Coulomb-Wechselwirkung ergibt das

d2 Urel,C (T)
dr?

2(Ze)?

3
Toc

= myw? + (4.36)

und fiir eine Yukawa-Wechselwirkung

2 2 2
O Uray(r) _ maw? 4 (Ze)” —xro {2 (1 + Koy + (Kroy) >}

2 3
or Toy 2

Ersetzt man die entsprechenden Gleichgewichtsabstéinde, (4.9) und (4.10), erhilt
man die Frequenz Qy (x) des lokalen, parabolischen Potentials

02 = 3w? , Coulomb, (4.37)

QY (k)= Q- (1 + lM) = Q% - fi(kroy) , Yukawa, (4.38)

3 14+kroy
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1.6

— f(kr,,) mit Niherung (4. 17)\

1.5F n

Abbildung 4.5: Frequenz des lokalen Potentials Q% als Funktion der Abschirmung
k. Der Gleichgewichtsabstand 7y wurde durch die Ndherung (4.17) ersetzt. Das
lokale Teilchenpotential wird steiler.

mit
1 (/’f’l“oy)2

filkroy) =1+ <

- 4.
31+/€’I"0y ( 39)

Das bedeutet, dal die Abschirmung das Potential steiler macht und der Kristall
stabilisiert werden sollte. Das Verhiltnis der Frequenz des lokalen Potentials im
Yukawa-Fall gegeniiber dem Coulomb-Fall (4.39) ist in der Abbildung 4.5 wie-
dergegeben.

Um das Lindemann-Kriterium, das einen Anstieg der Fluktuationen mit einem
Phaseniibergang verbindet, anwenden zu kénnen, interessieren wir uns aber nicht
fiir die absoluten Fluktuationen, sondern fiir die relativen Abstandsfluktuatio-
nen (vgl. Abbildung 4.7), die die Erkldrung dafiir geben, warum der Kristall
nicht stabilisiert wird. Fiir den Fall reiner Coulomb-Wechselwirkung definieren

wir zunéachst
! 433 |/ (AE>,WL kT
Oyg = 0¢g = 0570>kan = mrQQC f - 3w2 (440)

fir die radiale Mode. Ersetzen wir nun 3w? mit Hilfe von (4.37) und (4.38),
erhalten wir fiir die absoluten Fluktuationen im Yukawa-Fall

oy(k) =

1390040 Toy V2 (kroy ). (4.41)
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Fiir die relativen Abstandsfluktuationen gilt dann

(4.42)

0.2 12 . T T T
— a()*(kBT) ~ mit a0=0.57
0.15- -
=" 0.1 .
0.05- -
0 . ! . L . 1 . 1
0 0.02 0.04 0.06 0.08

k, T [E,]

Abbildung 4.6: Relative Abstandsfluktuationen wu, fiir ein System mit N = 2
Teilchen und einer Abschirmung x = 1.0. Die schwarze Linie beschreibt die MC-
Simulationsdaten und die rote Linie ist ein least-square-Fit mit einer Funktion
aoV kgT'. Dabei wurde der Parameter ag &~ 0.57 bestimmt, wihrend die Theorie
fiir k = 1.0 einen Wert von al™ ~ 0.59 vorhersagt.

Mit den, abhéngig von der Art der Wechselwirkung, entsprechenden Fluktua-
tionen o und dem entsprechenden Gleichgewichtsabstand r, ergibt sich fiir die

Coulomb-Wechselwirkung
k BT *Toc

2 4.9 1
= - — 4.43
und fiir die Yukawa-Wechselwirkung
o 410 LkpT - roc
S e ) .
mit 13
[ 1+ Fkroy efroy
Falwrar) = ( erroy ) ' 1+ Kroy + (5roy)? * (4.45)

3
In Abbildung 4.6 sind die relativen Abstandsfluktuationen exemplarisch fiir ein
Zwei-Teilchen-System bei einer Abschirmung von x = 1.0 dargestellt. Die Theo-
rie gibt die Simulationsdaten sehr gut wieder, der Parameter ay des Fits durch
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Y o T T
— 2(Kr0Y) mit Niherung (4.17)
1.04 - 1.04
N 0 1.02 ]'02'_b
= =)
~ >
! ~
=)
1 1
0.98 —0.98
L | L | L 1 L | L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

K

Abbildung 4.7: Verhéltnis der relativen Abstandsfluktuationen zwischen
Coulomb- und Yukawa-Wechselwirkung als Funktion der Abschirmung k. Der
Gleichgewichtsabstand rgy wurde durch die Néherung (4.17) ersetzt. Die Funk-
tion fy(krey ) beschreibt sowohl den Anstieg der relativen Abstandsfluktuationen
u, bei Erhohung der Abschirmung, als auch die Korrektur des Coulomb-
Kopplungsparameters ', um einen konstanten, universellen Kopplungsparame-
ter fiir beliebige Abschirmungen zu erhalten (vgl. Kapitel 4.4).

die Simulationsdaten weicht nur um 3.5% von dem Theoriewert ab. Ein Vergleich
der relativen Abstandsfluktuationen bei einer Yukawa-Wechselwirkung mit den
Fluktuationen bei reiner Coulomb-Wechselwirkung zeigt die Abbildung 4.7. Hier
konkurrieren zwei Effekte, sowohl die absoluten Fluktuationen im Yukawa-Fall
oy, als auch die Gleichgewichtsposition mit Yukawa-Wechselwirkung gy werden
kleiner. Die Anderung von der Gleichgewichtsposition gy ist groBer, so daff die
relativen Abstandsfluktuationen erhoht werden.

Die Abschirmung destabilisiert den Coulomb ball [6].

4.3 Schmelzpunkte

Wie zu Beginn dieses Kapitels beschrieben, wird der Schmelzpunkt eines Systems
iiber das Lindemann-Kriterium bestimmt [23]. Der Schmelzpunkt bezeichnet hier
die kritische Temperatur, bei der die Nahordnung zerstort ist. In diesen mesosko-
pischen Systemen sind die Voraussetzungen fiir die Bezeichnungen flissig oder
Schmelzpunkt nicht immer gegeben, da sie stark begrenzt sind, dennoch werden



38 KAPITEL 4. ENDLICHE TEMPERATUREN. SCHMELZVERHALTEN

- auch in Ermangelung anderer Begriffe - im weiteren diese Worte benutzt. Die
bereits berechnete Grundzustandskonfiguration der Systeme wird in den folgen-
den MC-Simulationen als Ausgangspunkt genommen und langsam erhitzt, indem
die Temperatur des Warmebades und damit die Temperatur der MC-Simulation
erhoht wird. Als kritische Temperatur fiir den Phaseniibergang fest-fliissig wird
der Wert definiert, der bei der Hélfte der Stufe in den relativen Abstandsfluktua-
tionen u, (vgl. Abbildung 4.1) gegeben ist. Zur Bestimmung des Schmelzpunktes
kann die in der Zwei-Teilchen-Theorie hergeleitete Formel (4.44) nicht mehr her-
angezogen werden, da sie aus einer Entwicklung fiir kleine Fluktuationen um die
Ruhelage entstanden ist. Bei einem Phaseniibergang sind die Fluktuationen zu
grof}, um diese Naherung noch geltend machen zu konnen. Bei weitergehenden
Untersuchungen sollte eine anharmonische Entwicklung durchgefiihrt werden, die
zusitzlich Terme hoherer Ordnung beriicksichtigt, und die kritischen Werte bes-
ser bestimmt [4].

Zur Bestimmung von Schmelzpunkten lassen sich auch andere Gréflen wie z.B.
der Strukturfaktor oder das Verhiltnis des ersten Maximums zum ersten Mini-
mum der Paarverteilung heranziehen. Abbildung 4.8 zeigt die Paarverteilungen

fiir einen Coulomb ball mit N = 100 Teilchen in der kristallinen und fliissigen
Phase.

g(r)
g(r)

1 1 | O 1 L 1 n L
4 6 2 4 6
I [I/r()] I [1/r0]

Abbildung 4.8: Paarverteilungsfunktion g(r) bei T = 0.002 - E, (linke Grafik)
und 7 = 0.02 - Ey (rechte Grafik) fiir einen Coulomb ball mit N = 100 Teilchen.
Die Paarverteilungsfunktion zur niedrigeren Temperatur korrespondiert mit der
kristallinen Phase des Systems, die andere mit einer Temperatur, bei der das
System bereits geschmolzen ist.

In dieser Arbeit wurden ausschliellich die relativen Abstandsfluktuationen zur
Bestimmung der kritischen Temperaturen des Phaseniibergangs herangezogen.
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4.4 Kopplungsparameter

Der Kopplungsparameter T' ist in (1.1) definiert als Verhéltnis der Wechselwir-
kungsenergie Uy zur kinetischen Energie Uy;,, wobei Uy abhéngig von der
Art der Wechselwirkung ersetzt wird. Im allgemeinen wird der Coulomb Kopp-
lungsparameter
(Ze)? 1
a . kBT
als Referenz benutzt, wobei a der mittlere Abstand zweier Teilchen ist und mit
der makroskopischen Dichte n iiber

0= (%)1/3 (4.47)

verkniipft ist. So ergibt sich fiir den makroskopischen Coulomb Kopplungspara-

meter 13 )
4 (Ze)? -nt/3

Te=(— - 4.48

’ (3) L (4.43)

Im Fall eines infiniten OCPs ist der kritische Wert fiir den Phaseniibergang fest-
fliissig mit Ty, = 170 (bzw. T, = 106 ohne den Term (%F)!/® in Gleichung
4.48) bestimmt. Die Abhéngigkeit des Kopplungsparameters T'* von der An-
zahl der Teilchen N ist bisher erst schlecht untersucht, so dafl der Wert des
OCPs als Referenz genommen wird. Der Vergleich von (4.46) mit den relativen
Abstandsfluktuationen in (4.43) legt nahe, die relativen Abstandsfluktuationen
durch den Kopplungsparameter zu beschreiben, wenn man den Zwei-Teilchen-

Gleichgewichtsabstand oo durch den mittleren Abstand a ersetzt

211
" 3T

(4.46)

u (4.49)
In dieser Ersetzung ist I'¢ die reziproke Temperatur der MC-Simulationen.
In Abbildung 4.9 zeigt sich ein Problem dieser Ersetzung. In dem Modell ist der
Abstand zweier benachbarter Schalen verschieden von dem mittleren Abstand
zweier Teilchen auf einer Schale. Um den Fehler der Substitution des mittleren
Teilchenabstands durch die Dichte in mesoskopischen Systemen abzuschétzen,
zeigt die Abbildung 4.9 den mittleren Teilchenabstand der néichsten Nachbarn
7ij, wobei Teilchen ¢ und j benachbart sind, und den mittleren Schalenabstand
R,, in Coulomb balls als Funktion der Teilchenanzahl N. Diese Grafik macht
die Komplexitit, die Schmelzpunkte dieser mesoskopischen Systeme analytisch
zu beschreiben, deutlich.
Um einen universellen Kopplungsparameter I'*, der sowohl fiir Coulomb- als auch
Yukawa-Wechselwirkung gilt, zu bestimmen, fiihrt ein Vergleich von (4.43) mit
(4.44) auf

(k- 1oy (k), T) =T¢ - folk - roy), (4.50)



40 KAPITEL 4. ENDLICHE TEMPERATUREN. SCHMELZVERHALTEN

3 T T T T T T T T 3
2.5F 2.5
o 2 12 Zo
e 2
= ~
1.5 1.5
1 11
) 1 . 1 . 1 . 1 .
0 10 20 30 40 50
N

Abbildung 4.9: Mittlerer Abstand zweier, benachbarter Teilchen 7;; (rote Linie)
und benachbarter Schalen R,, (schwarze Linie) in Abh#ngigkeit der System-
grofle N. Die Schwankungen deuten den Fehler der Ersetzung des Zwei-Teilchen-
Gleichgewichtsabstands durch die makroskopische Dichte an.

mit

1 1/3 2\ —1
f, 4.45 < + KJ?“OY) . ey . <1 + Kkroy + (roy) > . (4.51)

erroy 3

Die Korrektur des Coulomb-Kopplungsparameters durch die Abschirmung in
dem Zwei-Teilchenmodell ist in Abbildung 4.7 dargestellt. Einen Vergleich mit
der von Vaulina et al. empirisch entwickelten Funktion [34,35] zeigt die Abbildung
4.10. Bis zu einer Abschirmung von x = 1.0 ist die Ndherung durch die hier vorge-
stellte Entwicklung akzeptabel, bei héheren Abschirmungen differieren die Funk-
tionen stark. Erste Untersuchungen zeigen, dafl eine anharmonische Entwicklung
des lokalen Potentials (4.18), die auch Terme hoherer Ordnung beriicksichtigt,
ein flacheres Potential entstehen lassen. Damit entstehen hohere Fluktuationen,
die zu einer Verbesserung der Funktion f;(krgy ) fiihren. Diese Tendenz ist durch
die roten Pfeile in der Abbildung 4.10 gekennzeichnet.
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Abbildung 4.10: Funktionen zur Entwicklung eines universellen Kopplungspara-
meters, der ein konstantes, kritisches Gamma liefert. Die empirisch entwickelte
Funktion von Vaulina et al. [35] (blaue Linie) liegt bei hoheren Abschirmungen
k > 1 deutlich iiber der im Zwei-Teilchen-Modell entwickelten Funktion fs(kroy)
(rote Linie). Die Pfeile deuten an, in welche Richtung sich die Funktion ver-
schiebt, wenn bei der Entwicklung des lokalen Potentials auch anharmonische
Terme beriicksichtigt werden.
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Kapitel 5

Simulationsergebnisse

In diesem Kapitel werden die numerischen Resultate der MC-Simulation dar-
gestellt. Resultate zu den Berechnungen der Grundzustinde wurden bereits in
Kapitel 2.3 gezeigt.

5.1 Fluktuationen. Schmelzpunkte

Das Problem, Schmelzpunkte beliebiger Systeme durch die relativen Abstands-
fluktuationen zu bestimmen, zeigt sich in den Abbildungen 5.1, 5.2 und 5.6.
Dort sind die relativen Abstandsfluktuationen als Funktion der Temperatur fiir
Systeme mit N = 13,57 und 190 Teilchen bei reiner Coulomb-Wechselwirkung
(k = 0.0) dargestellt.

Das System mit N = 13 Teilchen in Abbildung 5.1 zeigt eine klar erkennbare Stufe
in den relativen Abstandsfluktuationen. Daraus ergibt sich die kritische Tempera-
tur des Phaseniibergangs fest-fliissig in diesem System zu kT = 0.0148 - Ey bzw.
['* = 68. Die Grundzustandskonfiguration des Systems ist (12;1). Da eine Schale
mit Ng = 12 magisch ist, erklart sich der hohe Schmelzpunkt, zur besseren Veran-
schaulichung sind bei den weiteren Grafiken der relativen Abstandsfluktuationen
die Fehlerbalken der Simulationsdatenpunkte weggelassen und nur hier exempla-
risch fiir einige Datenpunkte dargestellt. In der kristallinen Phase des Systems
ist der Fehler vernachléssigbar klein. Im Bereich des Phaseniibergangs sind die
Fehler einige Prozent, so dafl eine exakte Bestimmung der Schmelzpunkte eine
lingere MC-Simulation fiir diesen Abschnitt erfordert. In der fliissigen Phase des
Systems sind die Fehler wieder deutlich kleiner.

Schon bei dem System mit N = 57 Teilchen zeigt sich ein Problem von Syste-
men mit vielen Teilchen und mehreren Schalen. Die Grundzustandskonfiguration
dieses Systems ist (45;12), d.h. eine Schale ist wieder magisch. Bei Systemen
mit hoheren Teilchenzahlen wird bereits die dritte Schale eroffnet. Die relati-
ven Abstandsfluktuationen in Abbildung 5.2 zeigen zunichst einen Anstieg bei
kgT = 0.0011 - Ey bzw. I' = 910 und dann einen weiteren, kleineren Anstieg bei
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Abbildung 5.1: Relative Abstandsfluktuationen fiir ein System mit N = 13
Teilchen bei einer Abschirmung x = 0.0. Der Sprung in den Fluktuationen
korrespondiert mit dem Phaseniibergang. Die kritische Temperatur liegt bei
kT = 0.0148 - Ey. Die Fehlerbalken sind hier exemplarisch fiir 6 Datenpunk-
te in rot dargestellt. Im Bereich des Phaseniibergangs sind die Fehler am grofiten
und betragen +15%.

kgT = 0.0098- Ey bzw. I' = 102. Ein infinites OCP weist fiir den Phaseniibergang
fest-fliissig den kritischen Kopplungsparameter I'* = 106 auf. Der erste Anstieg
in den relativen Abstandsfluktuationen bewirkt keine Anderung in der radialen
Verteilung p, (7).

Die Radialverteilung bei einer festen Temperatur wurde in der MC-Simulation
bestimmt, indem die radialen Positionen aller Teilchen bei jedem MC-Schritt ge-
speichert wurden und am Ende {iber die MC-Schritte gemittelt wurde. Dabei gilt
fiir die Radialverteilung

N = /Ooopr(r)dr (5.1)

bzw.

59s,5+1
Ng = / pr(r)dr, (5.2)
s

95,51

mit Ng der Anzahl der Teilchen auf der Schale S und Sg;; = 2% der Scha-

2
lengrenze zwischen den Schalen 7 und j. Die mittleren Besetzungszahlen ergeben

sich aus Gleichung 5.2, indem iiber die MC-Schritte gemittelt wird, (Ns) -
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Abbildung 5.2: Relative Abstandsfluktuationen fiir ein System mit N = 57 Teil-
chen bei einer Abschirmung x = 0.0. Man erkennt zwei Stufen in den Fluk-
tuationen. Der Vergleich mit den radialen Verteilungsfunktionen zu diesen Tem-
peraturen in den Abbildungen 5.3 und 5.4 zeigt, daf§ erst der zweite Sprung
bei kgT = 0.0098 - Ey mit radialem Schmelzen korrespondiert. Der Anstieg bei
niedrigeren Temperaturen entspricht Symmetrieinderungen auf den Schalen des
Coulomb balls. Der griine und rote Kreis markieren, bei welchen Temperaturen
die radialen Verteilungen in den Abbildungen 5.3 und 5.4 aufgenommen wurden.

Die radiale Verteilung des Systems mit N = 57 Teilchen nach dem ersten Anstieg
(griiner Kreis in Abbildung 5.2) ist in Abbildung 5.3 wiedergegeben.

Das System befindet sich noch immer in der Grundzustandskonfiguration. Nach
dem zweiten Anstieg in den relativen Abstandsfluktuationen (roter Kreis in der
Abbildung 5.2) fluktuieren Teilchen ins Zentrum. Der Ausschnitt in Abbildung
5.4 im Bereich 0 < r < 0.5 zeigt die Anderung in der radialen Verteilung ge-
geniiber der Abbildung 5.3 deutlich.

Dagegen ist in der radialen Verteilung in Abbildung 5.5 fiir ein System mit N = 13
Teilchen keine Anderung der Konfiguration zu erkennen. Gegeniiber der Grund-
zustandskonfiguration (rote Linie) bei kgT = 0 - E; sind die Peaks, &hnlich einer
Deltafunktion, in der Verteilung nur aufgeschmolzen (blaue Linie), sie werden
mit steigender Temperatur flacher und breiter.

In den relativen Abstandsfluktuationen bei einem System mit N = 190 Teilchen
ist keine eindeutige Stufe mehr zu erkennen. Der Anstieg der Fluktuationen ver-
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Abbildung 5.3: Radiale Verteilungs-
funktion fiir ein System mit N = 57
Teilchen bei einer Temperatur kg1 =
0.0069 - Ey (vgl. roter Kreis in der Ab-
bildung 5.2). Es existieren zwei Scha-
len.
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Abbildung 5.4: Radiale Verteilungs-
funktion fiir ein System mit N = 57
Teilchen bei einer Temperatur kg1 =
0.013 - Ey nach dem zweiten Anstieg in
den relativen Abstandsfluktuationen in
Abbildung 5.2 (griiner Kreis). Der Aus-
schnitt zeigt deutlich, dafl bereits radia-
les Schmelzen eingesetzt hat und Teil-
chen wihrend der Simulation ins Zen-
trum des Coulomb ball und zuriick ge-
hen.
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Abbildung 5.5: Radiale Verteilungsfunktion fiir ein System mit N = 13 Teilchen.
Die rote Linie zeigt den Grundzustand bei T' = 0- Ej, die blaue Linie bei I'¢c = 500
(entspricht kg7 = 0.002 - Ey). Die Konfiguration des Systems ist bei beiden
Temperaturen die Grundzustandskonfiguration (12;1).
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Abbildung 5.6: Relative Abstandsfluktuationen fiir ein System mit N = 190
Teilchen bei einer Abschirmung x = 0.0. Bei diesem System ist kein explizites
radiales Schmelzen mehr in den relativen Abstandsfluktuationen zu erkennen. Die
Schmelzprozesse sind so komplex, daf} sie sich iiberlagern.

teilt sich iiber einen groflen Temperaturbereich. Hier kann durch die relativen
Abstandsfluktuationen keine kritische Temperatur fiir den Phaseniibergang be-
stimmt werden.

Die Erklarung ergibt sich aus den moglichen Schmelzprozessen und deren Re-
aktionswegen. Bei kleinen Systemen wie bei dem mit N = 13 Teilchen gibt es
entsprechend weniger mogliche Symmetrie- und Konfigurationséinderungen als bei
Systemen mit hoheren Teilchenzahlen. Die vorhandenen Reaktionswege, Symme-
trieinderungen auf den Schalen durch Anderung der Anzahl der Nachbarn oder
der Anordnung der Voronoi-Zellen, Rotationen der Schalen gegeneinander oder
auch radiale Prozesse, die zu Konfigurationsinderungen fiihren, sind sehr kom-
plex und deren Anzahl steigt exponentiell mit der Gesamtzahl der Teilchen an.
Diese moglichen Schmelzprozesse haben unterschiedliche Potentialbarrieren und
iiberlagern sich in der Darstellung der relativen Abstandsfluktuationen, bei de-
nen die Schmelzprozesse nicht in radiale und winkelabhéngige Prozesse getrennt
werden kdnnen.

Die Untersuchung der radialen Fluktuationen wu,.4 (vgl. Gleichung 4.1) gibt die
Moglichkeit, die radialen Schmelzpunkte bei Systemen mit N > 30 zu bestim-
men.

Fiir den Fall reiner CoulombWechselwirkung zeigt die Abbildung 5.7 die radialen
Fluktuationen u,,4 und die relativen Abstandsfluktuationen wu, fiir ein System mit
N = 57 Teilchen im Vergleich. Es ist sofort erkennbar, dafl der zweite Anstieg in
den relativen Abstandsfluktuationen mit dem radialen Schmelzen korrespondiert.
Eine umfangreiche Analyse der radialen Fluktuationen fiir die Cluster mit grofie-
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Abbildung 5.7: Relative Abstandsfluktuationen u, (blaue Linie) und radiale Fluk-
tuationen u,,q (rote Linie) fiir ein System mit N = 57 Teilchen bei einer Abschir-
mung k£ = 0.0 im Vergleich. Der zweite Anstieg in den relativen Abstandsfluk-
tuationen stimmt mit dem Anstieg in den radialen Fluktuationen iiberein.

ren Teilchenzahlen steht noch aus und wird in dieser Arbeit nicht behandelt.
Fiir verschiedene, mesoskopische Systeme wurden die relativen und radialen Ab-
standsfluktuationen untersucht. Dabei wurde sowohl Coulomb- als auch Yukawa-
Wechselwirkung in der Simulation beriicksichtigt.

Fiir den Fall der reinen Coulomb-Wechselwirkung zeigt Abbildung 5.8 die Schmelz-
punkte der Coulomb balls mit 5 < N < 20 Teilchen. Der Vergleich mit der
Voronoi-Analyse bzw. den Bindungsenergien in [24] die Bedeutung der Symmetrie
der Cluster fiir die Schmelzprozesse. Besonders symmetrische Cluster schmelzen
spater als Systeme mit niedriger Symmetrie.

Die Abhéngigkeit des Schmelzpunktes von der Gesamtzahl der Teilchen bzw. dem
Prozentsatz der Teilchen an der Oberfliche (auf der dufersten Schale), wie be-
reits fiir Jonenkristalle grofierer Teilchenzahlen in [30] gezeigt, 148t sich bei den
untersuchten mesoskopischen Coulomb balls nur schwer zeigen, da die Symmetrie
der Schalen fiir die Schmelzpunkte hier die entscheidene Rolle spielt.

Dieses Phénomen erschwert ebenfalls die Analyse der Coulomb balls mit einer
Yukawa-Wechselwirkung. Denn mit Erh6hung der Abschirmung éndert sich nicht
nur der Gleichgewichtsabstand rgy, sondern auch die Gesamtkonfiguration des
Systems. Bereits in [1] haben MD-Simulationen gezeigt, dafi die Erhohung der
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Abbildung 5.8: Schmelzpunkte in Abhéngigkeit der Systemgrofie fiir Coulomb
balls mit 5 < N < 20 Teilchen. Die hoheren Schmelzpunkte beobachtet man
bei Systemen mit magischen Schalen. Sie weisen perfekte Symmetrie auf. Hier
sind es Systeme mit N = 6,12, 13. Die gestrichelte Linie deutet den Verlauf der
Schmelzpunkte der nicht magischen Cluster an; dieser ndhert sich dem kritischen
Wert (I'™* = 106 bzw. kT ~ 0.0094 - Ej) fiir ein infintes OCP an (vgl. [30]).

Abschirmung zu einer Umverteilung der Teilchen von der &uflersten Schale auf die
inneren Schalen fiihrt. Diese Konfigurationsinderungen ergeben komplett unter-
schiedliche Symmetrieparameter und folgerichtig unterschiedliche Schmelzpunkte
der Systeme.

Die Abbildungen 5.9 und 5.10 zeigen die relativen Abstandsfluktuationen fiir
einen magischen Cluster mit N = 12 Teilchen bei unterschiedlichen Abschirmun-
gen. In Grafik 5.9 sind die Abschirmungen £ = 0.0, xk = 0.33, Kk = 0.67 und Kk = 1.0
dargestellt und es ist keine Tendenz der Anderung der kritischen Temperatur fiir
den Phaseniibergang, wie durch Gleichung 4.50 vorausgesagt, erkennbar. Erst bei
sehr viel hoheren Abschirmungen wie in Grafik 5.10 mit x = 3.0 und x = 10.0
dndert sich die kritische Temperatur zu niedrigeren Temperaturen erwartungs-
gemifl. Der Vergleich in [15] zeigt jedoch, dafi die Konfigurationen zu diesen
Abschirmungen bereits unterschiedlich sind. Die Energiedifferenz zwischen der
Grundzustandskonfiguration (12;0) und (11;1) ist bereits ab einer Abschirmung
von k & 2.0 kleiner als bei reiner Coulomb-Wechselwirkung. Bei x = 4.7 und
k ~ 20.0 treten Anderungen in den Grundzustandskonfigurationen auf, so daf
gerade in diesen Bereichen, die Grundzustandskonfiguration und Konfiguration
des ersten angeregten Zustandes energetisch sehr dicht zusammen liegen. In die-
sen Bereichen iiberwiegt die Anderung der Konfiguration und damit verbundene



20 KAPITEL 5.

0.25

Abbildung 5.9: Relative Abstandsfluk-
tuationen fiir einen magischen Cluster
mit N = 12 Teilchen bei unterschiedli-
chen Abschirmungen 0.0 < k < 1.0. Es
ist keine Systematik des Schmelzpunk-
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Abbildung 5.10: Relative Abstandsfluk-
tuationen fiir einen magischen Clus-
ter mit N = 12 Teilchen bei k =
3.0 (magenta) und x = 10.0 (cyan).
Diese Systeme schmelzen bei sehr viel
niedrigeren Temperaturen als der glei-

kennbar. che Cluster mit einer Abschirmung von

0.0 <k <1.0.

Symmetrieinderung dem in Kapitel 4 vorgestellten Effekt deutlich.

5.2 Potentialbarrieren

Die Untersuchung der Potentialbarrieren des Coulomb balls liefert eine Moglich-
keit, die kritischen Temperaturen fiir die Phaseniiberginge in mesoskopischen
Clustern zu bestétigen. Fiir die unterschiedlichen Schmelzprozesse, Rotationen
der Schalen gegeneinander, Austausch von Teilchen innerhalb einer Schale oder
Symmetrieinderungen, als auch radiales Schmelzen zwischen den Schalen, existie-
ren unterschiedliche Potentialbarrieren. Aufgrund der Komplexitit der moglichen
Reaktionswege fiir solche Anderungen in den Konfigurationen wurden in dieser
Arbeit nur die radialen Barrieren beriicksichtigt.

Die radialen Potentialbarrieren lassen sich zur Bestétigung der Schmelzpunkte
eines Systems heranziehen.

Der Abbildung 5.11 entnimmt man eine Hohe der radialen Potentialbarriere von
E = 0.01769 - Ey. Das ist die minimale Energie, die klassisch notwendig ist,
die Barriere zu iiberwinden, wihrend quantenmechanische Teilchen die Barrie-
re bereits ab Energien, die grofier als die Differenz des Grundzustandes (12;0)
zu dem angeregten Zustand (11;1) von AFEyc = 0.01531 - Ey sind, iiberwin-
den konnen. Aus der Analyse der MD-Daten ist bekannt, dafl sich die Konfi-
guration des Grundzustandes um AFE,;p = 0.0153 - E, von der Konfiguration
(11;1) unterscheidet. Die Analyse der relativen Abstandsfluktuationen fiir ein
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Abbildung 5.11: Radiale Potentialbarriere im System mit N = 12 Teilchen fiir
die Bewegung eines Teilchens von der Schale ins Zentrum bei einer Abschirmung
von & = 0.0. Diese Bewegung entspricht der Anderung vom Grundzustand (12;0)
in den ersten angeregten Zustand (11;1). Wihrend der Bewegung ins Zentrum
wurde das Teilchen in der MC-Simulation gepinnt.

System mit N = 12 Teilchen (Abbildung 4.1) ergibt eine kritische Temperatur
von kg1 =~ 0.017 - Ey, die sehr gut mit der Hohe der radialen Potentialbarriere
iiebereinstimmt.

Die MC-Simulation zur Berechnung dieser Barrieren mufl analog der Grundzu-
standsberechnung moglichst haufig wiederholt werden, um die niedrigste Poten-
tialbarriere zu erhalten. Fiir jede radiale Bewegung des zu versetzenden Teil-
chens wird das System leicht erhitzt und wieder abgekiihlt, wobei die energetisch
giinstigste Konfiguration gesucht wird und alle anderen Teilchen frei relaxieren
konnen. Dieser Prozess wird bei jeder radiale Versetzung hiufig wiederholt, so
dal man mit hoher Wahrscheinlichkeit den giinstigsten Reaktionsweg findet. Die
Hohe der so bestimmten niedrigsten Potentialbarriere entspricht der Energie, die
ein klassisches Teilchen mindestens haben muf}, um die Schale zu wechseln.
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Kapitel 6

Vergleich mit experimentellen
Ergebnissen

Der Vergleich des Modells (1.2) mit dem Experiment [3] gibt Aufschluf iiber
die Anwendbarkeit des Modells auf Coulomb balls in komplexen Plasmen. Es
wird gezeigt, dafl Vergleiche sich fiir die Entwicklung einer neuen Diagnostik
fiir die Plasmaparameter Debyeldnge A\p und Staubtemperatur 7, eignen. Dazu
werden Mef3grofien untersucht, die sich signifikant in Abhéngigkeit des jeweiligen
Parameters dndern und moglichst unabhéingig von weiteren Einfliissen sind.

6.1 Abschirmung

Der Einflufl der Abschirmung auf die Clustergréfie und Schalenpopulation in den
Simulationen wird mit experimentellen Beobachtungen verglichen [1,6]".

6.1.1 Clusterkompression

Ein typisches, experimentelles Ergebnis eines Clusters mit N = 190 Teilchen und
seiner Schalenkonfiguration ist in der linken Grafik der Abbildung 6.1 dargestellt.

In allen Fillen sind vier konzentrische Schalen zu sehen, die aus dem Gleichge-
wicht des Confinements E.q,; (2.1) und der abstoflenden Wechselwirkung Eyw
(2.2) sind. Der Vergleich mit einer MD-Simulation bei verschiedenen Abschir-
mungen k zeigt, dafl dhnliche Konfigurationen wie im Experiment erzielt werden
konnen.

!Die Abbildungen 6.1,6.2 und 6.9 sind der Referenz [6] entnommen. An den MD-
Simulationen waren V. Golubnychiy und P. Ludwig beteiligt. Die Ergebnisse wurden im Bereich
von 2 < N < 100 durch MC-Simulationen bestétigt.

93
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Abbildung 6.1: Radialverteilung fiir einen Coulomb ball mit N = 190 Teilchen in
Zylinderkoordinaten. Die linke Grafik zeigt die experimentelle Konfiguration [2],
wéhrend die beiden rechten Grafiken die Simulationsergebnisse mit Coulomb-
(k = 0.0) und Yukawa- (k = 1.0) Potential zeigen. Die Lingenangaben in den
beiden rechten Grafiken sind in Einheiten des Gleichgewichtsabstands ry¢, gege-

ben durch (4.9).

k—1001]02]03]04]|05]| 06| 1.0 | Experiment
N, 1 1 2 2 2 2 4 2

Ny | 18 | 18 | 20 | 20 | 21 | 21 | 24 21

Ny | 56 | 57 | 57 | 58 | 58 | 60 | 60 60

Ny | 115 | 114 | 111 | 110 | 109 | 107 | 102 107

Tabelle 6.1: Abhéngigkeit der Besetzungszahlen von der Abschirmung « fiir die
Schalen bei einem Coulomb ball mit N = 190 Teilchen im Vergleich mit dem im
Experiment beobachteten Coulomb ball. Bei x = 0.6 gibt es eine Ubereinstim-
mung der Grundzustandskonfiguration der Simulation mit der Konfiguration des
Experimentes.

Die Tabelle 6.1 fiihrt diesen Effekt fiir den Cluster mit N = 190 Teilchen
noch einmal exemplarisch auf. Daraus ergibt sich hier eine Abschirmung von
KNP0 = 0.6, bei der die Grundzustandskonfiguration der MD-Simulation mit
der beobachteten Konfiguration iibereinstimmt.

Ein detailierterer Vergleich der Schalenradien Rg in Abhéngigkeit der Cluster-



6.1. ABSCHIRMUNG 95

k=0 ' | |
— k=06 S

Abbildung 6.2: Experimentelle Ergebnisse (Symbole) und Simulationsdaten (Li-
nien) fiir die Schalenradien 3d-Coulomb balls in Einheiten des mittleren Teil-
chenabstands néchster Nachbarn a [6]. Die gestrichelte Linien stellen die MD-
Simulationsergebnisse fiir eine Abschirmung von x = 0.6 dar.

grofle N im Experiments [3] mit MD-Simulationen zeigt in der Abbildung 6.2
einen linearen Anstieg des Schalenradius” mit der Systemgrofie N [6]. Nur im
Bereich der Cluster, bei denen eine neue Schale auftritt (z.B. N = 12 und
N = 60), gibt es Ausnahmen. Fiir diesen Vergleich wurden 43 Coulomb balls
mit 100 < N < 500 untersucht. Alle Coulomb balls wurden unter gleichen ex-
perimentellen Bedingungen aufgenommen. Sie waren alle sphérisch symmetrisch
und ihr Durchmesser lag im Bereich d = 4 — 5mm.

Ohne freien Parameter findet sich eine gute Ubereinstimmung der experimentellen
Radien und der MD-Ergebnisse fiir reine Coulomb-Wechselwirkung (durchgezo-
gene Linien). Sowohl die absoluten Werte, als auch die Aquidistanz der Schalen
stimmt mit dem Experiment iiberein. Dieses Ergebnis ist auch fiir kleine Abschir-
mungen (z.B. k = 0.6) giiltig.

Daraus lassen sich bereits zwei Schlufifolgerungen ziehen. Zum Einen ist die An-
nahme, ein Confiment zu benutzen, das unabhingig von der Abschirmung ist,
gerechtfertigt. ITm Unterschied dazu zeigt das Modell [32] keine #quidistanten
Schalen und keine Strukturinderung mit der Abschirmung, wie in der Tabelle
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6.1 fiir den Cluster mit N = 190 dargelegt.

6.1.2 Schalenpopulation. Temperaturabhingigkeit

Nach (1.3) ist die Abschirmung s abhéngig von der Temperatur der einzelnen
Spezies, auch der Staubtemperatur 7;. Um eine meue Diagnostik fiir den Plas-
maparameter A\p bzw. der Abschirmung x zu entwickeln, ist es notwendig, den
Temperatureinflufl zu vernachlassigen.
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Abbildung 6.3: Temperaturabhingigkeit der Schalenbesetzungszahlen Ng als
Funktion der Systemgrofie N. Die Besetzungszahlen wurden bei konstanter Tem-
peratur und konstanter Abschirmung (k = 0.67) wihrend der MC-Simulation
gemittelt und zeigen im Bereich starker Kopplung, in dem das System noch in
der kristallinen Phase ist, keine Anderung.

Abbildung 6.3 zeigt die Temperaturabhéngigkeit der mittleren Schalenbesetzungs-
zahlen Ng fiir Systeme mit 2 < N < 100 Teilchen bei einer Abschirmung von
k = 0.67. In der MC-Simulation wurden die Cluster auf eine Temperatur ent-
sprechend der Kopplungsparameter I'c = 1800, I'c = 1000, I'c = 500 und
['c = 100 erhitzt und die Besetzungszahlen Ng der Schalen iiber 500000 MC-
Schritte gemittelt. Als Vergleich sind in der Grafik auch die Besetzungszahlen
fiir den Grundzustand sowohl bei k = 0.67 (blaue Linie), als auch fiir den Fall
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reiner Coulomb-Wechselwirkung £ = 0.0 (schwarze Linie) bei kgT = 0- Ej darge-
stellt. Die Anderung zwischen den Konfigurationen bei x = 0.0 und & = 0.67 ist
deutlich sichtbar, wihrend die Abhangigkeit der Temperatur gegen diesen Effekt
vernachléssigbar ist.
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Abbildung 6.4: Radiale Verteilungs-
funktion fiir ein System mit N = 190
Teilchen bei einer Temperatur kg1 =
0.002 - Ey und einer Abschirmung x =
0.67. Das System befindet sich noch in
der kristallinen Phase. Die Bereiche I.
bis IV. deuten die Einteilung der Scha-
len an.

Abbildung 6.5: Radiale Verteilung der
Teilchen eines Coulomb balls mit N =
190 Teilchen bei einer Temperatur
kgT = 0.02- Ey und einer Abschirmung
k = 0.67. Das System befindet sich in
der fliissigen Phase. Die Bereiche 1. bis
IV. deuten die Einteilung der Schalen
an.

In den Abbildungen 6.4 und 6.5 ist die radiale Verteilung eines Coulomb balls
mit N = 190 Teilchen bei einer Abschirmung von £ = 0.67 dargestellt. Bei der
radialen Verteilung der Staubteilchen in Abbildung 6.4 befindet sich das System
noch in der kristallinen Phase bei kgT = 0.002 - Ey, wihrend es in Abbildung
6.5 bereits bei kgT = 0.02 - Ey in der fliissigen Phase ist. Die Peaks der Schalen
sind in der fliissigen Phase breiter und niedriger als in der kristallinen Phase.
Insbesondere fluktuieren Teilchen zwischen den Schalen, was sich daran erkennen
1a8t, dafl die Radialverteilung p,(r) # 0.0 zwischen den einzelnen Schalen ist.
Die Abweichung von (5.2) bei hoheren Temperaturen ist jedoch gegeniiber den
Schalenbesetzungszahlen Ng im Grundzustand gering.

Die mittleren Besetzungszahlen der Schalen dndern sich in diesem
Temperaturbereich nicht.

Bei sehr viel hoheren Temperaturen (I' > 100) in der fliissigen Phase 148t sich die
Tendenz erkennen, daf sich die Schalenkonfiguration analog einer Erhéhung der
Abschirmung dndert. Das ist besonders bei der innersten Schale in Abbildung 6.3
zu sehen. Die Teilchen auf dieser Schalen erh6hen sich langsam mit steigender
Temperatur.
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6.1.3 Debyelinge

Fiir die Bestimmung der Abschirmung « bzw. der Debyeldnge Ap aus dem Ver-
gleich der Simulationen mit dem Experiment [3] ist es entscheidend, den Tem-
peratureffekt auf die Schalenbesetzungen vernachldssigen zu kénnen. Aus dem
Abschnitt 6.1.2 ist bekannt, dafl die mittleren Besetzungszahlen auf den Schalen
sich im Bereich der kristallinen Phase des Systems mur geringfiigig dndern.

0.3
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>
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0.1

0.05

. I . | . | . | . | .
0(.)002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008
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Abbildung 6.6: Schalenfluktuationen §,, der Schalen p und v gegeneinander als
Funktion der Temperatur fiir einen Coulomb ball mit N = 190 Teilchen bei
einer Abschirmung von x = 0.67. Danach ist die kritische Temperatur fiir 6,5 bei
kBT =~ 0.0051 'E(), fiir (523 bei kBT ~ 00054E0 und fiir (534 bei kBT ~ 00057E0

Abbildung 6.6 zeigt die Fluktuationen 6,, (vgl. Gleichung 4.5) der Schalen ge-
geneinander. Dabei zeigt sich, dafy die Schmelzpunkte der einzelnen Schalen im
Wesentlichen gleich sind.

Die Analyse der Potentialbarrieren zwischen den Schalen fiir den Cluster mit
N = 190 Teilchen bestétigt, dal die kritischen Temperaturen der unterschiedli-
chen Schalen gleich sind. Fiir Systeme mit grofien Teilchenzahlen (N > 60) gibt
es verschiedene radiale Ubergiinge zwischen den Schalen. Die niedrigsten Poten-
tialbarrieren fiir diesen Coulomb ball sind in Abbildung 6.7 dargestellt.

Die Potentialbarrieren sind nicht zwangsldufig mit einer Anderung der Schalen-
besetzung gleichzusetzen, denn es kann verschiedene Mdoglichkeiten geben, wie
das System relaxiert wihrend der Radialbewegung des Teilchens. Dabei kénnen
Teilchen von benachbarten Schalen paritétisch getauscht werden, es kann sich
die Konfiguration des Gesamtsystems &dndern und es kénnen auf anderen Scha-
len zusétzlich Teilchen radiale Bewegungen auch auf andere Schalen ausfiihren.
In Abbildung 6.7 sind die jeweils niedrigsten Potentialbarrieren von 200 Pro-
grammliufen bei Bewegungen nach auflen (gestrichelte Linie) und nach innen
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Abbildung 6.7: Radiale Potentialbarrieren im System mit N = 190 Teilchen bei
einer Abschirmung x = 0.67. Von jeder Schale wurde ein Teilchen nach innen
(durchgezogene Linie) und in einer neuen Simulation nach aufien (gestrichelte
Linie) bewegt. Die radiale Bewegung eines Teilchens von einer Schale auf eine
andere bedeutet nicht zwangsliaufig eine Konfigurationsinderung, da alle andere
Teilchen in allen Bewegungsrichtungen frei relaxieren kénnen.

(durchgezogene Linie) dargestellt. Die Farbe der Linien markiert dabei die Zu-
gehorigkeit des bewegten Teilchens, so bedeutet eine rote, gestrichelte Linie, das
ein Teilchen der Schale 2 nach auflen bewegt wurde. In der Grafik lassen sich
zwei Tendenzen erkennen, die minimalen Potentialbarrieren zwischen den ein-
zelnen Schalen sind ungefihr gleich hoch und die Potentialbarrieren bei einer
Bewegung nach auflen sind in allen Fillen hoher als die ins Zentrum gerichteten
Bewegungen.

Es gibt bereits bei kleinen Temperaturen Fluktuationen zwischen den Schalen. Im
Gegensatz dazu zeigt Abbildung 6.8 ein anderes Bild. Die radialen Fluktuationen
aller Teilchen zeigen erst bei kgT = 0.015- Ej einen Anstieg. Diese kritische Tem-
peratur entspricht der Temperatur, bei der die relativen Abstandsfluktuationen
in Abbildung 5.6 ungefihr 15% betragen. Die so bestimmen Schmelzpunkte stim-
men iiberein. Die Bestimmung der Temperatur in Abschnitt 6.2 fiihrt auf eine
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Abbildung 6.8: Radiale Fluktuationen u,.q fiir einen Coulomb ball mit N =
190 Teilchen bei einer Abschirmung von x = 0.67. Die kritische Temperatur fiir
den Phaseniibergang betriagt kgl = 0.015 - Ey bzw. I';, = 67. Der durch die
Analyse der Schalenbreiten in Abschnitt 6.2 bestimmte Temperaturbereich des
Experimentes ist rot-gestrichelt dargestellt.

Temperatur im Experiment von I'c &~ 500 und liegt damit deutlich im Bereich,
wo der Coulomb ball noch kristallin ist (in Abbildung 6.8 dargestellt durch den
rot-gestrichelten Bereich).

Damit ist die Vernachlédssigung der Temperaturabhéngigkeit der mittleren Scha-
lenbesetzungszahlen erlaubt.

Die Abbildung 6.9 zeigt die Abhéngigkeit der Schalenpopulation Ng von der Ab-
schirmung als Funktion der ClustergroBe N?/3 im Vergleich der MD-Simulation
mit dem Experiment [6]. Die Ergebnisse [6] wurden in den MC-Simulationen
bestétigt. Alle Systeme, Coulomb-Wechselwirkung, Yukawa-Wechselwirkung und
Experiment, zeigen eine nahezu lineare Abhéngigkeit der Schalenbesetzung von
der SystemgroBe N?/3. In allen Fillen ist die Besetzungszahl der dufersten Scha-
le Ny im Experiment (schwarze Kreise) niedriger als im Fall reiner Coulomb-
Wechselwirkung (x = 0.0, durchgezogene Linie). Diese Ergebnis 148t sich durch
eine Yukawa-Wechselwirkung (gestrichelte Linien) in der MD-Simulation repro-
duzieren. Es zeigt sich, daf} sich die Teilchen bei einer Erh6hung der Abschirmung
k von der duflersten Schale auf innere Schalen umverteilen. Diese Tendenz reflek-
tiert die Tatsache, daf} die hohere, innere Schalenbesetzung energetisch giinstiger
ist als auf der dufleren Schale, da dort das Confinement der Falle die potentielle
Energie dominiert.

Bei genauerer Betrachtung ist zu erkennen, daf die grofite absolute Anderung
der Schalenbesetzung auf der &uflersten Schale erfolgt und damit am besten fiir
einen detailierten Vergleich der experimentellen Beobachtungen mit den Simu-
lationsergebnissen geeignet ist. Aus dem besten moglichen Fit der Simulations-
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Abbildung 6.9: Abhingigkeit der Schalenpopulation Ng von der Abschirmung
als Funktion der Systemgrofe N?/3 [6]. Die MD-Simulationen (Linien) zeigen,
daf} sich die Teilchen mit steigender Abschirmung nach innen umverteilen. Die
Symbole sind die Schalenbesetzungszahlen von 43 Coulomb balls im Experiment,
aufgenommen zu gleichen experimentellen Bedingungen.

daten an die 43 untersuchten Coulomb balls ergibt sich eine Abschirmung von
kPP = (.62 £ 0.23. Eine unabhiingige Analyse der anderen Schalen bestiitigt
diesen Wert (z.B. xF%- = (.58 & 0.43 auf der zweiten Schale von auflen). Durch
die Bestimmung des mittleren Teilchenabstandes néchster Nachbarn durch das
erste Maximum der Paarverteilungsfunktion kann damit die mittlere Debyelénge
’\TD = 1.54 + 0.7 bestimmt werden.

Im Bereich hoher Kopplung kénnen die Schalenpopulationen im

Vergleich mit experimentellen Daten zur Bestimmung der Abschir-
mung x bzw. der Debyeldnge \p eingesetzt werden.

6.2 Staubtemperatur

Fiir die Bestimmung der Staubtemperatur im Experiment aus Vergleichen mit
den MC-Simulationen werden hier die Breiten der Schalen der Coulomb balls
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benutzt. In dem Experiment stehen aus Videoaufnahmen die Positionen der Teil-
chen zur Verfiigung.

107 = experimentelle Daten
— Mittelung iiber 13 bins
8 - —
c,/0, =1.3954
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Abbildung 6.10: Radialverteilung der Staubteilchen im Experiment fiir einen Cou-
lomb ball mit N = 190 Teilchen. Die rote Linie ergibt sich aus einer Mittelung
iiber 13 bins des Histogramms, wobei 1 bin einer Breite von d, = 0,033mm
entspricht. Die Unsicherheit in den Koordinaten der Staubteilchen betrigt etwa
0.2mm [3].

Die Positionen der Teilchen werden dazu genutzt, um die radiale Verteilung der
Staubteilchen zu bestimmen. Abbildung 6.10 zeigt das Histogramms, das aus den
Positionsdaten der Partikel im Experiment gewonnen wurde (schwarz) und eine
Mittellung iiber 13 bins zur Gliattung der Radialverteilung. Die Unsicherheit der
Partikelpositionen ist im Vergleich mit der Systemgrofie von einigen mm verhélt-
nisméfig grof, so dafl auch bei der Radialverteilung eine grofle Unsicherheit be-
steht. Fiir den Vergleich der MC-Simulation zu dem Experiment wurde hier nur
ein Datensatz aus dem Experiment fiir den Coulomb ball mit N = 190 Teilchen
genutzt, um das Verfahren exemplarisch darzustellen. Diese Analyse kann durch
mehr experimentelle Datenséitze deutlich verbessert werden.

Eine Moglichkeit, die MC-Simulationen mit den experimentellen Daten zu verglei-
chen, ist die Untersuchung der Radialverteilungen. Abbildung 6.11 zeigt dabei das
gemittelte, experimentell aufgenommene Histogramm (schwarze Linie) und zwei
Radialverteilungen aus MC-Simulationen im Vergleich. Die griine Linie ist die Ra-
dialverteilung dieses Clusters in der kristallinen Phase bei I'c = 1800, wohingegen
die Radialverteilung bei I'c = 500 bzw. kgT = 0.02 - E, (vgl. Schmelzpunkt der
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Abbildung 6.11: Radialverteilungen der Teilchen in der MC-Simulation (rote und
griine Linie) im Vergleich mit dem Experiment (schwarze Linie). Eine Uberein-
stimmung mit dem Auge kann nicht erzielt werden. Die Hohen der Peaks der
ersten und zweiten Schale (von aufien), als auch die Breiten, sind nicht gleich-

zeitig in Ubereinstimmung zu bringen. Generell gibt es im Experiment breitere
Schalen.

Radialfluktuationen wu,.q von kgT = 0.015- Ey) in der fliissigen Phase aufgenom-
men wurde. Die Hohe der Peaks bei der Radialverteilung zu I' = 1800 entspricht
der im Experiment aufgenommenen besser, wihrend die Form der experimentel-
len Verteilung durch die Radialverteilung bei I' = 500 besser wiedergegeben wird.
Eine Ubereinstimmung kann nicht erzielt werden.

Die Analyse der Schalenbreiten, in der dimensionslosen Grofie

2 - Breite der Schale ¢
20'2' = R, 9

fithrt zu dem Vergleich in Abbildung 6.12. Die gestrichelten Linien entsprechen
den Breiten der ersten (duflersten) und zweite Schale im Experiment, ohne daf
hier der Fehler von A = 0.08 eingezeichnet wurde. Die Schnittpunkte der durch-
gezogenen Linien mit den gestrichelten Linien geben die Temperaturen wieder,
bei denen die Breiten der Schalen in der MC-Simulation mit den Breiten im Ex-
periment iibereinstimmen. Im Idealfall stimmen die Schnittpunkte iiberein und
die Staubtemperatur im Experiment ist bestimmt. Hier bleibt festzuhalten, daf§ -
ohne Beriicksichtgung der groflen Ungenauigkeit der Partikelpositionen im Expe-
riment - die reziproke Staubtemperatur 300 < T'}% < 500 ist. Untersuchungen
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Abbildung 6.12: Vergleich der vollen Breite 20; der Schale i zur halben Hohe
des Maximums (FWHM) in Einheiten des Radius der i.ten Schale bei unter-
schiedlichen Temperaturen von der MC-Simulation mit dem Experiment. Die ho-
rizontalen, gestrichelten Linien geben die experimentell bestimmten Breiten der
Schalen ohne Fehlergrenzen an. Die schwarze Linie beschreibt die FWHM der
ersten (duflersten) Schale; man erkennt hier gut die Abhéngigkeit in der Tempe-
ratur (rote Linie). Die blaue Linie entspricht der FWHM der zweiten Schale. Die
Fehlerbalken geben den Fehler der Daten aus den MC-Simulationen an. Idealer-
weise sollten die Schnittpunkte auf der Temperaturachse iibereinstimmen. Daraus
ergibt sich ein Bereich fiir den moglichen, experimentellen Kopplungsparameter
von 300 < I'gg, < 500. Beriicksichtigt man die Fehler in den Koordinaten der
Teilchen bei der Bestimmung der experimentellen Breite der Schalen, lassen sich
ohne weitere Daten desselben Coulomb balls zu gleichen experimentellen Bedin-
gungen noch keine zuverldssigen Voraussagen iiber den moglichen Kopplungspa-
rameter angeben. Der Fehler A in den experimentellen Schalenbreiten liegt hier
bei 0.05 < A < 0.09, so dal nahezu beliebige Temperaturen méglich sind.

am Experiment ergeben einen Kopplungsparameter von ['**P- ~ 1800 [3].
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Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Arbeit wurden umfangreiche Untersuchungen des Modells
1.2 vorgenommen. Das Modell wurde im Rahmen eines Monte-Carlo-Programms
in der Programmiersprache Fortran 90 implementiert und dokumentiert. Dabei
wurden die Grundzustéinde, die Energien, Radien und Schalenpopulationen der
Molekulardynamik-Simulationen fiir Coulomb balls reproduziert und mit Ergeb-
nissen aus vorhandenen Schalenmodellen verglichen.

Fiir den Fall reiner Coulomb-Wechselwirkung konnte insbesondere das verbesser-
te Schalenmodell (2.13) die Ergebnisse in der Tendenz gut wiedergeben, wobei es
immer noch Abweichungen sowohl in den Grundzustandsenergien als auch in den
Konfigurationen gibt. Der Vergleich mit dem Experiment von Arp et al. [3] legte
die Vermutung einer abgeschirmten Coulomb-Wechselwirkung und eines exter-
nen Confinementpotentials, das unabhéngig von der Abschirmung ist, nahe. Die
Rechtfertigung dieser Vermutung wurde sowohl durch Computersimulationen als
auch durch experimentelle Untersuchungen [2] gegeben.

Einen Schwerpunkt dieser Arbeit bildete die Untersuchung der thermodynami-
schen Prozesse in Coulomb und Yukawa balls. Dafiir wurden hauptséichlich die
relativen Abstandsfluktuationen (4.4) analysiert. Zunichst wurden diese Fluk-
tuationen analytisch aus einem Zwei-Teilchen-Modell hergeleitet. Dabei wurde
insbesondere auf die Abhingigkeit der Abschirmung x eingegangen. Ergebnis die-
ser theoretischen Untersuchungen war, daf§ die Erhhung der Abschirmung der
Wechselwirkung zur Destabilisierung des Coulomb balls fiihrt. Die Abhéngigkeit
des im Zwei-Teilchen-Modell entwickelten Kopplungsparameters von der Abschir-
mung wurde mit empirischen Daten verglichen. Hier besteht noch die Méglichkeit,
Verbesserungen durch eine anharmonische Entwicklung des lokalen Ein-Teilchen-
Potentials (4.8), in dem sich ein Teilchen in dem System befindet, zu erreichen.

Im Anschlu wurden die Schmelzpunkte der mesoskopischen Cluster intensiv
in den MC-Simulationen untersucht. Die Grenzen, relative Abstandsfluktuatio-
nen fiir die Bestimmung der Schmelzpunkte heranzuziehen, wurden aufgezeigt.
Bei Systemen mit Teilchenzahlen N > 30 iiberlagern sich die Schmelzprozes-
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se in diesen Fluktuationen, die inter-Schalen-Prozesse nicht von intra-Schalen-
Prozessen unterscheiden, so dafl die Bestimmung des Schmelzpunktes durch einen
sprunghaften Anstieg der Fluktuationen nicht gewéahrleistet ist. Die Symmetrie
der Konfiguration spielt fiir die Bestimmung der Schmelzpunkte in sehr kleinen
Clustern mit N < 20 Teilchen die entscheidene Rolle. Systeme dieser Grofie zei-
gen eine starke Abhéngigkeit in ihren Konfigurationen von der Abschirmung. Die
Erhohung der Abschirmung fiihrt allgemein dazu, dafl Teilchen von der duflersten
Schale auf innere umverteilt werden und bewirkt so eine Konfigurationsinderung.
Diese bedingt eine Anderung der Symmetrie des Systems und damit eine Ande-
rung in den Schmelzpunkten. Dieser Effekt iiberlagert die theoretisch entwickel-
te Abhingigkeit der Schmelzpunkte von der Abschirmung, so daf§ ein Vergleich
unmdéglich wird.

Es werden weitere Mdoglichkeiten vorgestellt, insbesondere radiales Schmelzen zu
untersuchen. Sowohl die radialen Potentialbarrieren als auch radiale Fluktuatio-
nen werden mit den relativen Abstandsfluktuationen verglichen.

In Zusammenarbeit mit MD-Simulationen wurden Analysen der Schalenbeset-
zungszahlen in Abh#ngigkeit von der Abschirmung in den Computersimulatio-
nen betrieben. Der Vergleich der Grundzustandskonfigurationen des Clusters mit
N = 190 Teilchen zu unterschiedlichen Abschirmungen mit der im Experiment
beobachteten Konfiguration ergab mit x & 0.6 ein erstes Ergebnis fiir den Plas-
maparameter A\p = 2, wobei a der mittlere Teilchenabstand ist. Dabei wurde die
Abschirmung als temperaturunabhéngig angenommen. Die MC-Simulation der
mittleren Schalenpopulationen lieferte die Rechtfertigung dieser Annahme. Der
Einflufl der Temperatur auf die mittleren Besetzungszahlen in dem im Experi-
ment vermuteten Temperaturbereich war bis zu einem Kopplungsparameter von
[' = 100 zu vernachléssigen. Dieses Verfahren eignete sich gut zur Bestimmung
der experimentellen Abschirmung und wurde genutzt [6], um die im Experiment
vorhandene Abschirmung der Coulomb-Wechselwirkung auf x = 0.62 + 0.23 zu
bestimmen.

Diese Arbeit gibt auch einen Uberblick iiber die Moglichkeit mit MC-Simulationen
und Vergleichen mit den experimentellen Daten, die Staubtemperatur zu bestim-
men. Die Experimentatoren bestimmten den moglichen Kopplungsparameters zu
['E2P- ~2 1800. Die Untersuchung der Schalenbreiten in Abhiingigkeit der Tempe-
ratur der MC-Simulation wurde exemplarisch an dem Coulomb ball mit N = 190
Teilchen durchgefiihrt. Hier ergab der Vergleich mit dem Experiment eine Kopp-
lung von 300 < '™ < 500. Eine umfangreichere Analyse mehrerer Cluster zu
gleichen Bedingungen verspricht hier zukiinftig eine Verbesserung dieses neuen
Diagnostikverfahrens, die Staubtemperatur zu bestimmen.
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A.1 Metropolis Algorithmus

Im verwendeten Monte-Carlo Verfahren wird die Markov-Kette mit Hilfe des
Metropolis-Algorithmus erzeugt. Die Funktion, die einen Monte-Carlo Schritt
ausfiihrt, ist in A.1 als Ausschnitt aus dem Simulationsprogramm angegeben. Die
aktuelle Schrittweite d legt dabei die maximale Versetzung je Dimension fest. Die
tatsdchliche Versetzung findet innerhalb dieser Grenzen sfatt und wird zufillig
ausgewahlt. Nach der Versetzung des Teilchens wird die zu , testende®, neue Ge-
samtenergie des Systems berechnet und mit der vorherigen Energie verglichen. Ist
die neue Gesamtenergie kleiner, ist eine energetisch giinstigere Position gefunden,
und diese wird angenommen. Ist die zu testende Energie gréfler, wird die neue
Position mit der Wahrscheinlichkeit, die durch e=2#/k87" gegeben ist, angenom-
men. Die Markov-Kette wird also durch ein Importance-Sampling erzeugt.




A.1. METROPOLIS ALGORITHMUS

Listing A.1: Metropolis Algorithmus

subroutine mc_move(d)

double precision d
integer index
integer |
double precision (1:dim) :: dl
double precision oo diff
double precision o h
double precision : p.acc
index = 1nt(Npart*GetRand())
attempts = attempts+1
h = 0.0d0
do 1—1 ,dim
dl(l) = (GetRand()—0.5d0)*2*d
ptrial (1) = pi(index,1)+dl(1)
h = h+ ptr1a1(l)*>«<2
enddo
ri_trial = dsqrt(h)

call trial_energy (index)
diff = —(Etot_trial—Etot)*beta
if (diff.gt.0.0d0) then

p_acc = 1.0d0

else
if (diff.1t.(—12.0d0)) then
p-acc = 0.0d0
else
p-acc = exp(diff)
endif
endif
if ((GetRand()).1t.(p_.acc)) then
accepts = accepts+1
ri(index) = ri_trial

call accepted(index)
endif
end subroutine mc_move
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A.2 Schrittweitenregelung

Die Anpassung der Schrittweite ist fiir eine effektive MC-Simulation wichtig. Die
Funktion A.2 enthélt zwei Verfahren, mit dem die Schrittweite angepasst werden
kann, die in Abhéngigkeit des Parameters v gewahlt werden konnen. Beide Ver-
fahren sind abhéingig vom Prozentsatz der angenommenen MC-Schritte seit dem
letzten Aufruf dieser Funktion. Der Vergleich in Abbildung 3.2 zeigt, dafl die An-
passung durch die Zeilen 15 — 19 schneller zu einer Annahmewahrscheinlichkeit
von 50% der MC-Schritte fiihrt.




A.2. SCHRITTWEITENREGELUNG
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Listing A.2: Schrittweitenanpassung

subroutine adjust(d,v)

double precision :: d
integer old_att
integer old_acc
double precision :: p
integer v

save old_att, old_acc
if (att.eq.0) then

old_att = 0
old_ace = 0
else

p = (acc—old_acc)/(att—old_att)
if (v.eq.1l) then

d = d*(p+0.50d0)
else

d = dxp%x2.0d0

if (p.1t.0.25d0) d = d*0.5d0
if (p.gt.0.75d0) d = d*1.5d0
endif
old_att = att
old_acec = acc
endif

end subroutine adjust

1 Funktion, die die Schritt-
2 weite d in Abhéngigkeit
sdes Verfahrens v anpasst
1+ gesamte, bisherige Versu-
s che und bisherige, an-

s genomme Versuche werden
7 gespeichert

s - Initialisierung bei Start

9 der Simulation

10

11 - Berechnung des Pro-

12 zentsatzes p angenomime-
13 ner MC-Schritte und

11 abhéingig vom Verfahren
15 die neue angepasste

16 Schrittweite d (vgl. Abbil-
17 dung 3.2)

18 - Verhinderung einer zu
19 schnellen Anpassung

20 durch Begrenzung

21

22

23
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A.3 Monte-Carlo Simulation

Die Monte-Carlo Simulation eines Systems mit n Teilchen bei einer konstan-
ten Temperatur 7 wird durch die Funktion ,calc state“ durchgefiihrt. Sie setzt
zunichst die maximale Anfangsschrittweite willkiirlich fest und bringt das System
ins thermodynamische Gleichgewicht zur Temperatur 7. Dadurch ist die mittle-
re Energie des Systems bestimmt und es wurde eine Schrittweite berechnet, die
ungefihr die Hélfte aller MC-Schritte annimmt. Dann werden die statistischen
Groflen initialisiert und die MC-Simulation beginnt. Wéahrend der MC-Simulation
wird die Schrittweite weiterhin optimiert und es werden durch die Funktion ,,aqui-
redata“ die statistischen Grofien aufgenommen. Dabei wird zu jedem MC-Schritt
die Normierungskonstante ¢ inkrementiert. Die Berechnung dieser Groflen erfolgt
durch ,normalize data“ (siche Anhang A.4).
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MONTE-CARLO SIMULATION

Listing A.3: Auszug aus dem MC-
Simulationsprogramm
subroutine calc_state (n,mc;t)
integer 1 on
integer D1ome
double precision t
integer i,j,ncycle
double precision dd
integer c
ncycle =n
dd = 1.0d0

call adjust_temp(—Temp+t)
call equilibrate (n,t,dd)
call initialize_data (c)
do i=1,mc
do j=1,ncycle
call mc_move(dd)
enddo
call adjust(dd)
call aquiredata(n)
¢ = c+1
enddo
call normalize_data (c)
end subroutine calc_state

1 Funktion, die den Zustand

» Systems mit n Teilchen bei
seiner Temperatur ¢ iiber mc
1+ MC-Schritte simuliert

5

6

7

s - Anfangsschrittweite dd
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10 - Bestimmen des thermody-
11 namischen Gleichgewichts
12 - Initialisierung ¢ = 0

3 - Start der MC-Simulation

14

-

15

16

17 - Anpassung der Schrittweite
1s - Aufnahme der Daten

19 - Inkrementierung der Nor-
20 mierungskonstante

21 - Normierung der Daten
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A.4 Fluktuationsberechnungen

Wihrend der MC-Simulation werden statistische Grofien, wie in Anhang A.3
beschrieben, berechnet. Es werden die arithmetischen Mittel der GréBen (r;), (r?),
(rij), (r;) und die Verteilungsfunktionen der Paare g(r) und radialen Positionen
der Teilchen p,(r) berechnet. Aus den Mittelwerten erhéilt man dann die radialen
Fluktuationen wu,,qy nach (4.2) und die relativen Abstandsfluktuationen wu, nach

(4.4).
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FLUKTUATIONSBERECHNUNGEN

Listing A.4: Fluktuationsberechnungen

subroutine aquiredata (—)

integer ion

integer i,j,ind

do i=1,n

mr(i) = me(i)+r(i)

mr2(i) = mr2(i)+r(i)*x2
do j=i+1,n
mij (i,j)=mij(i,j)+rij(i, j)
miQ(i,j):miQ(i,J)+r13( L] ) k%2
ind = int(rij (i, )/ban)+1
gr2(ind):gr2(ind)

enddo

ind = int(r(i)/binw)+1
pr(ind) = pr(ind)+1

enddo

end subroutine aquiredata

subroutine normalize_data (c,n)
integer :: ¢

integer :: n
integer i,]
do i=1,n
mr(i) = mr(i)/dble(c)
mr2(i) = nw2( )/ dble(c)
do j=i+1,n
mij(i,j) = mij(i,j)/dble(c)
mi2(i,j) = mi2(i,j)/dble(c)
enddo
enddo
do i=1,histl

gr2(i)=2xgr2(i)/dble(c*(c—1))
pr(i) =pr(i)/dble(c)
enddo
do i=1,n
urad=urad+dsqrt (mr2(i)/mr(i)**2—1)
do j=i+1,n
ur=ur+dsqrt (mi2(i,j)/mij(i
enddo
enddo
urad = urad/dble(n)
ur = 2xur/dble(nx(n—1))
end subroutine normalize_data
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