Quantenmechanik I, WS 2019/20

Prof. Dr. Michael Bonitz
Abschlussklausur?!, 14. Februar 2020

I. Theorie (22 Punkte)

1. Man formuliere die stationare Storungstheorie fiir ein Teilchen mit Spin s und
Lande-Faktor ¢° im elektromagnetischen Feld. Fiir das Feld {Eq(r), Bo(r)},
das auf einen Hamilton-Operator H, fithrt, sei die stationare Losung der
Pauli-Gleichung bekannt. Man betrachte eine Storung des Systems, die zu
einer schwachen Anderung des Lande-Faktors, g0 — ¢° + Ag,(r), [wobei
|Ags(r)| < |g°] gelten soll], fithrt (etwa durch Modifikation der Umgebungspa-
rameter) und berechne die erste Korrektur der Energie-Eigenwerte.
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Formulieren Sie die stationére Pauli-Gleichung in der Orts-Spin-(Spinor)-
Darstellung (Orts- und Spinanteile separieren) und erldutern Sie die darin
vorkommenden Terme. Verwenden Sie die minimale Kopplung der Elek-
trodynamik und geben Sie den Zusammenhang zwischen Feldern und
Potentialen an, s. Formeln. (7 Punkte)

Diskutieren Sie die allgemeine Struktur der stationdren Zustédnde (Nor-
mierung, Interpretation) und zugehérigen Energie-Eigenwerte. (4 Punkte)

Geben Sie den Storoperator H® an und formulieren Sie den Stérungsan-
satz fir die Pauligleichung bis zur ersten Ordnung. Zeigen Sie, dass die
erste Energickorrektur gegeben ist durch EY = (n|HM|n), wobei n alle
Quantenzahlen und |n) die in ii) diskutierten Zusténde sind. (7 Punkte)

Vereinfachen Sie ES so weit wie moglich, insbesondere durch Auswer-
tung der Spinbeitrige. Hinweis: man verwende B(r) = (0,0, B(r)). (4
Punkte)

II. Aufgaben (31 Punkte)

2. Man lose das Bindungsproblem einer positiven mit einer negativen Ladung
mit der Ladung und Masse (e;,m,) bzw. (e_,m_) unter Beriicksichtigung
der Schwerpunktsbewegung.
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Formulieren Sie die stationare Schrodingergleichung, geben Sie den Hamil-
tonoperator and und erlautern Sie die Eigenschaften der Wellenfunktion
(Bedeutung, Normierung). (4 Punkte)

Zeigen Sie, dass der Hamiltonoperator H (ry,r_) die Summe aus einem
Schwerpunktsbeitrag, H R, und eines Relativanteils, I:IT, ist (s. Formeln).
Geben Sie die Relativ- und Schwerpunktskoordinaten an. Leiten Sie H,
und ﬁR ab. Zeigen Sie dabei, dass V,, = %VR +V, und V, =

5=Vg — V, gilt. (6 Punkte)

'Noten: 1 ab 50.5, 2: 40, 3: 29.5, 4: 19



3.

iii. Zeigen Sie, dass ﬁr und H r kommutieren und benutzen Sie diese Infor-
mation zum Finden der stationdren Wellenfunktion. (5 Punkte)

iv. Geben Sie die Grundzustands-Wellenfunktion, die Gesamtenergie, die
Bindungsenergie, F1, und den effektiven Bohr-Radius, ay an (s. Formeln)
und diskutieren Sie die Abhéngigkeit von der Ladung und Masse beider
Teilchen. Geben Sie alle moglichen Energie-Eigenwerte an. (4 Punkte)

v. Fiir folgende drei Félle — Positronium, ein a-Teilchen und ein Elektron,
sowie den Bindungszustand eines Protons und eines Antiprotons — gebe

man F; und ag im Verhéltnis zum jeweiligen Resultat fiir das Wasserstoff-
Atom an. (6 Punkte)

(25 Punkte)

Man beweise, dass zwei kommutierende hermitesche Operatoren gemeinsame
Eigenzustinde besitzen. Die Eigenwerte seien nicht entartet. (6 Punkte).

III. Formeln
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leV ~1.6-107"“"Ws, h=~~10"3*Nms.
Eigenschaften des harmonischen Oszillators:
Ausdehnung der Grundzustands-Wellenfunktion: zy = ,/%,

Matrlxelemente des Ortsoperators:

2y ={Vn+1l, m=n+1, o, m=n—1; 0, m#n=+1}

o

Leiteroperatoren: V2a=u-+ %, V2al =u— %

. Wasserstoffahnlicher Bindungszustand (Atom, Ion, Exziton etc.) eines Elek-

trons (m,) mit einem Z fach positiv geladenen Kern der Masse m,, im Coulomb-
potential V' (r) = —47%06 -; Quantenzahlen: n = n, +1+1;

Relativ- und Schwerpunktskoordinaten: r =r.—r,, R = (mcr.+myr,)/M
Schwerpunkts-Hamiltonian: Hp = —h;JAA/, M = m. + my;
Relativ-Hamiltonoperator: H, = —h;f: +Vr), +=2L14+-1L1,
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Hilfsintegral: fooo dx xFe P =

Epn = myZ2e* — Ze?
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Pauli-Matrizen : ( > Oy = ((Z) —01)

Energie eines Teilchens mit Spin s im Magnetfeld (Dipolndherung):
AH, = —g,5-5 - B mit § = (82, 8y, 82).

Energieeigenwerte: E, = —n

Minimale Kopplung der klassischen Elektrodynamik: das EM Feld wird durch
die Potentiale eingefiihrt, wodurch sich Impuls und Energie dndern geméaf
p—p—cAund H — H + e¢.



